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10. Ubungsblatt zu 'Optimierung
Aufgabe 1 1 + 2 = 3 Punkte

Es sei f: D C R® — R™ eine C''-Funktion auf einer offenen konvexen Menge D # (). Weiter sei

L = sup || J¢(x)] < oo, (*)
xeD

wobei J¢(x) die Jacobi-Matrix von f in x bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass f Lipschitz-stetig auf D mit Lipschitz-Konstante L ist, d.h.

1f (@) = f)ll < Lllz =yl fir alle 2,y € D.

b) Bleibt dieses Ergebnis richtig, wenn (x) nicht erfiillt ist? Begriinden Sie ihre Antwort.

Aufgabe 2 2+ 1+ 1+ 3 =7Punkte
Es sei I C R ein Intervall und ¢ : I — I eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante
L < 1 (d.h. eine Kontraktion). Geméf des Banach’schen Fixpunktsatzes konvergiert die Iteration

xk+1:¢(wk)7 kzoalv

fiir beliebiges zg € I gegen den eindeutigen Fixpunkt z* von ¢ und es gilt die a-priori Schranke

k

e <
|z xk|_17L

|x1 — xo].

a) Wir betrachten nun die Funktion
F:[0,1] >R, F(z)=—323+ %x5/2 — 12?4+ o+ 1

Bestimmen Sie die eindeutige Maximumstelle von F' approximativ durch eine geeignete Fix-
punkteration, d.h. durch eine sinnvolle Wahl von ¢ ausgehend von F'.

b) Wie viele Iterationen sind bei der Verwendung des Startwerts xo = 0 a-priori notig, um eine
Approximationsgiite von 107 zu garantieren?
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Falls Sie Teil a) nicht 16sen konnten, wihlen Sie L = .

¢) Zeigen Sie die a-posteriori Fehlerabschitzung:

— x| < L|xk—33k—1 .

1—



d) Implementieren Sie die Fixpunktiteration fiir die Funktion ¢ aus Teil a) in Matlab. Geben sie
dabei fir £k = 1,2,...,9 die Werte |z — zx_1]| als Losung aus. Wie viele Iterationen werden
bei Verwendung des Startwerts xg = 0 tatséchlich bendtigt, um eine Approximationsgiite
von 10~7 zu erreichen?

Falls Sie Teil a) nicht 16sen konnten, wiihlen Sie ¢(z) = 1(/z — 3z).

Aufgabe 3 1+ 1+ 1= 3 Punkte
Gegeben sind die Funktionen

filr) =2 —22+1 und fo(z) = arctan(z),

deren Nullstellen mit dem klassischen Newton-Verfahren

f(r_1)
Tp =Tk 1— >, k€N

f(xr—1)’
nach Vorgabe eines Startwerts xy ermittelt werden sollen.
a) Berechnen Sie fiir die Funktion f; die ersten drei Newton-Iterierten mit dem Startwert z¢ = 2.

b) Wenden Sie das Newton-Verfahren mit dem Startwert xo = I und sechs Iterationen auf die
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Funktion fo an und interpretieren Sie das Ergebnis.
¢) Wenden Sie nun das Newton-Verfahren zur Bestimmung einer Extremstelle auf die Funktion
f3 (:L’) = fL‘3 +1

an. Benutzen Sie den Startwert g = 1 und fithren Sie drei Iterationen durch. Interpretieren
Sie auch hier das Ergebnis.

Aufgabe 4 1 + 2 = 3 Punkte

Die Funktion f : R — R sei streng monoton wachsend, konvex, stetig differenzierbar und habe
eine Nullstelle . Zeigen Sie:

a) Die Nullstelle von f ist eindeutig.

b) Die Newton-Iteration zur Nullstellenbestimmung von f konvergiert fiir beliebige Startwerte
o € R gegen 7.

Hinweis: Betrachten Sie fiir Teil b) zunéchst einen Startwert xg mit f(zp) > 0 und zeigen Sie
induktiv f(zg) > 0 und T <y, < xp_ fiir alle k£ € N.

Abgabe am Donnerstag, 05.07.12 vor der Vorlesung.



