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1. Aufgabe Stetige Operatoren 2 + 1 = 3 Punkte

Seien S, T beschrinkte Teilmengen des R” bzw. R™. Betrachten Sie den Integraloperator

A LyS) — Ly(T)

Af(x) = fk(x, 1) f(o)dt

S
mit Integralkern k € Ly(T X S).
a) Zeigen Sie, dass A € L(L(S), Ly(T)).

b) Bestimmen Sie den adjungierten Operator A*.

2. Aufgabe Beschrinkte Operatoren 3 Punkte

Seien X, Y normierte Rdume. Zeigen Sie:

Ein linearer Operator A : X — Y ist genau dann stetig, wenn A beschrinkt ist.

3. Aufgabe Kompakte Operatoren 2 +2+ 2 =06 Punkte

a) Zeigen Sie, dass die Identitdt / : X — X zwischen unendlichdimensionalen Hilbertrdumen nicht
kompakt ist.

Was gilt im Fall dim X < co?

b) Esseien A € L(X,Y), B € K(Y,Z) oder A € K(X,Y), B € L(Y,Z). Beweisen Sie jeweils, dass der
Operator BA : X — Z kompakt ist.

c¢) Ist die Fouriertransformation
1
T L) > LB, 716 = —= [ e
V27T_
ein kompakter Operator?

Hinweis: Zeigen Sie zunichst die Identitit F2f(x) = f(—x) mit Hilfe der inversen Fouriertrans-
formation.



4. Aufgabe Eigenwerte und Eigenfunktionen 1 + 3 =4 Punkte

Gegeben sei der Operator

A L»([0,1]) — Ly([0,1])
1

Af(x) = f xtf(£)dt.

0

a) Begriinden Sie, dass eine Spektraldarstellung

AF() = " Al fvnd va(x)

aus Figenfunktionen v, und Eigenwerten 4, existiert.

b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und geben Sie die Spektraldarstellung explizit an.

Abgabe am Montag 1. Juni vor der Vorlesung.



