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1. Aufgabe Stetige Operatoren 2 + 1 = 3 Punkte

Seien S ,T beschränkte Teilmengen des Rn bzw. Rm. Betrachten Sie den Integraloperator

A : L2(S )→ L2(T )

A f (x) =
∫
S

k(x, t) f (t) dt

mit Integralkern k ∈ L2(T × S ).

a) Zeigen Sie, dass A ∈ L(L2(S ), L2(T )).

b) Bestimmen Sie den adjungierten Operator A∗.

2. Aufgabe Beschränkte Operatoren 3 Punkte

Seien X,Y normierte Räume. Zeigen Sie:

Ein linearer Operator A : X → Y ist genau dann stetig, wenn A beschränkt ist.

3. Aufgabe Kompakte Operatoren 2 + 2 + 2 = 6 Punkte

a) Zeigen Sie, dass die Identität I : X → X zwischen unendlichdimensionalen Hilberträumen nicht
kompakt ist.

Was gilt im Fall dim X < ∞?

b) Es seien A ∈ L(X,Y), B ∈ K(Y,Z) oder A ∈ K(X,Y), B ∈ L(Y,Z). Beweisen Sie jeweils, dass der
Operator BA : X → Z kompakt ist.

c) Ist die Fouriertransformation

F : L2(R)→ L2(R), F f (ξ) =
1
√

2π

∞∫
−∞

e−ixξ f (x) dx

ein kompakter Operator?

Hinweis: Zeigen Sie zunächst die Identität F 2 f (x) = f (−x) mit Hilfe der inversen Fouriertrans-
formation.



4. Aufgabe Eigenwerte und Eigenfunktionen 1 + 3 = 4 Punkte

Gegeben sei der Operator

A : L2([0, 1])→ L2([0, 1])

A f (x) =

1∫
0

xt f (t) dt.

a) Begründen Sie, dass eine Spektraldarstellung

A f (x) =
∑

n

λn〈 f , vn〉 vn(x)

aus Eigenfunktionen vn und Eigenwerten λn existiert.

b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und geben Sie die Spektraldarstellung explizit an.

Abgabe am Montag 1. Juni vor der Vorlesung.


