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Bitte geben Sie in Zweier- oder Dreiergruppen ab!

1. Aufgabe Fourier-Tansformation I 1 + 1 + 1 + 1 = 4 Punkte

Sei f ∈ S(R). Es bezeichne f̂ = Ff die Fourier-Transformierte von f . Zeigen Sie:

a) f(x) = f(−x) für alle x ∈ R ⇐⇒ f̂(−ξ) = f̂(ξ) für alle ξ ∈ R.

b) f(x) ∈ R für alle x ∈ R ⇐⇒ f̂(ξ) = f̂(−ξ) für alle ξ ∈ R.

c) F4f = f ,

d) Die Fourier-Transformation ist eine Bijektion auf der Menge

Se(R,R) =
{
f ∈ S(R)

∣∣ f(x) = f(−x) ∈ R für alle x ∈ R
}
.

2. Aufgabe Fourier-Tansformation II 1 + 2 + 1 = 4 Punkte

Berechnen Sie durch geschickte Anwendung der Eigenschaften der Fourier-Transformation die
Transformierten folgender Funktionen:

a) B1 = χ[−1/2,1/2] ∗ χ[−1/2,1/2], χ[a,b](x) =

{
1, a ≤ x ≤ b
0, sonst,

b) Gc,γ(x) = γ−1 exp

(
− (x− c)2

2γ2

)
,

c) h(x) = (x2 − 1) e−
x2

2 .



3. Aufgabe Funktionenräume 2 + 2 + 2 + 1 = 7 Punkte

a) Weisen Sie nach, dass weder L2(R) ⊂ L1(R) noch L1(R) ⊂ L2(R) gilt.

b) Sei I = [a, b] mit −∞ < a < b < ∞ ein beschränktes Intervall. Zeigen Sie für r, s ∈ R mit
r > s die Inklusion

Lr(I) ⊂ Ls(I).

c) Beweisen Sie, dass für alle p ∈ [1,∞] gilt:

S(R) ⊂ Lp(R).

Hinweis: Verwenden Sie sup
x∈R

∣∣(1 + |x|2)m φ(x)∣∣ <∞ für φ ∈ S(R) mit passendem m ∈ N.

d) Der Sobolev-Raum Hs(R), s ∈ R, ist definiert durch

Hs(R) =
{
f ∈ L2(R)

∣∣ ‖f‖Hs <∞
}

mit
‖f‖2Hs =

∫
R

(1 + |ξ|2)s
∣∣f̂(ξ)∣∣2 dξ.

Zeigen Sie S(R) ⊂ Hs(R) für alle s ∈ R.

Abgabe am Donnerstag, 31. Oktober, vor der Vorlesung.


