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1. Aufgabe Spezielle Funktionen und Distributionen 24+ 14 2+ 2 =7 Punkte

Der Dirichlet-Kern Dy, der Ordnung k € Ny ist definiert als

k
Dy (x) = Z e xR,

n=—~k

a) Zeigen Sie die Darstellung
Dy (z) = Usg(cos (z/2))
mit den Tschebyscheff-Polynomen 2. Art

sin ((m + 1)z)

, r¢nl

Um(cosz) = m+ 1, z=Im, |l € Ny

(=1)™(m+1), x=—-Ilr, l€N.

b) Beweisen Sie, dass die Fourier-Transformierte von Dy im distributionellen Sinn gegeben ist
durch

k
Tp, =V21 Y dn.

n=—k

¢) Weisen Sie nach, dass die Distribution (27)~"/? T\Dk gegen die Shah-Distribution
=>4,
neZ

konvergiert.
Hinweis: Die Konvergenz muss im Raum S’(R) der temperierten Distributionen nachgewie-
sen werden. Die Norm auf &’ ist definiert durch




(Die Fejér-Kerne spielen eine wichtige Rolle in der Theorie der Fourier-Reihen.)
Zeigen Sie:

11—
1 cos(Nx)’ & L.
Fn(z) = N 1—cosx
N, T € .
2. Aufgabe Spezielle Funktionen Il 1+41+2+3+ 1+ 1= 9 Punkte

Die Hermite-Polynome sind definiert als

Hy(z) = (—1)"eﬁ/2 d—e*xQ/z, z € R, n e Np.

dx™
a) Berechnen Sie Hy und Hj.

b) Zeigen Sie die Rekursionsformel

H} (¢) = 2H,(2) — Hyan (2).

c) Beweisen Sie induktiv und mit Hilfe von b) die Rekursionsformel
H! =nH,_1.
Folgern Sie hieraus die Drei- Term-Rekursion
Hyi1(x) =xHy(x) —nHyp—1(x).

(Diese Formel wird iiblicherweise zur numerischen Auswertung der Hermite-Polynome ver-
wendet. )

d) Leiten Sie die Orthogonalititsrelation

(Hp, Hm>L2(R,w(x)d$) - /Hn(x) Hp () e dz = V2mn! dpm
R

der Hermite-Polynome auf dem gewichteten Raum Ly (R, w(z)dz) mit w(z) = e~**/2 her.
(Es lasst sich sogar zeigen, dass die Hermite-Polynome ein vollstéandiges System auf diesem

Raum bilden.)

e) Berechnen Sie das gewichtete Fourier-Integral

Fo(&) = [ Hy(z)e™t e "2 dx.
/

f) Wie konnen die Funktionen F), verwendet werden, um das Fourier-Hermite-Integral

h(§) = /f($) i€ e=7?/2 4y

R

einer Funktion f € Lo(R,w(x)dz) zu approximieren?

Abgabe am Donnerstag, 14. November, vor der Vorlesung.



