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1. Aufgabe Transformationen und Differentialoperatoren 1+ 2+ 1 = 4 Punkte

Sei f € L1(R?) zweimal stetig differenzierbar. Die radiale Ableitung Dr und die Winkelableitung
Dy seien folgendermafsen definiert:
Ist

z=10(p), O(p)=(cosp,sing), re0,00), ¢ €0,27),

so gilt fiir h(r, p) = f(ro(y)) = f(x):
Drf(a) =7 5 hr0)

Dy f(x) = ;; )

a) Zeigen Sie die Darstellungen

Drf(x) = (Vf(z),2),
Dw f(x) = (Vf(2), (=22, 71)).

b) Verwenden Sie die Rechenregeln der Fourier-Transformation, um folgende Identitdten nach-
zuweisen:

FDgr = —(DR + 2).7:,
FD% = (D +4Dg + 4)F,
FDw = DwF.

c¢) Zeigen Sie mit Hilfe des Projektionssatzes:

RoDr = (Ds — 1) Ry,
ReD% = (D? — 2D, + 1)Ry,

wobei Dy = S% gilt.



2. Aufgabe Rotationsoperatoren 1+ 1+ 2 = 4 Punkte
Sei U € R™" eine Rotationsmatrix (unitdr mit det U = 1) und DY f(z) := f(UTz). Zeigen Sie:

a) Es gilt die Invarianzeigenschaft
RDY f = DYRf

wobei DY auf die erste Komponente in C"~! wirkt.
b) Die Operatoren DY und R*R kommutieren.

c¢) Fiir d = 2 sind die Funktionen der Form f(rw(6)) = fi(r)exp(ilf), | € Z Eigenfunktionen
des Operators DY.

3. Aufgabe Radon-Transformation und Faltung 1,5 + 1,5 + 3 = 6 Punkte
Fiir zwei Funktionen ¢1, o2 € S(CN~1) bezeichne
(01 %1 92) (0,5) := /@1(9, s — t)p2(0,t)dt
R

die eindimensionale Faltung von ¢; mit @9 im zweiten Argument. Seien f,h € S(RY) und
g € S(CN~1) gegeben.

a) Zeigen Sie die Gleichung
R(f*h)=TRf* Rh

i) tiber die Definition der Radon-Transformation,

ii) durch geschicktes Anwenden der Rechenregeln.

b) Beweisen Sie
(R*g)* f =R (gx1Rf).

4. Aufgabe Riickprojektion 2 Punkte

Wir betrachten die Gleichung R*g = f. Zeigen Sie fiir gegebenes f € S(RY) die Darstellung

96, 5) :%(2@—% / 10[N=1 F(0) exp(iso)do.
R

Abgabe bis Donnerstag, 12. Dezember, 14:00 Uhr, im Briefkasten des Lehrstuhls
Louis (Geb. E24, EG) oder bei den Ubungsleitern (Geb. E11, 4. Stock, Raum 4.16
oder 4.09).

Die Ubung am Dienstag, 10. Dezember, beginnt bereits um 14:00 Uhr.



