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2. Übungsblatt zu ’Spezielle Funktionen’

Aufgabe 1

Beweisen Sie die folgenden Aussagen über das Pochhammer-Symbol.

a) Für α 6= 0 ,−1,−2, . . . gilt

(α)n =
Γ(α + n)

Γ(α)
.

b) Für k, n ∈ N ist

(α)kn = knk
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k

)
n
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n
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(Multiplikationsformel)

c) Für k, n ∈ N gilt
(α)n+k = (α + n)k (α)n .

Aufgabe 2

Die ψ-Funktion ist die logarithmische Ableitung der Gamma-Funktion, d.h.:

ψ(x) =
∂

∂x
ln(Γ(x)) =

Γ′(x)

Γ(x)
.

Zeigen Sie:

a) ψ(x) = ψ(x+ 1)− 1
x
,

b) ψ′(x) ≥ 0 für x > 0 ,

c)

ψ(x) =

∫ ∞
0

(
e−t

t
− e−xt

1− e−t

)
dt.

Hinweis:

ln(x) =

∫ ∞
0

e−t − e−xt

t
dt

d) lim
x→∞

ψ′(x) = 0 .



Aufgabe 3

Zeigen Sie die Eindeutigkeit der Gamma-Funktion.

Es sei:

• G ∈ C2(R+) und positiv auf R+
? ,

• d2

dx2 lnG(x) ≥ 0, für x > 0,

• G(x+ 1) = xG(x), für x > 0.

Dann G(x) = cΓ(x) mit c > 0.

Aufgabe 4

Beweisen Sie:

a)
m∑
k=1

kn =
Bn+1(m+ 1)−Bn+1

n+ 1
, für alle n,m ∈ N .

b)

Bn(mx) = mn−1
m−1∑
k=0

Bn

(
x+

k

m

)
,

für n ∈ N ∪ {0},m ∈ N.
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