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3. Übungsblatt zu ’Spezielle Funktionen’

Aufgabe 1

Es sei F (z) := 2F1(−1
2
,−1

2
, 1, z2) mit F (1) = 4

π
.

Zeigen Sie:

F (s) ≤ 1 +
1

4
s2 +

( 4

π
− 5

4

)
s4 =: f(s) für 0 ≤ s ≤ 1.

Beweisen Sie weiterhin die Fehlerabschätzung:

d(s) = f(s)− F (s) ≤
∞∑
n=3

qn (2n−1)2/n−2 (1− 2n−1) ,

wobei qn = {(−1
2
)n}2 (n!)−2 ist.

Aufgabe 2

Es seien δ := z · ∂
∂z

und c 6= 0,−1,−2. . . .

Beweisen Sie:

a) (δ + a) 2F1(a, b, c, z) = a 2F1(a+ 1, b, c, z),

b) (δ + c− 1) 2F1(a, b, c, z) = (c− 1) 2F1(a, b, c− 1, z),

c) (1− z) δ 2F1(a, b, c, z) = (c− a) 2F1(a− 1, b, c, z) + (a− c+ bz) 2F1(a, b, c, z).

Aufgabe 3

Es sei c 6= 0,−1,−2, . . . , beweisen Sie

a) 2F1(a, b, c, z) = (1− z)c−a−b 2F1(c− a, c− b, c, z),

b) 2F1(a, b, c, x) = (1− x)−a2 F1

(
a, c− b, c, x

x−1

)
,

c) (a− b)2F1(a, b, c, z) = a2F1(a+ 1, b, c, z)− b2F1(a, b+ 1, c, z),

c) (a− b)z 1F1(a, b+ 1, z) + b(z + b− 1)1F1(a, b, z) = b(b− 1)1F1(a, b− 1, z).



Aufgabe 4

a) Beweisen Sie, dass die konfluente hypergeometrische Reihe 1F1(a, b, x) die Lösung der
Differentialgleichung ist

x2
d2y

dx2
+ (b− x)

dy

dx
− ay = 0.

b) Zeigen Sie, dass
x1−b 1F1(a− b+ 1, 2− b, x), b /∈ Z

eine andere Lösung und linear unabhängig von 1F1(a, b, x) ist.

c) Zeigen Sie

1F1(a, b, x) =
Γ(b)

Γ(a)Γ(b− a)

∫ 1

0

(1− t)b−a−1ta−1extdt.
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