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4. Übungsblatt zu ’Spezielle Funktionen’

Aufgabe 1

Beweisen Sie den folgenden Zusammenhang zwischen Legendre-Polynomen und hypergeometrischer
Funktion:

Pn(x) = F
(
− n, n+ 1; 1;

1− x
2

)
.

Aufgabe 2

Sei {pn} ein System orthogonaler Polynome auf dem Intervall [−1, 1] zu der symmetrischen
Gewichtsfunktion w(x).
Beweise:

a) ∫ 1

−1
w(x)p′n(x)p

′
m(x)dx = 0

für n+m ungerade.

b) ∫ 1

−1
w(x)p′n(x)pm(x)dx = 0

falls n ≤ m oder falls n > m und n+m gerade.

Hinweis: Zeigen Sie: n (un)gerade =⇒ pn (un)gerade.

Aufgabe 3

Seien w : [a, b] → R?
+ eine stückweise stetige und integrable Gewichtsfunktion und {pn}n∈N?

das System orthogonaler Polynome bezüglich des Skalarprodukts

< p, q >w=

∫ b

a

p(x)q(x)w(x)dx

mit führendem Koeffizienten kn = 1.

1. Zeigen Sie, dass die Polynome pn der folgenden Rekursion genügen:

p0 = 1, p1 = x− β0,

pn+1 = (x− βn)pn − γ2npn−1, n = 1, 2, ...

mit

βn =
< x pn, pn >w

‖pn‖2w
, n = 0, 1, ..., γ2n =

‖pn‖2w
‖pn−1‖2w

, n = 1, 2, ...



2. Die Matrix J ∈ Rn×n sei gegeben durch

J =


β0 −γ1 0 . . . 0

−γ1 β0 −γ2 . . .
...

0 −γ2
. . . . . .

...
...

. . . . . . . . . −γn−1
0 · · · 0 −γn−1 βn−1


Seien λ1, ..., λn die Nullstellen des pn und

v(k) = (τ0p0(λk), τ1p1(λk), . . . , τn−1pn−1(λk))
> ∈ Rn k = 1, 2, ..., n

mit

τj =

{
1 , j = 0,

(−1)j
∏j

l=1 γ
−1
l , j = 1, ..., n− 1.

Zeigen Sie Jv(k) = λkv
(k)

3. Ableiten und beweisen Sie: die Nullstellen des pn stimmen mit den Eigenwerten der
Matrix J überein und die Gewichte σk der Gauss-Quadratur ergeben sich daraus folgen-
dermassen

σk =< 1, 1 >w /
n−1∑
j=0

τ 2j p
2
j(λk), k = 1, ..., n.
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