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6. Übungsblatt zu ’Spezielle Funktionen’

Aufgabe 1 (3+2+3+3 = 11 Punkte)

Die Legendre Polynome erfüllen die Orthogonalitätsrelation∫ 1

−1
Pn(x)Pm(x)dx =

2

2n+ 1
δnm.

und sind durch die Legendre Differentialgleichung

(1− x2)P ′′n (x)− 2xP ′n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0

definiert.

1. Seien Pn die Legendre Polynome vom Grad n und f ∈ Πm. Beweisen Sie, dass

f(x) =
m∑
n=0

cn Pn(x), mit cn = (n+ 1/2)

∫ 1

−1
f(x)Pn(x)dx.

2. Zeigen Sie mit 1., dass (n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0.

3. Berechnen Sie das Integral mit 2. und der Legendre Dgl.∫ 1

−1
x2Pn+1(x)Pn−1(x)dx.

4. Zeigen Sie, dass Pn(x) < Pn+1(x) für x > 1.

Aufgabe 2 (3 Punkte)

Betrachten Sie den folgenden Satz, der Aufgabe 1.1 verallgemeinert.

Sei f : [−1, 1]→ R stückweise stetig mit endlicher Anzahl von Maxima und Minima. Dann
ist ∑

n≥0

cnPn(x) =

{
f(x) falls f stetig in x
f(x+)+f(x−)

2
sonst.

Diese Reihe heißt die Legendre Reihe von f .

Berechnen Sie die Legendre Reihe von f(x) = |x|, x ∈ [−1, 1].



Aufgabe 3 (4+2 = 6 Punkte)

Sei

Cν
n(x) =

bn/2c∑
m=0

(−1)m
Γ(n−m+ ν)

Γ(ν)m!(n− 2m)!
(2x)n−2m.

• Zeigen Sie: Cν
n erfüllt die Gegenbauersche Dgl.

(1− x2)y′′ − (2ν + 1)xy′ + n(n+ 2ν)y = 0.

• Beweisen Sie:
dm

dxm
Cν
n(x) = 2m

Γ(ν +m)

Γ(ν)
Cν+m
n−m(x).
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