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Einleitung

Beim Studium der Radon Transformation hat der zweidimensionale Fall im-
mer eine Sonderrolle gespielt, weil die 2D Radon Transformation das mathe-
matische Modell fiir eine wichtige Anwendung liefert, ndmlich der zweidimen-
sionalen Computertomographie. Da die 3D Radon Transformation ihrerseits
kein Modell fiir die dreidimensionale Computertomographie darstellt (dazu
wird stattdessen die Rontgen Transformation benétigt), konnte sich ihre Be-
deutung fiir die Praxis nie wirklich mit der der 2D Radon Transformation
messen. Insofern iiberrascht es nicht, dass bei der Radon Transformation vie-
le Probleme bisher in erster Linie fiir den zweidimensionalen Fall untersucht
wurden.

Mit dem Einsatz der Elektronen paramagnetischen Resonanz Bildgebung
(kurz EPR, Imaging bzw. EPRI) sind nun jedoch Verfahren relevant gewor-
den, deren mathematisches Modell durch die 3D Radon Transformation be-
schrieben wird, vgl. [11] - [13]. Folglich ist es mittlerweile durchaus von In-
teresse, ob bzw. auf welche Weise sich die fiir die 2D Radon Transformation
erhaltenen Ergebnisse auf den dreidimensionalen Fall {ibertragen lassen.

In diesem Zusammenhang ist auch diese Arbeit zu sehen: Das Limited-
Angle Problem, das sich dadurch definiert, dass die gemessenen Daten nur
fiir bestimmte Richtungen vorliegen, ist im Zweidimensionalen fiir die Radon
Transformation eingehend untersucht worden. Speziell berechnet DIETZ auf-
bauend auf der von LOUIS in [16] angegebenen Singuldrwertzerlegung in [5]
die zugehorige Approximative Inverse.

Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist nun die Berechnung der Appro-
ximativen Inversen fiir die dreidimensionale Limited-Angle Radon Transfor-
mation. Dabei werden die bereits zitierten Arbeiten [16] und [5] als Leitfaden
dienen.

Im ersten Kapitel geben wir einen Uberblick iiber die dazu nétigen mathe-
matischen Grundlagen. Da sich ein Spezialfall der 3D-Limited-Angle Radon
Transformation relativ leicht auf hhere Dimensionen verallgemeineren l&sst,
beginnen wir mit den Kugelflichenfunktionen in n Dimensionen. Es folgen
grundlegende Eigenschaften der Radon Transformation. Zuletzt stellen wir
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die Approximative Inverse allgemein vor und berechnen sie konkret fiir die
Radon Transformation in n Dimensionen bei vollstdandig verfiigharen Daten.

In Kapitel 2 wird die Approximative Inverse einer speziellen Limited-
Angle Radon Transformation fiir beliebige Dimension n > 3 berechnet. Das
Vorgehen unterteilt sich dabei im Wesentlichen in zwei Schritte: Zunéchst
wird die Singuldrwertzerlegung bestimmt und das Abklingverhalten der Sin-
guldrwerte mittels numerischer Experimente studiert. Im Anschluss daran
wird dann im zweiten Schritt mit Hilfe der Singulédrwertzerlegung der Re-
konstruktionskern der Approximativen Inversen bestimmt und mit dem der
Radon Transformation bei vollstdndigen Daten verglichen.

Das Vorgehen in Kapitel 3 ist prinzipiell &hnlich wie in Kapitel 2. Der
Unterschied besteht darin, dass wir uns dort auf den dreidimensionalen Fall
beschrénken, aber dafiir ein allgemeineres Limited-Angle Problem behandeln.
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Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

Wir beginnen mit einer Zusammenstellung der wichtigsten mathematischen
Grundlagen, die wir fiir unsere weiteren Untersuchungen benotigen.

Als erstes wenden wir uns den allgemeinen Kugelflichenfunktionen zu,
insbesondere konzentrieren wir uns auf Mdéglichkeiten, diese explizit in sphé-
rischen Koordinaten anzugeben.

Danach behandeln wir den grundlegenden Operator der vorliegenden Ar-
beit, die Radon Transformation. Neben einem Uberblick iiber ihre wichtigs-
ten Eigenschaften widmen wir uns vor allem ihrer Singulérwertzerlegung und
definieren die Limited-Angle Radon Transformation, die den Ausgangspunkt
fiir die Uberlegungen in den Kapiteln 2 und 3 darstellt.

Zum Schluss stellen wir schlieklich die Idee der Approximativen Inver-
sen vor und wenden sie auf die Radon Transformation im Falle vollstindig
vorliegender Daten an.

1.1 Kugelflachenfunktionen in n Dimensionen

Die Kugelfliichenfunktionen spielen als Orthogonalbasis von L?*(S™7!) eine
wichtige Rolle bei der Singularwertzerlegung der Radon Transformation. Fiir
vollstandige Daten benotigt man bei den auftretenden Berechnungen ledig-
lich ihre Orthogonalitiits- bzw. Orthonormalitéitsrelationen bzgl. S"~1. So-
bald die Daten jedoch nur noch fiir eine Teilmenge Si* ¢ S"~! vorliegen,
verlieren diese Orthogonalitdtsbeziehungen ihre Giiltigkeit und man benétigt
eine konkrete Darstellung, um dennoch zu einem Ergebnis zu gelangen, vgl.
Abschnitt 2.2.

Im Dreidimensionalen ist solch eine konkrete Darstellung wohlbekannt.
Im Folgenden geben wir fiir den allgemeinen n-dimensionalen Fall entspre-
chende Darstellungen in einer Form an, die unseren spéteren Bediirfnissen
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angepasst ist. Dariiber hinaus werden wir auch sehen, dass die fiir n = 3 aus
dem allgemeinen Fall abgeleiteten Formeln im Wesentlichen mit der altbe-
kannten dreidimensionalen Darstellung iibereinstimmen.

1.1.1 Definition

Die n-dimensionalen Kugelflichenfunktionen Y™ sind definiert als die Ein-
schrinkung harmonischer, homogener Polynome! aus Clxy, ..., z,] auf die
Einheitssphire S"~! := {z € R"|||z|[, = 1}. Sie bilden ein vollstindiges
Orthogonalsystem in L?(S™~1). Dabei gibt es fiir (n,1) # (2,0) jeweils

(2l+n—-2)(n+1-3)!

Aln, 1) = l(n—2)!

=0("?)  bzw.  A(2,0):=1

linear unabhingige Kugelflichenfunktionen vom Grad [ (s. [6], [22], [24]).
Speziell erhalten wir fiir n = 2, 3, 4:

A(Q,Z):{; 5;8 ABB) =20+1, A4 D)=(1+1)7* (1.1)

Im weiteren Verlauf bezeichnen wir eine Kugelflichenfunktion vom Grad m
in n Dimensionen mit Y,,S”).

1.1.2 Explizite Darstellung und Eigenschaften

Wir wollen nun eine orthonormale Basis der n-dimensionalen Kugelflichen-
funktionen explizit in sphérischen Koordinaten angeben. Dies wird uns spéter
konkrete Rechnungen mit solchen Kugelflichenfunktionen erméglichen.

Im Fall n = 2 ist die Einheitssphére S* gerade der Einheitskreis. Mittels
Polarkoordinaten w(y) = (‘;’jz), @ € [0, 2], lasst sich eine Orthonormalbasis
fiir die Kugelflichenfunktionen vom Grad [ darstellen als

V20 = ¥ (w(e)) = =, e (1) (1.2)

Fiir n > 3 ist es nach [21| mdglich, eine explizite Darstellung der v,
rekursiv anzugeben:
Wir definieren fiir m > [ > 0 die Funktionen

)

POty = (—1)' (1 = 2)sCr, (1) | (1.3)

'Eine homogene Funktion f vom Grad k erfiillt definitionsgemif f(\x) = \¥f(z). Fiir
Polynome ist dies dquivalent dazu, dass jedes Monom Gesamtgrad k hat.
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und die Normierungskonstante

1413 no_ _ N\
= 'fl+-=-1 1.4
Emi Vs <+2 ) \/ (m+1l+n-3)! ~’ (L4)

wobei C die Gegenbauer-Polynome und I' die Gamma-Funktion bezeichne
(vgl. Anhang A). Damit kénnen wir eine Orthonormalbasis fiir die Kugelfla-
chenfunktionen vom Grad m in n Dimensionen rekursiv durch die entspre-
chenden Kugelflichenfunktionen in n — 1 Dimensionen wie folgt definieren:

Y(n) (917 B 671—27 90)

mlky...kn_3z

= Y(n) (w(n) (917 o 7071—27 90))

mlky...kn_32

=" PO (cos01) Y T} (Bay. . 00mn,0) (1.5)

leZklszZan_gzo,Ze{il}

Dabei bezeichne w™ (0, ..., 0, 2,¢), 0; € [0,7], ¢ € [0,27], die Parametri-
sierung der Einheitssphire S™ ! mittels n-dimensionaler Kugelkoordinaten
(s. Anhang B).

Im Weiteren wird es beim Gebrauch der Yn%)cl...kn,gz nur auf m und [
ankommen, d.h. auf den jeweiligen Grad der beiden in (1.5) auftretenden
Kugelflichenfunktionen. Die genauen Werte der Indizes ki,...,k,_3 und 2
hingegen sind unwichtig, so dass wir fortan die kiirzere und iibersichtlichere
Darstellung

Ynﬁ’;,l(el, ey Opa,0) = cggl) sz) (cosbq) 1/2,(?_1)(92, RN ) (1.6)

m>1>0,k=1,...,A(n—1,1)
benutzen werden.

Nachrechnen der Orthonormalitdt. Wir sind abgesehen von Konstanten der
Darstellung in [21] gefolgt, weswegen es geniigt, die Orthonormalitiat der
angegebenen Funktionen nachzurechnen. Dazu fithren wir einen Induktions-
beweis nach n:

Fiir n = 2 ist die Behauptung wegen |S'| = 27 und der bekannten Orthogo-
nalitidt der in (1.2) angegebenen Funktionen klar.
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Sei nun n > 3 und die Behauptung gelte fiir n — 1. Wir erhalten:

/5 B vyt dsn!

= ™™ / Pr(rz) (cosb) ngg,(cos 61)sin"2 6, do,
0

ml ~m/l

x / Yyl gen=2 - (gsnl = sin" 20 df dS"?)
J Sn72

J/

Vv
=0;;1 0, nach Ind.voraussetzung

0

7

'

=:1

Durch Einsetzen von (1.3) und Ausfithren der Substitution z := cosf, df =

\/% (cos ist auf [0, 7] umkehrbar) folgt

1 3 n—2 n—2
1:/ (1— 22y O () O (2) da

m—l m/—l
1
s n(m+1+n—3)!
= O Q=S (i — [)1(m + 252) T2(1 + 2=2)

5mm’

f— 2 .
Cgllz)

Insgesamt ergibt sich

<Yn(17lll)c7 Yn(zy’ll)’k’>[,2(5n71) = O O Ol

und damit die Behauptung. O
Bemerkungen 1.1.1.
1) Wegen

d* F(A+ k)

_C)\ — 2k O)\—l—k

(vgl. [8], 8.935(1) ) wire es auch mdglich, die PTSZ) fiir [ > 0 als
n d"
P (@) = (=1 (1 = )2 Pro(a)

zu definieren. In dieser Form wiren sie das exakte n-dimensionale Analogon
zu den assoziierten Legendre-Funktionen, die bei der iiblichen Definition der
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dreidimensionalen Kugelflichenfunktionen an entsprechender Stelle auftre-
ten, vgl. Abschnitt 1.1.3. Wir bevorzugen hier die Definition geméf (1.3), weil
spiatere Berechnungen ohnehin auf Eigenschaften der Gegenbauer-Polynome
zuriickgefithrt werden miissen und wir so keine zusétzlichen Konstanten zu
beachten brauchen.

2) Da wir spéter den Wert von YO(") bendétigen, notieren wir noch, dass

YE)(n) = |Sn—1|—1/2 <: H C(()’B))
k=2

gilt. Dies ergibt sich aus der Orthogonalititsrelation der Kugelflichenfunk-
tionen und daraus, dass YO(”) konstant ist, da alle auftretenden Pﬁl)

erfiillen. Wegen

bedeutet dies

1/2
w_ (T(5)
vy = (ﬁ) . (1.7)

3) Paritdt der Kugelflichenfunktionen YTS;,Z
Jede Kugelflichenfunktion ist entweder gerade oder ungerade. Dabei héingt
die Paritit einer Kugelflichenfunktion allein von ihrem Grad ab, denn es gilt:

Y0 (—w™) = (=1)™ v, (™) (1.8)

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass die Yn(:;,)f definitions-
gemél die Einschrinkung eines homogenen Polynoms vom Grad m auf die
Einheitssphéire sind. Alternativ kann man die Behauptung auch leicht mit
Hilfe der Symmetrien der Gegenbauer-Polynome und Darstellung (1.6) nach-
rechnen (beachte: —w™ (0y,0,,...,0) = W™ (1 — 01,7 —0y,..., 0+ 7), vgl.
Lemma B.2.1). O

1.1.3 Der Fall n =3

Die dreidimensionalen Kugelflichenfunktionen werden in der Praxis am hé&u-
figsten benotigt. Fiir diesen Spezialfall hat sich daher eine eigene Darstel-
lung eingebiirgert, von der zunichst nicht klar ist, ob sie mit der unserer
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allgemeinen Version iibereinstimmt. Wir werden nun nachweisen, dass beide
Darstellungen — von einem evtl. unterschiedlichen Vorzeichen abgesehen —
tatsichlich die gleichen Funktionen bezeichnen.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit geben wir zunichst noch einmal die
yklassische” Definition der dreidimensionalen Kugelflichenfunktionen an:
Fiir |I| < m bezeichnen wir wie iiblich mit

Pl (z) = {(—1)l(1 _ x2)l/2dd_xllpm(x)7 >0

m—|l])! pll
(—1)Hmd P (), 1<0

(1.9)

die assoziierten Legendre-Funktionen vom Grad m und Ordnung [, wobei P,
das Legendre-Polynom vom Grad m ist. Die dreidimensionalen Kugelfléchen-

funktionen werden dann fiir m > 0,0l = —m, ..., m durch
2m + 1 (m —1)! .
Y0, ) = P! (cos ) e'? 1.10
10.9) \/4W(m+mnxw>e (1.10)
definiert.

Bemerkung 1.1.2.

Offensichtlich kommen wir in dieser Schreibweise mit lediglich zwei Indizes
aus. Dabei haben wir den dritten Index k unserer urspriinglichen Darstel-
lung Y der fiir n = 3 gerade A(n — 1,1) = A(2,1) = 2 (I # 0) Werte
annimmt und das Vorzeichen des Arguments der e-Funktion bestimmt, mit
dem zweiten Index [ zu einem neuen Index [ zusammengefasst. Dementspre-
chend durchlauft der neue Index [ einen grofseren Wertebereich.

Fiir gerades [ ergibt sich dann nach Einsetzen von (1.9)

2m 41 (m — |])! 4
Y} = Pl it 1.10’

was man umgekehrt auch als alternative Definition fiir ungerade [ heranziehen
konnte, der Unterschied ist jeweils nur der Faktor —1.

Kommen wir nun zur konkreten Darstellung der YTS;C Unter Beachtung

von C’%{Q(az) = P,(z) und Cj‘;—kk CH(z) = 2k % CAE (x) ergibt sich nach

Einsetzen von n = 3 in (1.3) und (1.4

)
@y ot LG pr oy
P(x) =2 F(l—i—%)Pm() d

(3) 2! l (2m + 1)(777, — l)'
CW‘¢%FQ+2)¢ (m+0l
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Wegen I' (1) = /7 erhilt man schlieRlich (beachte (1.2)):

Y80, 0) = ) P (cos 6) ;7 ()
C2m+1)(m-=10! e?ile
P 0
f\/ o) l m(cost) —=

2m+1(m—=10)! ”
= P 0) e*¥ > > +1
\/ P F——_T > (cos@) e m>1>0,z€ {£1}

Abgesehen von der schon in der obigen Bemerkung angesprochenen unter-
schiedlichen Indizierung stimmt dieses Ergebnis mit (1.10°) iiberein. Legt
man hingegen — wie normalerweise iiblich — (1.10) als Definition zu Grun-
de, unterscheiden sich beide Darstellungen fiir negatives, ungerades [ (bzw.
ungerades [ und z = —1) um den konstanten Faktor —1, eine sicherlich ver-
nachléssigbare Diskrepanz, da weder die Orthogonalitdtsbeziehungen noch
die Normierung davon beeinflusst werden.

1.2 Die Radon Transformation

Die Radon Transformation ist der grundlegende Operator fiir die vorliegende
Arbeit. In diesem Abschnitt wird deshalb das fiir die weiteren Betrachtungen
notwendige Vorwissen zusammenfassend bereitgestellt.

Nach einem kurzen Uberblick iiber die Definition und die fiir uns wichtigen
Eigenschaften der Radon Transformation gehen wir vor allem auf ihre Sin-
guldrwertzerlegung (kurz: SWZ) ein, bevor wir uns zum Schluss noch der
allgemeinen Limited-Angle Radon Transformation zuwenden.

1.2.1 Definitionen

Im Folgenden bezeichne
B, (zg) = {z e R" | ||z — x|, <7}

die n-dimensionale offene Kugel vom Radius r um den Punkt zy. Speziell
bezeichnen wir mit

Q" = Bl (0)
die offene Einheitskugel im R". Des Weiteren sei

7" = S" 1 x [—1,1]
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der n-dimensionale Einheitszylinder. Das Integrationsgewicht w,, sei definiert
als

n—1

wp(s) == (1 —s%) 2

Unter C§°(Q2™) verstehen wir den Raum der unendlich oft differenzierbaren
Funktionen mit kompaktem Tréger in ". )
Wir definieren nun zunéchst den Operator R durch

R: Ce(O) — L2(Z™, w;h)

. (1.11)
Rf(w,s) := d(s —2Tw) f(z)dx,
an

wobei 0 hier die Delta-Distribution bezeichnet. Details zur Definition und
Handhabung von ,auf glatten Flachen konzentrierten Distributionen* konnen
in [7] nachgelesen werden. Anschaulich bedeutet (1.11), dass man f iiber die
Hyperebene integriert, die durch den Normalenvektor w und Abstand s zum
Ursprung eindeutig bestimmt ist. Dementsprechend kann man durch Drehen
des Koordinatensystems zeigen, dass (1.11) dquivalent zu

Rf(w,s) = /L . (O)f(sw—l—y) dy (1.12)
w=—N m

=/ f(y)dy (1.13)
(swHw)NOn

ist.

Lemma 1.2.1. 3
Der in (1.11) definierte Operator R ist stetig, wenn man C{°(Q2") mit der
L?*-Norm versieht.

Beweis. Wir haben

2

L

2
/ d

< Vol((sw + w) N Q") Hf”i?(m) ;

wobei wir im letzten Schritt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung auf f und
die charakteristische Funktion x (s, . 1)non angewendet haben. Die Menge
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(sw + wt) N O™ lésst sich als Schnittmenge der durch (w,s) bestimmten
Ebene mit 2" durch die beiden Bedingungen

r-w=Ss
lzl; =af+ ... + 23 < 1

beschreiben. Drehen wir das Koordinatensystem so, dass w dem ersten Ba-
sisvektor entspricht, also =} = z - w gilt, ergibt sich daraus (die Norm ist
invariant unter Drehungen)

2 2
sS+ay+.. . +al, <1
2 2
= P54+ <1 -5

und wir sehen, dass (sw + w®) N Q" gerade eine n — 1-dimensionale Ku-
gel vom Radius v/1 — s? ist und dementsprechend ein Volumen proportional

(1-— 32)%1 = wy(s) hat, vgl. (B.9). Damit erhalten wir
~ 2
[Rf(w,9)]" < e(n) wals) || FlI72 )

und somit schliefilich

RS2 70 / / \Rf(w, s)]?w; (s)ds dw
Sn— 1
< 2¢(n) |S" £ 11720

was gerade die behauptete Stetigkeit von R beweist. Der Beweis kann auch in
|22| nachgelesen werden. In [14] wird eine allgemeinere Aussage bewiesen. [

Da man zur Nachbildung realer physikalischer Grofen am besten L2-
Réiume benutzt, setzt man R nun noch zu einem stetigen Operator auf L?(Q")
fort. Dies ist moglich und dariiber hinaus eindeutig, da C§°(Q2") dicht in
L2(Q™) liegt (vgl. [28], V.1.9).

Definition 1.2.2 (Radon Transformation).
Unter der Radon Transformation R verstehen wir die eindeutige stetige Fort-
setzung des Operators R aus (1.11) auf L?(Q"),

R: L*(Q") — L*(Z"w,'). (1.14)

Tatsédchlich kann man zeigen, dass R nicht nur stetig, sondern sogar kom-
pakt ist.?

2Am einfachsten sieht man dies spiter unter Verwendung der SWZ: Mit deren Hilfe
ldsst sich R als normweiser Grenzwert von stetigen Operatoren mit endlichdimensionalem
Bild darstellen. Da solche Operatoren immer kompakt sind, ist auch R als normweiser
Grenzwert kompakter Operatoren zwischen Hilbertrdumen kompakt (vgl. [28], I1.3.2).
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Bemerkung 1.2.3.
Fiir Funktionen f € L?*(Q") macht die Schreibweise

Rf(w,s) = o d(s — 2Tw) f(z) dx

erst einmal keinen Sinn, da L2-Funktionen nicht durch ihre Werte auf Null-
mengen (hier: Hyperebenen) bestimmt sind. Dennoch werden auch wir diese
Schreibweise spéter abkiirzend verwenden. Formal bedeutet dies, dass ent-
sprechende Rechnungen zunéchst fiir C5°(2") durchgefiihrt und die resul-
tierenden Eigenschaften durch Dichtheitsargumente auf L*(2") iibertragen
werden.

Als stetiger Operator zwischen Hilbertraumen hat R einen stetigen ad-
jungierten Operator:

Lemma 1.2.4.
Der adjungierte Operator R* der Radon Transformation ist gegeben durch

R LX(Z"w,") — L*(Q")

Rg(x) = /Sn glw,aTw)w, (2Tw) dw (119)

und ebenfalls kompakt.

Beweis. Wir haben (s.a. [22])

(RS 9)12(zm 021 :/Sn 1/ Rf(w,s) g(w,s) w,(s) ds dw

:/n 1/ Qné(s—xTw)f( x) dr g(w,s) w, '(s) ds dw

/sm/m/és_ﬂw g9(w, s)w, ' (s) ds f(x) dz dw

/ g(w, 2Tw) w, Y (2Tw) f(z) dr dw
gn—1

= f(z) g(w, r7w) w, Y (2Tw) dw dx
on sn-1

<f7}% >L2 (Qn) -

Die Kompaktheit von R* folgt aus der Kompaktheit von R und dem Satz
von Schauder, (z.B. [28], II1.4.4). O

@\
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1.2.2 Symmetrie und Invarianzen

Aus der Gleichung

Ris)= [ s

1

folgt wegen (—w)t = w' unmittelbar die Symmetrierelation

Rf(w,s) = Rf(—w,—s), (1.16)

welche die Redundanz der Daten widerspiegelt.

Im Hinblick auf die spéitere Anwendung der Approximativen Inversen
sind dariiber hinaus noch die Invarianzen von R* wichtig, denen wir uns nun
zuwenden wollen.

Translationsinvarianz

Wir orientieren uns an der Notation von DIETZ [5| und definieren fiir x € Q"
die Translationen 77, Ty auf L*(Q") bzw. L*(Z",w, ') durch

TYf(y)?=2‘Tf(y{;§) : (1.17)

N — T
Bywﬁyzzwgc%ijgﬁ)w;(sj;”)wdg. (1.18)

Der Faktor 27" sorgt dabei dafiir, dass f und 77 f den gleichen Mittelwert
haben. Insbesondere ist (T}, )0 eine um x konzentrierte Dirac-Folge®, wenn
(€y)y>0 eine um 0 konzentrierte Dirac-Folge ist, s.a. Abschnitt 1.3.1. Wir
notieren nun das

Lemma 1.2.5 (Translationsinvarianz von R*).
Die linearen Operatoren

TF: LAH(Q") — L*(Q"),
Ty . LA(Z"w, ) — L*(Z™w,?')

n

sind stetig und erfiillen die Relation

TR* = R*TY . (1.19)

3Wir werden das Thema Dirac-Folgen bzw. Approximation von Delta-Distributionen
nicht weiter vertiefen, Einzelheiten kénnen z.B. in [2] oder [27] nachgelesen werden.
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Beweis. Wir zeigen zunéichst die behauptete Stetigkeit, bevor wir (1.19) be-
weisen.

i) Fiir z,y € Q" gilt auch = € Q", so dass T f fiir f € L*(Q") sinnvoll
definiert ist. Weiterhin ist

I sy = [ 27215 = /20 dy
=27" f(w)|*d
/ INCIRE

1
2

<o / PP du =27 [ £ s -

wobei wir die Substitution u := 45*, dy = 2" du benutzt haben. Wurzelziehen
liefert die Stetigkeit von T7.

i) Hier halten wir zuniichst fest, dass fiir z € Q", w € S" ! und s € [-1,1]
wegen [z, w)| < [zl [lw]] = [|z[| <1 auch

s —xTw

2

_ Ll _

<ty #)

unabhéngig von w gilt und somit insbesondere die Definition von T3¢ fiir
Funktionen auf dem Einheitszylinder Sinn macht. Des Weiteren haben wir
fir g € L*(Z™, w; ')

n

HT;QHiQ(zn,w;l)

1
— 2—2n/
Sn—1 1

< 2—2n+1

2 — T
w;,? (S 233 w) Wy (s) ds dw

zTw

1= o y
gn-1 J=1=aTw |g(w’t)‘ Wy, (t) wy, (t) dt dw ,
Sl—gTw

wobei wir w,(s) < 1 fiir s € [—1,1] ausgenutzt und ¢ := =L ds = 2L,
substituiert haben. Wegen (#) gibt es unabhingig von w ein € > 0 mit
[=i5te 12wl C [~1+¢,1 — ¢] =: 1. Auf dem kompakten Intervall I ist die
Funktion w, ! jedoch stetig und nimmt dort deshalb ein Maximum M an.

Wir folgern

1-zTw
2
500y < 27500 [ / g P e (1) de de
2

1
< 2‘2"+1M/ / l9(w, )P (¢) dt dw
sn-1J 1

—2n 2
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und erhalten nach Wurzelziehen schlieflich die Stetigkeit von 7%
iii) Wir haben (s.a. |5])

Ty R g(y)

n y—a\' o (y—x\T
=2 g(w, w)w,, ( w) dw

Snfl 2 2
Ty — T Ty — T

_ / 2 g, <w)ml (M) W (y7) = (yTw)

Snfl 2 2
= R'T59(y),

womit alles bewiesen ist. O

Rotationsinvarianz

Sei U eine unitire Matrix. Wir definieren die beiden Rotationen DY, DY fiir
f € L*Q") bzw. g € L*(Z",w,;") durch

DY f(y) = f(Uy) (1.20)
DY g(w,s) = g(Uw, s) (1.21)
und erhalten ein zu den Aussagen bzgl. der Translation analoges

Lemma 1.2.6 (Rotationsinvarianz von R*).
Die linearen Operatoren

DY . LA(Q") — L*(Q"),
DY . L*(Z™ wb) — L*(Z",w,")

n

sind stetig und erfiillen die Relation
DYR* = R*DY . (1.22)
Beweis. i) Da Skalarprodukt und Norm invariant unter unitdren Transforma-

tionen sind, gilt UQ" = Q" und US"™ ' = S"~!. Wegen |det U| = 1 erhalten
wir deshalb

2
DY ey = | 1Oy
= | 1@ de = 17
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bzw.

[r24 QHLz 7w / l/ lg(Uw, s)|* w; ' (s) ds dw
Sn

= [ ] 0w 6 ds = ol

und damit insgesamt den ersten Teil der Behauptung.
ii) Wir rechnen nach, dass

DYR'9() = [ ol (U)%) (U)o
= [ oy 0T T (UTw)

:/ g(Uwm,y"@)w, (yw) dw
Sn—1
= R*Dyg(y)

gilt. Damit ist alles gezeigt. O

1.2.3 Singularwertzerlegung

Die Singuldrwertzerlegung eines kompakten Operator ist generell ein wich-
tiges Hilfsmittel zur Untersuchung seiner Eigenschaften. So lassen sich z. B.
aus dem Abklingverhalten der Singuldrwerte Riickschliisse auf den Grad der
Schlechtgestelltheit des entsprechenden inversen Problems ziehen, vgl. [17].

Wir geben nun die Singuldrwertzerlegung der Radon Transformation
R : L*(Q") — L*(Z™ w,"') an, welche spiiter zum einen bei der Be-
rechnung des entsprechenden Rekonstruktionskerns benétigt wird (Abschnitt
1.3.2) und zum anderen die Grundlage fiir die SWZ der Limited-Angle Radon
Transformation bildet (Abschnitte 2.2 und 3.2).

Dabei bezeichne im Folgenden PP die Jacobl Polynome vom Grad m,
C? die Gegenbauer-Polynome vom Grad m und Y;k L die Kugelflichenfunk-
tionen vom Grad [, vgl. Abschnitt 1.1.

Satz 1.2.7 (Normierte SWZ der Radon Transformation).
Sei wy(s) := (1 — s%)"2 und

4 \/2"_1 m!l (m+5) T2 (%) '

s (m+n—1)!
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Wir setzen

(0,142 n
o (@) = VEm ol PO @lal — 1) Y, (flal) |
Ul (@, 8) 1= dW w,(s) O (s) Y (@)

sowie

Dann bildet {Uiz)klk27 u%)klb; U,(ﬁ)}, m > 0,0 <1 < m, m+ [ gerade,
0<k <l ky =1,...,A(n — 1,k1) eine normierte Singuldrwertzerlegung
der n-dimensionalen Radon Transformation als Operator

R: L*(Q") — L*(Z",w;").
Bewers. Wir setzen
8 (@) = ) |2 PO @l — 1) Y (f]al)
W@, 5) = wa(s) Cals) Yl;"’ (W),
mit

d~(n) — 9l-n 7r1—n/2 F(m + n) )
" m!T (%)

Wie Louis in [15] (Theorem 3.1, Lemma 4.2 und Corollary 4. 3) zeigt, sind
dann die {JT(Z),C (unnormierte) Eigenfunktionen von R*R, bilden fiir m > 0,
0<1l<m,m+1[gerade, k =1,...,A(n,l) ein vollstindiges, orthogonales

System von L?(Q") und erfiillen die Relation
Rﬁf:l)k - afgl)k :

Daher bleibt zum Beweis der Behauptung lediglich die Normierung der an-
gegebenen Funktionen sowie der angegebene Wert der singuldren Werte o,
zu verifizieren.?

“Denn wie bei jeder SWZ folgt aus der Orthonormalitit und Vollstindigkeit der sin-
guldren Funktionen v in Verbindung mit der Relation Rv = ou die Orthonormalitdt und
entsprechende Vollstandigkeit der singuliren Funktionen wu.
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Im Folgenden betrachten wir ein beliebiges, aber festes Funktionenpaar
177(,%, &(n)k und lassen der besseren Ubersichtlichkeit halber die Dimensions-
bezeichnung und die Indizes weg.

Da R*R als positiver Operator nur reelle, nichtnegative Eigenwerte hat und
wir uns auf positive Eigenwerte beschréinken konnen (wéire v Eigenfunktion
von R*R zum Eigenwert 0, ergidbe sich wegen Kern(R*R) = Kern(R) der

Widerspruch R0 = 0 # @), konnen wir mit einem o > 0 schreiben:
R*Ri = 0

Setzen wir 4 := Rv /o, ergibt sich

so dass wir wegen
2 PPN | | ~ - <112
] = (a8 = 5 (RD, Ro) = —5(R" R0, 2) = (3,7) = o]

o berechnen konnen als

Wir erhalten

1 n
sy = [ [CROP s [ v v dsm

217" 7w T'(m + n)
= L (A7
CEE R OFTE

sowie
. 7 0,1+732 n v
(ol = & [ 1 (POLE @le = )PV @/l Vi (ol da

ml/2

=d7, / [ PO )(2r2—1)]2dr (Kugelkoordinaten)
n—2 n—2
=t [ (0l

wobei im letzten Schritt die Substitution u := 2r? — 1 ausgefiihrt wur-
de. Nutzen wir nun noch die Normierungseigenschaft der Jacobi-Polynome
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(vgl. (A.4)) aus, erhalten wir insgesamt
2
~112 m
v ny — —5—————————
|| HL?(Q ) 9 <m+ n)

2
B 21—2n 7r2—n F2(m+n)
() (e 8)

Die normierten Funktionen

o 0
T
— VamF el PO @l — 1) Y (2]
L u . u . u
ST Al T Tl Tl
n— n 2(n n
:\/27r1m! <7?(;;i_)nr) (2) wn(S)C%(S)E,gn)(w).

und der Singuldrwert

o = = —= _—

2] [(m +n)
entsprechen dann wegen I'(k + 1) = k! (k € N), vgl. (A.1), den Angaben des
Satzes und erfiillen (beachte ||9]| = ||@]|) nach Konstruktion Rv = ou. O

Bemerkungen 1.2.8 (zur Indizierung der SWZ).
1) Natiirlich wére es auch moglich, statt zweier Indizes k; und ko nur einen
Index k zu benutzen, wie wir es auch im Beweis getan haben. Dieser miisste
dann den Wertebereich 1,..., A(n,l) durchlaufen. Allerdings wére k& damit
nur noch ein reiner Abzihlindex, so dass die Information iiber den ,zwei-
ten Grad“ der entsprechenden Kugelflichenfunktion verloren ginge. In der
Schreibweise

Yiitk, = civ) P Vi
(vgl. (1.6)) hingegen ist klar, dass die niedrigdimensionalere Kugelflachen-
funktion den Grad ki, 0 < k; < [ hat. Dies wird insbesondere bei der Kon-
struktion der Singuldrwertzerlegung der Limited-Angle Radon Transforma-
tion eine Rolle spielen, s. Abschnitt 2.2.
2) Die Bedingung ,,mm + [ gerade“ in obiger Indizierung lisst bei festem m fiir
[ die Werte

l_{0,2,...,m m gerade

1,3,....,m m ungerade
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zu, | springt also immer in Zweierschritten. Im Hinblick auf die weitere Ver-
wendung der Singulérwertzerlegung ist diese Eigenschaft eher hinderlich, vgl.
Bemerkung 2.2.1 Daher ist es zweckmékiger, von vornherein mit einer ent-
sprechend angepassten (d.h.umindizierten) Singuldrwertzerlegung zu arbei-
ten:

Wir ersetzen [ durch m—2I[, sodassnun 0 < [ < [%J und 0 < &y < m—2[ gilt.
Dariiber hinaus wird es sich aber ebenfalls als notwendig erweisen, den zwei-
ten Index in Abhéngikeit von k; anstatt umgekehrt zu indizieren. Schreiben
wir demnach 0 < &y < m —2[ entsprechend um, erhalten wir 0 <[ < [m%klj,
mit 0 < k; < m. Insgesamt ergibt sich also die Singulérwertzerlegung

{Um,m—Ql,k’l,k’Qa Um,m—21,k1 ko > Um}a
m — kl

mzoaoéklgmaOSZS\‘ J7k2:17"'7A(n_1?k1)7

die wir auch im Folgenden benutzen werden.
Wir halten noch explizit fest:
Korollar 1.2.9. Die Radon Transformation R ist injektiv.

Beweis. Wie bereits im Beweis des Satzes angemerkt wird in [15] gezeigt,
dass Kern(R)* = m{ﬁfﬁk} = L?*(Q2") gilt. Durch Bildung des orthogonalen
Komplements erhilt man daraus Kern(R) = Kern(R) = L*(Q")* = {0}, also
die Injektivitdt von R. O

Da wir uns in Kapitel 3 speziell mit der dreidimensionalen Radon Trans-
formation beschiftigen werden, formulieren wir die Aussage von Satz 1.2.7
fiir diesen Fall noch einmal in einer angepassteren Form. Der Unterschied
besteht hauptsidchlich darin, dass wir die klassische Notation der Kugelfli-
chenfunktionen geméf (1.10") verwenden.

Korollar 1.2.10.
Sei R: L*(Q3) — L*(Z3,w™') die dreidimensionale Radon Transformation
und w(s) := (1 — s*). Weiterhin seien

V() = V2m £ 3 [z POSYD 2122 — 1) Vi (a/|a))

m+ 1) (m +2)

3/2
Om = 2 =0 (m_l) .

V(m+1)(m+2)

U0, 8) = \/( M2 ) s Vi),
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Dann sind { Uk, Umik; om ), m > 0, 0 < I < m, m + [ gerade, |k| < [, und
{Vmm—2ts Umm—21,k; Om }, m > 0,0 < 1 < L%J , 0 < k] < m — 2L, (bzw.

m>0, k] <m,0<1< Lm_TWJ) normierte singuldre Systeme von R. O

1.2.4 Limited Angle

Zum Abschluss definieren wir noch die allgemeine Limited-Angle Radon
Transformation (LA-RT) und geben einen kurzen Uberblick iiber ihre Ei-
genschaften. Um den Unterschied deutlich zu machen, werden wir die ge-
wohnliche Radon Transformation von nun an ggf. auch als Full-Data Radon
Transformation (FD-RT) oder vollsténdige Radon Transformation bezeich-
nen.

Definition

Sei zunéchst Sg_l C S"~! eine Teilmenge der Einheitssphire. In spéteren
konkreten Fillen wird S7:~! dabei auf Grund der Redundanz der Daten (vgl.
(1.16)) punktsymmetrisch zum Ursprung sein, hier ist dies jedoch noch un-
erheblich. Entsprechend dieser Winkeleinschrankung definieren wir den ein-
geschrinkten Einheitszylinder als

Zp = Spt x [—1,1],
und konnen nun festhalten:

Definition 1.2.11.
Der Operator

Rg: LX(Q") — LY(Zp,w,")
[ o— Rf‘zg

heifst allgemeine Limited-Angle Radon Transformation.

Ebenso wie die vollstdndige Radon Transformation R ist auch Rp ein
kompakter Operator. Um dies einzusehen, betrachten wir den Restriktions-
operator

Pg: LX(Z" w,") — L*(Zp,w,")
g — gy

der auf Grund von HgHLQ(Zg’w;l) < lgllz2(zn wz1y stetig ist. Offensichtlich gilt

Rr = PgR, also ist Ry als Komposition eines kompakten und eines stetigen

Operators selbst wieder kompakt ([28], I1.3.2).
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Adjungierter Operator

Durch eine Rechnung analog zu der im Beweis von Lemma 1.2.4 erhalten wir
als adjungierten Operator

Ry« L*(Zg,w,') — L}(Q")

Rpg(z) = /sn—l g(w, 2w w(zTw) dw . (1.23)

Symmetrie und Invarianzen

Falls S%:' punktsymmetrisch zum Ursprung ist, bleibt die Symmetrie der
Radon Transformation auch im Limited-Angle Fall erhalten und es gilt

Ref(—w,—s) = Ref(w,s). (1.24)
Der Beweis der Translationsinvarianz von R* (Lemma 1.2.5) lésst sich eins

zu eins auf R} iibertragen, man muss lediglich S"~! durch S} ersetzen.
Folglich gilt

T*RY, = RyTY . (1.25)

Hingegen nutzt der Beweis von Lemma 1.2.6 aus, dass S™~! invariant
unter beliebigen Drehungen und Spiegelungen ist. Dies ist fiir S5 ' nicht
mehr erfiillt, denn fiir beliebige unitdre Matrizen U gilt nicht unbedingt
USE™t = S771. Dementsprechend kann fiir R} keine Rotationsinvarianz ge-
zeigt werden, i. Allg. gilt also

DYR;, # RpDY . (1.26)

1.3 Die Approximative Inverse

Die Radon Transformation kann als kompakter Operator mit unendlichdi-
mensionalem Bildraum keine stetige Inverse besitzen (vgl. [28]). Folglich ist
das Problem, zu gegebenen Daten g eine Losung f mit Rf = g zu finden,
schlecht gestellt, was den Einsatz von Regularisierungsverfahren notwendig
macht.

Im Rahmen dieser Arbeit werden wir hierzu die Approximative Inverse
heranziehen, die wir zunéchst kurz vorstellen werden. Dabei orientieren wir
uns an [18], wo auch weitere Einzelheiten nachgelesen werden konnen. Eine
Analyse der Regularisierungseigenschaften der Approximativen Inverse fin-
det man in [10] und [19].

Anschliefsend leiten wir mit Hilfe der Approximativen Inversen eine Rekon-
struktionsformel fiir die n-dimensionale Radon Transformation im Fall voll-
standiger Daten her.
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1.3.1 Grundlagen

In diesem und im néchsten Abschnitt bezeichne A : X — Y einen linearen,
kompakten Operator zwischen zwei Hilbertrdumen X und Y mit zugehoriger
Singuldrwertzerlegung {v,,, u,;0,}, n > 0. Unser Ziel ist es, die Gleichung
Af = g zu l6sen.

Konzept der Approximativen Inversen

Die Idee der Approximativen Inversen besteht darin, mit Hilfe eines soge-
nannten Mollifiers e, (dabei ist v > 0 der zugehorige Regularisierungspara-
meter) eine gegliattete Version f, = (f,e,) der (verallgemeinerten) Losung
f zu bestimmen. Dadurch wird der Einfluss der hochfrequenten und daher
besonders fehleranfélligen Anteile der Losung gemindert.

Bemerkung 1.3.1. Je nach Wahl des Mollifiers e, kann f, ganz unterschied-
liche Approximationseigenschaften besitzen und z. B. auch Ableitungen von
f approximieren (s. [18]). Fiir unsere Zwecke, d. h. zur Approximation von f
selbst, geht man jedoch iiblicherweise davon aus, dass die verwendeten Mol-
lifier eine Dirac-Folge (e,),~o bilden. Einzelheiten hierzu findet man z. B. in
[2] oder [27].

In der bisherigen Form ist f, ohne Kenntnis der Losung f freilich noch
nicht berechenbar. Der Ausweg besteht darin, das Hilfsproblem

A%, = e, (1.27)
zu l6sen. Dabei wird 1), als Rekonstruktionskern bezeichnet. Dann gilt

f"{ = <f7 €’Y>X - <f7 A*w"/>X - <Af7 1/)"/>Y = <gv¢’7>Y = S’ygu

die geglittete Losung ergibt sich also als Skalarprodukt der Daten mit dem
von den Daten unabhéngig berechenbaren Rekonstruktionskern. Damit ha-
ben wir die Losung von Af = g auf die Losung von A*¢, = e, zuriickgefiihrt.

Der Vorteil der Approximativen Inversen liegt darin, dass wir die rechte
Seite e, geeignet (z.B. beliebig glatt) wihlen konnen und dadurch zudem
exakt kennen, was auf die gemessenen und daher fehlerbehafteten Daten g
natiirlich nicht zutrifft.

Fiir e, ¢ Bild(A*) hat (1.27) keine Losung. Allerdings kénnen wir zu-
mindest fiir den Fall e, € Bild(A4*) & Bild(A*)* = D(A*") mittels der Pseu-
doinversen A*T noch eine verallgemeinerte Losung bestimmen. Indem wir
A** unter Verwendung der SWZ von A* als Reihe auswerten (vgl. [17], [23]),
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erhalten wir die Darstellung

hy=A"e, =Y 0, ey, v0) Uy (1.28)

on>0

fiir den Rekonstruktionskern. Im Folgenden werden wir immer e, € Bild(A*)
annehmen.

Bemerkung 1.3.2.

Die Bedingung e., € Bild(A*) bedingt nach dem Picard-Kriterium (s. [17]) die
Konvergenz der Reihe in (1.28) und wird uns die Formulierung von Lemma
1.3.3 vereinfachen. Sie kann als eine Glattheitsbedigung an den Mollifier e,
aufgefasst werden, vgl. [19]. Allerdings reicht sie nicht aus, um uns spéter die
Méglichkeit einer punktweisen Auswertung von f, zu garantieren. Hierfiir
miisste e, einer starkeren Glattheitsanforderung geniigen.

Wir konnen im Rahmen dieser Arbeit auf diesen Themenkomplex nicht
weiter eingehen. Relevant ist fiir uns der Fall, dass X und Y Funktionen-
rdume sind. Dann konnen wir das Problem umgehen, indem wir bei der
Formulierung der entsprechenden Ergebnisse der Einfachheit halber gleich
e, € Bild(A*) N C* voraussetzen. Dies ist lediglich eine theoretische Ein-
schriankung; in der Praxis werden meist ohnehin C'*°-Mollifier benutzt, vgl.

[5]-

Ausnutzen von Invarianzen

Der Rekonstruktionskern muss bislang fiir jeden Rekonstruktionspunkt z be-
rechnet werden, wir schreiben daher préziser v, (z,-) fiir die Losung von
Ay (z,-) = eq,( -). Diese Rekonstruktionskerne kénnen unabhingig von
den Daten vorberechnet werden, die benotigte Rechenzeit fillt also nicht ins
Gewicht. Allerdings kann sich der bendtigte Speicherplatz zu einem Problem
entwickeln. Sind wir jedoch bereit, fiir verschiedene Rekonstruktionspunkte
z ,gleichartige* Mollifier e, (x, -) zu benutzen, kénnen wir den Speicherbedarf
reduzieren, indem wir uns eventuelle Invarianzen des Operators A zu Nutze
machen. Die Grundlage dazu liefert folgende Beobachtung:

Lemma 1.3.3.
Fiir die Operatoren A € L(X,Y), T} € L(X) und T, € L(Y) gelte

TlA* - A*TQ 5

zudem sei £, ein Mollifier aus Bild(A*) und V¥, der entsprechende Rekon-
struktionskern, d.h. es gelte AW, = E,. Wéhlen wir einen weiteren Mollifier
ey als

€y = TlE,y s
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so wird die entsprechende Gleichung A*1)., = e, durch
¥y =10,
gelost.

Beweis. Es gilt dann
A*lpv = A*TQ\IJ’Y = TlA*\I/,Y = TlE,y = €y.
O

Wihlen wir also z. B. im Falle einer Translationsinvarianz zur Rekonstruk-
tion an der Stelle x den Mollifier e (x,-) als Translation eines Mollifiers E.,
ergibt sich auch der ensprechende Rekonstruktionskern 1., (z, -) als Translati-
on des Rekonstruktionskerns W., und nur ¥, muss abgespeichert werden. Je
mehr Invarianzen man ausnutzen kann, desto mehr Speicherplatz lasst sich
auf diese Weise einsparen.

1.3.2 Die Approximative Inverse der Radon Transfor-
mation bei vollstindigen Daten

Nun wenden wir die Approximative Inverse auf die Radon Transformation an.
Dabei bestimmen wir zunéchst fiir einen rotationssymmetrischen Mollifier e,
eine Losung von R*), = e,. Mit dieser leiten wir dann durch Ausnutzen der
Translationsinvarianz der Radon Transformation eine Formel fiir f,(x) her.

o .
Losen von R*, = e,

Bei vollstindigen Daten kann man den Rekonstruktionskern mit einer Vor-
wértsrechnung aus Re, bestimmen (vgl. [5]), indem man die spezielle Struk-
tur der Inversionsformel der FD-RT ausnutzt. Bei eingeschriankten Winkel-
daten hingegen ist dies nicht mehr moglich, da bislang noch keine Inversions-
formel fiir die LA-RT bekannt ist. Entsprechende Ergebnisse wiren also nicht
vergleichbar. Deshalb werden wir uns auf die zweite Moglichkeit beschréanken
und die Losung von R*1)., = e, gemif (1.28) mit Hilfe der Singuldrwertzer-
legung bestimmen.

Sei also e, € Bild(R*) ein rotationssymmetrischer Mollifier, d. h. es gelte
e,(y) = e,(|y|) oder anders ausgedriickt e, = D{e, fiir jede unitire Matrix
U. Nach den Lemmata 1.2.6 und 1.3.3 gilt dann auch

o (w,s) = Dgwﬂ,(w, s) =19, (Uw,s) YUeO(n),
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was gerade

(W, 8) = Py (s)

impliziert. Die Rotationssymmetrie des Mollifiers iibertrégt sich also auf den
Rekonstruktionskern.

Dies sollte sich natiirlich auch unabhingig von obiger Uberlegung direkt
aus der konkreten Rechnung ergeben. Wir beginnen, indem wir die SWZ der
Radon Transformation in (1.28) einsetzen. Dann erhalten wir

| 255 | A(n—1,k1)

o m
= Z Z Z 0—;7,1 <6’y7vm,m—2l,k1,k’2>L2(Qn) Unm—21, 1 by (W5 8) -

m=0k1=0 [=0 ko=1

Wegen der Rotationssymmetrie des Mollifiers e, erhalten wir durch Einfiihren
von Kugelkoordinaten

(e, Um,m—2l,k1,k2>L2(Qn)
1
_ / e (r) V2 + n 2t pOmTAEnETY (902 1) gy
0
X Yn(zn—)Ql,kl,kQ ds".
Snfl

Nutzen wir die Orthogonalititsrelation der Kugelflichenfunktionen aus, er-
halten wir (Yo(n) ist konstant, vgl. Bemerkung 1.1.1)

n n— ]' n n n—
- Yn(z—)Ql,kl,kg ds"t = Y(") /s ) Yn(m—)2l,k1,k2 Yo( ) ds"!
n— 0 n—

1

W 5m—2l,0 .

0

Das Skalarprodukt liefert also nur fiir m = 2[ einen Beitrag, d.h. m muss
gerade sein und [ = 3 gelten. Letzteres bedingt aber £y = 0. Auf Grund von
A(n —1,0) = 1 ergibt sich schlieflich:

w’y(w> S) = Z 077_11 <6’Ya Um,0,0,1>L2(Qn) um,0,0,l(wa 8) (129)
i gerade
- Z 0'2_7711 <€77 U2m,0,0,1>L2(Qn) u2m,0,0,1(w7 S) (130)

m=0
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Wegen <€’y,/02m707071>L2(Qn) = o,k (Rev,uQm,070,1>L2(Zn’w;1) haben wir nun im
Wesentlichen zwei Moglichkeiten, den Ausdruck weiter zu vereinfachen. Wel-
cher Variante man spiter im konkreten Fall den Vorzug gibt, wird davon
abhingen, welches Skalarprodukt sich besser approximieren ldsst oder gar in
einer geschlossenen Formel analytisch ausgewertet werden kann (vgl. dazu
[20]).

1. Variante: Wir haben bis auf Einsetzen der konkreten Werte bereits
gesehen, dass

= [
7m+n/ e~ (7) Pt pOn/2= (902 _ 1) dr

(€9 V2m,0,01) 12 (ny =

gilt. Wir setzen

m

1
(")7 = / e (r) r" =t PO (202 1) dr.
0

Beachten wir nun noch, dass ua, 001(w, s) = dap, C’fm(s) wWy(s) YO(”) (w) wegen
Y™ (w) = |$"~1|~Y/2 nicht von w abhingt, erhalten wir als Zwischenergebnis

Z%m\/ 010 dyy O (5) wa(s) -

Der Rekonstruktionskern erweist sich also wie erwartet als rotationssymme-
trisch. Die in der Berechnung des Rekonstruktionskerns auftauchenden Kon-
stanten lassen sich vereinfachen zu

T N/ Am + 1 dap,
(2m+n—1)! 2n=1 (2m)!2(m + n/4)
S i W r(2)
\/(Qm)'wn ron VR 2

(2m +n—1)!

LG RS

/2

= 415" (m+n/4), vgl (B.8), (1.31)

so dass sich schlussendlich

4 & . n
¥(9) = fgamry 2 m o 0/4) I €5, () wals)
m=0

ergibt.
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2. Variante: Hier haben wir
_ -1 *
<€w U2m,0,0,1>L2(Qn) = 02m<6w R U2m,0,0,1>L2(Qn)
_ -1
= Oy (Rey, u2m707071>L2(Z",wn_1) :

Nach Voraussetzung ist der Mollifier e, rotationssymmetrisch. Folglich hangt
seine Radon Transformierte Re, nur von s und nicht von w ab und wir
erhalten

<e,y, V2m,0,0,1 > L2(Qn)

1 n
= 027711 Js Yo(n) dsm! / Re.(s) doy C2,(8) wy(s) w;l(s) ds .
n—1 -1

—1
=y{™

Fiir Re, reduziert sich Rf(—w,—s) = Rf(w, s) auf Grund der Winkelunab—

héngigkeit auf Re,(—s) = Re,(s); Re, ist also gerade. Da auch C’2 gerade
ist (s. (A.8)), gilt

1 N 1 N
/ Re.(s) C3,(s)ds =2 / Re.(s) C3,(s)ds.

-1 0
Wir kiirzen auch hier das auftretende Integral ab und setzen

1= / Re. (s) CE, (s) ds.

Damit erhalten wir das Zwischenergebnis

_220-2127,” C2 () wn(s) .

Die Konstanten vereinfachen sich hier zu

2052 d3, = o (2m dn — 12771 (2m)! 2(m + /T (3)

(2m)!rn=t2n (2m+n—1)!
= 2F2 (”) (m+n/4)
=8 |S” 172 (m+n/4), vel (B.8), (1.32)
so dass sich insgesamt

8

1y (s) ZWZ(WJFH/ZI)IQMCQ (s) wn(s)
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ergibt.
Wir fassen die Ergebnisse der Ubersichtlichkeit halber zusammen in fol-
gendem

Lemma 1.3.4.
Fiir einen rotationssymmetrischen Mollifier e, € Bild(R*) lasst sich der Re-
konstruktionskern ¢, (d.h. die Lésung von R*i., = e,) darstellen als

W ( Sn : Z (m+n/4) I C2 . (s) wa(s) (1.33)
lnw-f%()=‘sf”2§:0n+nﬂ042702() wls),  (L31)

wobei Ir(nw und 12( definiert sind als

1
2@7 = /0 ey (1) POM2=D (902 1) =gy (1.35)
1 n
1) = /0 Re,(s) C2 (s) ds. (1.36)
[

Beispiele 1.3.5.
Fiir die in der Praxis relevanten Spezialfille n = 2,3, 4 erhalten wir durch
Einsetzen:

(i) n = 2: Es ergibt sich
25 0
== > (m+1/2) I Uy (s) wa(s)
TZO (1.37)
mit ]7(37)7 :/ e, (r) Pn(2r? — 1) rdr,
0

sowie

0 (s) = %Zmﬂmmmem

O

(1.38)

mit
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wobei U, die T'schebyscheff-Polynome 2. Art bezeichne, s. Anhang A.5.
Darstellung (1.37) entspricht der von LOUIS in [20|, wenn man beach-
tet, dass dort s, noch den Faktor (2(2m + 1))!/? enthilt. Dagegen
entspricht (1.38) gerade der von DIETZ angegebenen Formel (s. [5],
Korollar 1.3.6.a).

(ii) n = 3: Hier erhalten wir:

(e e}

1 - 3
ty(s) = — S (m+3/4) 19, C3,,(s) w(s)
= (1.39)
wie 0= [0 PO - ar,
0

sowie

:%Z (m+3/4) Qm'yCQ (s) ws(s)

1 (1.40)
mit ]éi% = / Re,(s) C’;m(s) ds;
0
(1.40) entspricht dabei wieder [5], Korollar 1.3.6.b.
(iii) n = 4 ergibt schlieklich:
2 o .
Unls) = =5 D (m+1) IR O (s) was)
= (1.41)
mit f,(;% = /0 ey (r) POD(2r2 — 1)1 dr
sowie
1 — 2
nls) = 2 2 (m+ D) ) Ly Ca(s) wa(s)
(1.42)

mit Iy = /Rew()C’%m(s)ds.
0
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Rekonstruktionsformel

Gehen wir nun davon aus, dass wir wie oben dargestellt einen (rotations-
symmetrischen) Rekonstruktionskern 1[)2 fiir einen rotationssymmetrischen
Mollifier €9 € Bild(R*) N C**(Q") bestimmt haben. Um noch die Transla-
tionsinvarianz der Radon Transformation ausnutzen zu konnen, definieren
wir mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 1.2.2 den Mollifier e, (z, -) fiir die
Rekonstruktion an der Stelle x € Q" als

ey(z,-) :==1TYe 0 (1.43)
Die Lemmata 1.2.5 und 1.3.3 liefern dann, dass
b (i, 8) = T50(s) (1.44)
T T
= 27" (S ; w) w (8 233 w) wy(s) (1.45)

die Gleichung R*{,(z;-) = e (x,-) 16st. Die Rekonstruktionsformel ergibt
sich nun aus dem Skalarprodukt der Daten g und v, (x;-):

f( <9a¢v($a )>L2(Zn —)
/ g(w, 8) Uy (z;w, s) w, ' (s) ds dw
gn—1

— T — T
= 2_”/ / g(w,s)ws <S < w) w; (S < w) dsdw .
Snfl -1 2 2

Da wg den Faktor w, beinhaltet (vgl. Lemma 1.3.4), erhalten wir mit

wo( Sn 1 Z (m +n/4) I gm( ) (1.46)
8 > 2
die Darstellung
—n ! ~o [ S—xTw
=2 / / 9(w, s) i, ds duw . (1.48)
sn—1.J_1
Definieren wir nun noch
Sihi={we " w, >0} (1.49)

bzw. S" ' :={we " w, <0}, (1.50)
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sehen wir, dass

/S” 1/ (w,s) <3—2;1:Tw) ds dw
/sn 1/ —w, s) wO <3+2xTw) e do
/sn / . =8) 4 <w> ds duw
- /511 /_19(w’8) Jg ( ;Tw) ds dw

gilt, wobei wir im letzten Schritt die Redundanz der Daten und die gerade
Paritdt von zbg ausgenutzt haben. Also konnen wir uns auf die Integration
iiber die Oberflache einer Kugelhilfte beschréinken und erhalten

1 - T
/ /g(w,s>w3<5 ”) ds duw .
srtJ-1 2

Damit haben wir gezeigt:

Satz 1.3.6. N
Sei € € Bild(R*) N C*(Q") ein rotationssymmetrischer Mollifier und ¢ der
zugehorige Rekonstruktionskern geméf (1.46). Fiir die zur Rekonstruktion
an der Stelle 2 benutzten Mollifier gelte e, (x,-) = T7e).

Dann lasst sich die Approximative Inverse S, der Radon Transformation
in der Form

S = £ =2 [ [ g B () dsar s

darstellen. O




Kapitel 2

Limited-Angle in n Dimensionen

Ausgangspunkt fiir die Untersuchungen in diesem Kapitel war urspriinglich
der Fall der dreidimensionalen Limited-Angle Radon Transformation, bei der
die Daten bzgl. der Winkelvariablen 6 eingeschriankt sind. Bald wurde jedoch
klar, dass sich dieser Fall relativ problemlos auf n Dimensionen verallgemei-
nern lidsst, so dass wir nun zunéchst das Problem in dieser Allgemeinheit
betrachten wollen und die entsprechenden Ergebnisse am Ende fiir n = 3
und n = 4 konkretisieren werden.

2.1 Definitionen

Wir nehmen an, dass die Daten g(w, s) lediglich bzgl. der Winkelvariablen 6;
eingeschrinkt sind, also vorhanden sind fiir alle (w, s) € Zj, n > 3, wobei

7y =Syt x [-1,1], 9€0,7/2], (2.1)

gilt und S5 definiert ist als

Sn-l = {w(@l, e Ona, ) € S )91 € [g 9, g +q9]} L (22

Je kleiner ¥ ist, desto mehr Daten fehlen also.
Die entsprechende spezielle Limited-Angle Radon Transformation be-
zeichnen wir mit (n > 3)

Ry: LX(Q") — L*(Zg,wy'), (2.3)
und nennen Ry die 0,-Limited-Angle Radon Transformation (6,-LA-RT).

Bemerkungen 2.1.1 (Struktur der fehlenden Daten).
1) Die Symmetrie des fehlenden Datenbereichs um 7 ist kein Zufall, sondern

35
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sogar notwendig und entspricht der bereits in Abschnitt 1.2.4 angesproche-
nen Punktsymmetrie der Winkelverteilung:

Denn wegen Rf(—w,—s) = Rf(w,s) (Redundanz der Daten, s. (1.16)) und
der sonstigen Vollstdndigkeit der Daten wiren unsymmetrische Datenliicken
(d. h. solche, fiir die zwar nicht die Daten g(w, -), wohl aber die entsprechen-
den g(—w, -) vorhanden wéren) nur scheinbare und kénnten durch die tibrigen
Daten gefiillt werden, vgl. auch Lemma B.2.1.

2) Eine andere Moglichkeit wire anzunehmen, dass die Daten fiir 6; in
[g 9,5+ 19] fehlen und in [0, 7= [U] 7+, ﬂ vorhanden sind. In diesem
Fall wiirden mit wachsendem ¢ mehr Daten fehlen. Abgesehen von der unter-
schiedlichen Interpretation von ¢ sind die sonstigen Auswirkungen &ufserst
gering, vgl. Bemerkung 2.2.1 und den Beweis von Korollar 2.2.4.

2.2 Singulirwertzerlegung

In diesem Abschnitt wollen wir die SWZ der oben definierten Limited-Angle
Radon Transformation Ry bestimmen. Diese wird uns erlauben, die Opera-
torgleichung Rj1)., = e, zur Bestimmung des Rekonstruktionskerns 1., durch
Auswerten der Pseudoinversen Rj* zu lgsen. Die bei der FD-RT mdgliche
Variante, den Rekonstruktionskern iiber eine Inversionsformel fiir R zu be-
stimmen, existiert hier nicht, weil eine solche bislang fiir Ry nicht bekannt
ist.

Die Idee besteht darin, analog zum zweidimensionalen Fall (vgl. [16])
aus der SWZ der vollstindigen Radon Transformation R eine SWZ fiir die
Limited-Angle Radon Transformation Ry herzuleiten. Da sich durch den
Wechsel von L2(Z",w;') zu L*(Z3,w; ') beim Ubergang von R auf Ry ins-
besondere der adjungierte Operator dndert (vgl. (1.23)), sind die singuléren
Funktionen vk, aus Satz 1.2.7 i. Allg. keine Eigenfunktionen von R} Ry.
Allerdings lassen sich solche aus ihnen konstruieren:

Da die vpk,k, eine Basis des L*(Q") bilden (s. [15]) und R} nach L*(Q")
abbildet, lasst sich R Ryvik, 1, nach den U 1k, K entwickeln. Wir berechnen
den Entwicklungskoeffizienten, wobei wir die angepasste Indizierung (vgl.
Bemerkung 1.2.8) verwenden und der Ubersichtlichkeit halber die Dimensi-
onskennzeichnung weglassen. Unser Ziel ist, Orthogonalitit bzgl. aller Indizes
zu erreichen, weil dies dquivalent zur Konstruktion einer Eigenfunktion von
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R;; Ry ist:

*
<R19R19Um,m—2l,k1,k2> Uy o/ =20 K K, >L2(Qn)
= <Rt9vm,m—21,k:1,k:2a Rﬁvm’,m’—ﬂ’,k’l,ké>L2(Zg’w;1)

= O Ot (Um,m—21 k1 ko um/,m/—2l’,k/1,ké>LQ(Zg’w—l) ;, denn Rﬁf‘zg = Rf‘zg

n

NE

T, -
= O0Om O/ dm dm’ /1 07721(8> C(m’ w(s) ds /Snl Ym—)2l,k1,k’2 Y?’)(’L/)—Ql/,kivké dSn_l

9

574

m/

d,
— 5 o2 / y (™) y (™) dsn! (2.4)
— Ymm/ Uy gn—1 m—2Lk1,ka = m—2l' k| Kl ’

9

Die Orthogonalitit bzgl. des ersten Indexes bleibt also erhalten. Bis hierher
haben wir noch keinen Gebrauch von der genauen Form der Winkeleinschrin-
kung gemacht, so dass dieses Ergebnis unabhingig davon auch fiir andere
Limited-Angle Radon Transformationen richtig bleibt.

Setzen wir nun (1.6) und (2.2) ein, erhalten wir weiter:

*
<R19R19'Um,m—2l,k:1,k:2a Um',m'—2l/,kg,kg>L2(Qn)

_ 2 (n) (n)
= O/ Oy Cm—21,ky Cm—21 k!,

149
xﬁ ; P;"_)m’kl(cosel)Pr(nn_)m/’k,l(cos&l) sin™ 2 6, db,
T
(n—1) y(n—1) n—2
X / Yeks Y, 49
:6k1k’16k2k’2

- 2 (n) (n)
= O 5k1kz’1 5k2kzg Om Cm=2l,ky Cm=2l'

49
X /r P;"_)m’kl (cosB) Pr(nn—)Zl/,kl (cosf) sin" 26 db

2

Unabhéngig von der betrachteten Dimension n > 3 bleibt also lediglich ein
Index iibrig, bzgl. dem noch orthogonalisiert werden muss. Zunéchst formen

wir das Integral weiter um. Die Substitution x := cos#@, dff = \/%, fiihrt
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zusammen mit der Anwendung des Additionstheorems fiir den Cosinus auf
Z+9
I:= [f ) lDT(n"_)QM1 (cos ) P;n_)m,,kl(cos 0) sin" 20 do

n

sin ¢
n=3 n n
= / (1- 932) 2 Prsm—)2l,k1 (z) Prsm—)2l’,k1 (z)dx

—sind
sin ¢ e n—2 n—2
(1) / = O, () Ol (@) de(25)

Nutzt man noch aus, dass der Integrand eine gerade Funktion ist (vgl. (A.8)),
erhélt man schlieflich

sin o\ kg 223 fp o2 fyp g 12
I = 2/0 (1—a7)" 7 Cm—213k1($) Om—2l’2—k:1(x) dz .

Definieren wir nun fiir n > 3 die reelle (Lm%klj + 1) X (Lm%klj + 1) Matrix

—k
A(TL, 19; m, kl) = (all’)ll/ ’ l7 I'= 07 R \‘m 9 1J ’ (26)

durch

ay =2 07(7?)—2l,klc£:zl)—2l’,k1
sin . n—2 n—2 (27)
<[ = O 0 O @) e,

erhalten wir insgesamt

*
<R19R19Um,m—2l,k1,k2> U o/ =20 K, k!, >L2(Qn) (2 8)

2
=0 5mm'5k1k/l 51@% ay .

Bemerkungen 2.2.1.

1) Hier offenbart sich schlieflich der Nutzen der umindizierten SWZ: Da-
durch, dass [ nicht in Zweierschritten springt, sondern normal durchgezéihlt
werden kann, konnen wir damit gleichzeitig die Eintrdge der Matrix indizie-
ren. Genauso ist nun klar, dass wir [ in Abhéngigkeit von k; indizieren, weil
in der Matrix A(n,J;m, k1) zu festem k; die Eintrige zugehoriger Paare (1,1")
stehen.

2) Die Matrix A(n,¥;m,k;) hingt nicht von ky ab, bei festem m und k;
kann also unabhéngig vom jeweiligen konkreten Wert von ks die gleiche Ma-
trix verwendet werden.

3) Wiirden die Daten nur fiir [O,g — ﬁ[ U B + 19, 7r] vorliegen, erhielten wir
wegen fOW/Q_l9 + f:/2+z9 = f07r — :/2239 an Stelle von A(n,d;m, ki) die Matrix

Id — A(n,¥;m, ky).
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Offensichtlich ist die Matrix A(n,¥; m, ki) symmetrisch. Daher existieren
Eigenvektoren d&")(m, ki;9),0 < p < Lm;klj, von A(n,v;m,k;), die eine

m—ky+2

Orthonormalbasis (ONB) des RI™ =21 bilden. Die zugehorigen reellen Ei-
genwerte bezeichnen wir mit )\Ln) (m, k1; ). Bzgl. der ONB der Eigenvektoren
hat die Matrix A(n,¥;m, k;) Diagonalgestalt. Damit ist prinzipiell der letzte
noch fehlende Schritt zur Berechnung der Eigenfunktionen von R} Ry getan.
Bevor wir nun die SWZ der LA-RT angeben, notieren wir noch die

Bemerkung 2.2.2. Die Eigenwerte )\, der Matrix A(n,v;m,k;) werden
sich im Folgenden schnell als nichtnegativ herausstellen. Tatsdchlich lassen
die spiteren Ergebnisse aus Abschnitt 2.3 vermuten, dass fiir sinnvolle Win-
keleinschrankungen (d.h. abgesehen von den Fillen vollstéindig vorhandener
oder komplett fehlender Winkeldaten) die Eigenwerte analog zum Fall der
2D-LA-RT sogar echt zwischen 0 und 1 liegen. Den Beweis einer solchen Ver-
mutung miissen wir hier allerdings schuldig bleiben, eine direkte theoretische
Eigenwert- oder wenigstens Regularitiatsanalyse der Matrix erscheint ange-
sichts der Definition ihrer Eintrdge durch Integrale aussichtslos bzw. wiirde
den Rahmen dieser Arbeit sprengen.!

Dem méglichen Fall AT (m, ki) = 0 miissen wir insbesondere bei der
Formulierung der SWZ Rechnung tragen:
Satz 2.2.3 (SWZ der 6,-LA-RT).

20k s Wmim—o1 k&, di€ singuldren Funktionen und

ol die Singulirwerte aus Satz 1.2.7. Mit AY” (m, ky;9) und d” (m, ki: 9)
bezeichnen wir die Eigenwerte bzw. orthonormierten Eigenvektoren der in
(2.7) definierten Matrix A(n,J;m, ki).

Fir n > 3 bezeichne v

Wir setzen
| ™55
P @) = D7 d (m, ks 0), 050 (@) (2.9)

=0

und im Fall A% (m, ki3 0) # 0

|25

2
gf(n,)kl,u,kg (w,8) = /\;(L H(m, k13 9) Z dx(i (m, kl?ﬂ)lugn,)m—m,kl,kg (w, )

=0

1/2

77(,:3%“ = a,(ﬁ))\fl”) (m, ky1;0)

'Tm Fall der 2D-LA-RT hat die auftretende Matrix eine Toeplitz-Struktur und ist be-
reits von SLEPIAN in [25] intensiv studiert worden, so dass man mit dessen Ergebnissen
den Fall verschwindender Eigenwerte ausschliefen kann, vgl. [16].
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Dann bildet {fm 3@*1 ks gg)k,l ks Tr(:k,l u} fiir die Indizes m > 0,0 < k; < m,

0<pu< |28 ke =1,...,A(n— 1, k), fiir die A (m, kp;9) # 0 gilt, eine
normierte SWZ von

Ry : L*(Q") — L*(Z5, w,t).

Beweis.

Wir zeigen zunéchst, dass alle f,, , .k, (inklusive derjenigen, denen ein Ei-
genwert A\, = 0 entspricht) ein vollstdndiges Orthonormalsystem (VONS)
von L?(Q2") bilden:

Orthonormalitat:

Es ist

<fm k1,p,k2 fo NNT >L2(Qn)

|y | M
Z Z dy(m, ki3 9), dyr(m K350),,

X <Um,m—2l,k1,k27 Um’,m/—Zl/,k/l,k:é)Lz(Qn)
v

[

:5mm/5zz'5klk’15k2k/2
|m5H
:§mm/5k1k’15k2k§ E du(m>k1§§)ldu'(m>k1§ﬁ)l

=0

- §mm/5k1k’ 5k2k/ d d

- 6mm’ 5]61]43/1 5]62]435 5/,14!/ Y

wobei wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass die d, nach Definition
eine ONB des

Vollstindigkeit:
Sei h € L?(2") gegeben mit

—k
<h7fmk’1 ka/12(Qn =0 va0,0Sk’lSm,OSuS m ! ,
) ks L(Q) 2

k’gzl,...,A(’n—l,kl).

Wir haben nachzuweisen, dass A = 0 gilt. Indem wir die Voraussetzung

|25t |

<h fm k1 ,ukg L2(Qn) Z m k 19 h Um,m—2l,k1,k2>L2(Qn) =0

=0
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bei festem m und k& fiir alle p zusammenfassen, konnen wir diese auch schrei-
ben als

dg (m, k3 9) (R Vi by k2 ) £2(0m)
: . : =0.
= Doy, ~ ::i:nkl o

m—ky+2

Da die d,, eine ONB des RL==""1 bilden, ist D,,;, eine orthogonale Matrix,
also insbesondere invertierbar. Folglich hat das obige homogene lineare Glei-
chungssystem nur die triviale Losung ﬁmkl = 0. Welil dies fiir alle m und k;
gilt, bedeutet das gerade, dass

—k
(hy Umm—21k1 k) =0 YVm>0,0<k <m, 0<p< {m 1J ,

2
k’gzl,...,A(n—l,kl)

gilt. Da die vy, m_21.41.k, €in VONS von Kern(R)* = L?(Q") sind, folgt daraus
gerade h = 0.

Nun kénnen wir zeigen, dass die fp, x, .k Eigenfunktionen von RjRy sind:
Da die fy 4 ke €in VONS von L*(Q") bilden, kénnen wir RjRy frn gy ks
bzgl. der fy x: 1, entwickeln. Der Entwicklungskoeffizient ergibt sich zu

<R:<9R19 fm,k’l,u,km fm’,ki,p’,ké>L2 )

[y

= > du(m ki 0) d(m K3 9),,
=0 I'=0

*
X (R R U im—21,Je1 ez Vi ! —20 )
N -

~
28) ,
= amémm/6k1k/16k2k/2all/

| oM |

= 07271 6mm’ 5k1ki 6k2ké Z d“(m, klv 19)1 apy d“/ (m, kl, ﬁ)l’

LI'=0

-

~—
=d] Ad,=X\.0,,

_ 2 . .

=0, )\H(m, k1 79) O/ 5k1k/1 5#;/ 5kz2k§ 3

also ist

R:;Rﬁ fm,kl,u,kQ - 07271 Au(m7 ka; 19) fm,k17ﬂ7k2 .
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Weil Eigenwerte eines positiven Operators zumindest nichtnegativ und die o,
positiv sind, sind auch die A, (m, k1;¥) nichtnegativ. Da wir \,(m, ki;9) # 0
vorausgesetzt haben, folgt wegen Ry Ui, m—21.k1 ks = Om Um,m—21k, k, SOfort die
Beziehung

Ry fm,k’l,u,kz
TmAu(m, ki; 9)'/?

Im.k1, ke =

Es folgt

Ry frnkr ke = Tinkiop Gk ke

* —
Rﬂ Im k1 ,pke = Tmky,p fmvkhu,k? .

Durch die Forderung A, (m, k1;9) # 0 schlieflen wir im angegebenen singulé-
ren System gerade diejenigen f, k, .k, aus, die in Kern(RjRy) = Kern(Ry)
liegen. Wegen L?(Q") = Kern(Ry) @ Kern(Ry)* bilden die iibrigen fo, k, ks
dann wie gewiinscht ein VONS von Kern(Ry)*. Damit ist alles bewiesen. [J

Auch wenn wir nicht A, > 0 beweisen kénnen, lisst sich aus dem Beweis
des Satzes doch immerhin folgern:

Korollar 2.2.4.
Fiir die Eigenwerte )\Ln) (m, k1;9) der Matrizen A(n,;m, ki) gilt

0 < AP (m, ky;9) < 1. (2.12)

Beweis. Wie im Beweis von Satz 2.2.3 gezeigt wurde, sind die A, (m, k1;9)
als Eigenwerte eines positiven Operators nichtnegativ (z. B. [28], VI.4.4). Ver-
wendet man die alternative Datenverteilung, erhélt man geméf Bemerkung
2.2.1 statt A(n,d;m, ki) die Matrix Id — A(n, J; m, k1) und dementsprechend
o2 (1=X.(m, kq;9)) als Eigenwerte eines positiven Operators Rl R),. Daraus
folgt nun, dass der Ausdruck (1 — A,(m,kq;9)) nichtnegativ ist, was aber
gerade \,(m, k1;19) <1 bedeutet. O

Konnte man den Fall A, = 0 ausschlieffen, héitte man damit auch die
Injektivitdt von Ry gezeigt, weil dann keine der Funktionen f,, s, , im Kern
lige und folglich Kern(Ry)*+ = L*(Q"), also Kern(Ry) = {0} gilte.

Bei der Berechnung der Pseudoinversen mittels der SWZ treten die Kehr-
werte der Singuldrwerte auf. Insofern ist es wichtig zu wissen, wie schnell die
singuldren Werte gegen 0 fallen, weil man dementsprechend regularisieren
muss. Hier ldsst sich zum Abklingverhalten der 7,,, , zundchst nicht viel
sagen, da wir das Verhalten der Eigenwerte )\,(f) (m, k1;9) noch nicht hinrei-
chend genau kennen. Allerdings konnen wir schon jetzt folgende Beobachtung
machen:
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Fiir den Fall vollstédndiger Daten, d. h. 9 = 7, ergibt (2.7) unter Beachtung
von (1.4) und (A.7) gerade
ay = Oy -

Die singuldren Funktionen v,,; sind dann also bereits Eigenfunktionen von
R5Ry.? Die Eigenwerte sind dabei alle 1 und haben keinen Einfluss auf das
Abklingverhalten, das allein durch die ¢, = 7y, 1, , bestimmt wird. Das ist
natiirlich klar, weil es in diesem kiinstlichen Fall keinen Unterschied zwischen
Ry und R gibt.

Umgekehrt, wenn wir den theoretisch schlechtestmoglichen Fall iiberhaupt
keiner Daten, d.h.? = 0, betrachten,® ergibt sich sofort

ap = 0.

Alle Eigenwerte sind also 0; Kehrwertbildung und Rekonstruktion sind un-
moglich. Alles andere wire aber auch eine Uberraschung gewesen: ohne jeg-
lichen Daten lasst sich nur schwerlich etwas rekonstruieren.

Ausgehend von diesen Extremfillen und Korollar 2.2.4 konnen wir ver-
muten, dass sich die Eigenwerte der Matrix A(n,d;m, ki) fir 0 < ¢ < 7/2
wie folgt verhalten: Je mehr Daten vorhanden sind, desto mehr Eigenwerte
liegen bei 1 und umso weniger bei 0. Diese Vermutung soll im Folgenden
prazisiert werden.

2.3 Numerische Eigenwertanalyse

Wir wenden uns nun der Untersuchung der Eigenwertverteilung der Matri-
zen A(n,v;m, k) zu. Wie schon zuvor erwihnt ist eine theoretische Analyse
iiberaus schwierig und daher ein entsprechender Ansatz wenig erfolgverspre-
chend. Daher beschrinken wir uns auf numerische Experimente fiir die Fille
n = 3 und n = 4, deren empirische Ergebnisse — auch wenn sie naturgemafs
keinen Anspruch auf Allgemeingiiltigkeit erheben konnen — uns dennoch
einen guten Uberblick iiber das Verhalten der Eigenwertverteilung liefern
werden.

?Entsprechend konnen wir durch die Wahl der kanonischen Basis in RL™) errei-
chen, dass fm ki uks = Umm—2ukike UNA Gmoki ks = Um,m—2uk1,ke Eilt, sich also die
singuldren Funktionen nicht dndern.

3Genau genommen stehen geméf unserer Definition dann immer noch die Daten fiir
01 = w/2 zur Verfiigung, die allerdings als Nullmenge bei der Integration keinen Beitrag
liefern.
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2.3.1 Der Fall n =3

Beginnen wir mit Beispielen fiir den dreidimensionalen Fall. Zunéchst wol-
len wir £ = 0 annehmen, wir betrachten also zuerst die Verteilungen der
|m/2] + 1 Eigenwerte der Matrizen A(3,9;m,0). Dieser Spezialfall ist ins-
besondere fiir die spitere Berechnung des Rekonstruktionskerns wichtig, weil
dieser ausschlieflich aus singuldren Funktionen mit & = 0 besteht (s. Ab-
schnitt 2.4.1).

n

—_

n/12 /6 /4

Eigenwerte A
o
(6]

o

-
N
w
N
(&)

u

—_
T

Eigenwerte A
o
(&)

0 L I
0 5 10 15 20 25
Index u
(<3- T T T T T T T T T T
Z 05f m=100 |
[
2
L 0 1 i 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

u

Eigenwerte A
o
(6]

1 i
\ \ \ m=200 i
O 1 d i d l d A d d
70 80 90

0 10 20 30 40 50 60 100
Index u

Abbildung 2.1: Darstellung der Eigenwerte von A(3,9;m,0) fir m =
20,50, 100,200 und ¢ = 7/12 (blau), 7/6 (griin), /4 (rot), 7/3 (tiirkis)
und 57/12 (violett).

Wie in Abbildung 2.1 zu sehen ist, teilen sich die Eigenwerte vor allem
in zwei Anteile auf, die jeweils sehr nahe bei 1 bzw. 0 liegen. Die Eigenwerte
bei 0 haben dabei eine ungefihre Grofenordnung von +107%, sind also ins-
besondere immer noch messbar grofer 0. Das Verhéltnis der beiden Bereiche
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zueinander hingt vom Winkel ¥ und damit von der Menge der verfiigha-
ren Daten ab. Der Ubergang zwischen beiden Bereichen beschriinkt sich auf
hochstens drei bis vier Eigenwerte und ist demgeméf besonders fiir grofte Ma-
trizen (m = 200) sehr scharf, wohingegen bei kleineren Matrizen (m = 20)
anteilsmébig mehr Eigenwerte im Zwischenbereich liegen.

Was die Anzahl der Eigenwerte nahe 1 bzw. nahe 0 angeht, so stellen wir
z.B. fiir ¥ = 7/6 (was gerade bedeutet, dass nur ein Drittel der maximal
moglichen Daten zur Verfiigung steht) fest, dass abgesehen von den ,,Uber-
gangseigenwerten das Verhiltnis der Eigenwerte bei 1 zu den Eigenwerten
bei 0 ziemlich genau 1 : 2 betrédgt. Fiir ¥ = 7/4 (dann ist die Hélfte der maxi-
mal moglichen Daten vorhanden) sind beide Bereiche in etwa gleich grofs, im
Fall ¥ = 7/3 (ein Drittel der Daten fehlt) schlieklich betragt das Verhéltnis
ungefihr 2 : 1. Insgesamt kénnen wir die Anzahl der Eigenwerte nahe 1 in
unseren Beispielen sehr gut mit der Formel

verfiigbare Datenmenge

X Anzahl der Eigenwerte ,
komplette Datenmenge 3 Bemw

also mit

20 ({TJ + 1) (2.13)
m 2

beschreiben. Die iibrigen Eigenwerte liegen — vom Ubergangsbereich abge-
sehen — nahe bei 0.

Dieses Verhalten entspricht exakt dem der Slepian-Matrizen, die an ent-
sprechender Stelle bei der 2D Limited-Angle Radon Transformation auftre-
ten, vgl. [16]. Die dortige Interpretation trifft auch hier zu:

Die Konditionszahlen der obigen Matrizen, d. h. das Verhéltnis von grof-
tem zu kleinstem Eigenwert, sind unabhingig vom verfiigharen Winkelbe-
reich auf Grund der immer auftretenden Eigenwerte nahe 0 sehr groft, die
Matrizen sind allesamt sehr schlecht konditioniert. Diese pauschale Betrach-
tung wird allerdings der Situation nicht gerecht, vor allem weil es von diesem
Standpunkt aus gesehen keinen Unterschied macht, wie grof der Anteil der
verfiigbaren Daten ist. Tatsdchlich ist es aussagekréftiger, die Anzahl der
Eigenwerte bei 1 mit der der Anzahl der Eigenwerte bei 0 zu vergleichen.

Denn bei der Losung von Operatorgleichungen mit Hilfe der SWZ gehen
die Singuldrwerte als Kehrwert in die Berechnung ein. Diejenigen, denen ein
Eigenwert bei 1 entspricht, stimmen dabei quasi mit den singuldren Wer-
ten der vollstindigen Radon Transformation iiberein. Die singuldren Werte,
denen ein Eigenwert nahe 0 entspricht, sind hingegen kaum verwertbar.

Dementsprechend konnen die Anteile der Daten, die zu den singuliren
Funktionen mit den Eigenwerten nahe bei 1 gehoren, genauso gut oder



KAPITEL 2. LIMITED-ANGLE IN N DIMENSIONEN 46

schlecht wie bei der vollstdndigen Radon Transformation rekonstruiert wer-
den; die Anteile der singuldren Funktionen mit Eigenwerten nahe 0 hingegen
sind praktisch verloren.

Je mehr Daten vorhanden sind, desto kleiner féllt der Anteil der Eigen-
werte nahe 0 und damit der Anteil der nicht rekonstruierbaren singuléren
Funktionen aus. Dieses Ergebnis entspricht auch unseren Erwartungen: Der
rekonstruierbare Anteil des Bildes wéchst mit der Menge der verfiighbaren
Daten.

Nun betrachten wir noch den Fall k # 0. Prinzipiell zeigen die Verteilun-

gen der || +1 Eigenwerte ein dhnliches Verhalten, vor allem fiir kleinere
Werte von k.
= T T T T T T T T T
< 1k ]
Q
5 /12 /6 n/4 /3 5m/12
2 05f k=0 -
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Abbildung 2.2: Darstellung der Eigenwerte von A(3,9;90,k) fir & =
0,15,30,45 und ¥ = 7/12 (blau), 7/6 (griin), 7/4 (rot), 7/3 (tiirkis) und
5m/12 (violett).
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So verteilen sich die Eigenwerte wieder fast ausschlieflich auf Werte nahe
1 oder 0; die Anzahl der Eigenwerte, die deutlich dazwischen liegen, betrigt
meist nicht mehr als drei.

Neu und deshalb bemerkenswert ist allerdings, dass sich der Anteil der
Eigenwerte nahe 1 fiir festes m mit wachsendem k vergrofert bzw. die Eigen-
werte bei 0 fiir hinreichend grofies k£ sogar ganz verschwinden. In Abbildung
2.2 ist dies deutlich zu erkennen: Fiir £ = 15 hat die zu ¥ = %7( gehorende
Matrix nur noch einen Eigenwert bei 0, fiir £ = 30 liegen die Eigenwerte
vollstédndig bei 1 und fiir k£ = 45 schlieklich liegen auch fiir ¥ = 7 /3 alle Ei-
genwerte bei 1. Gleichzeitig verschieben sich auch die Sprungstellen fiir alle
anderen Winkel deutlich nach rechts.

Dies bedeutet, dass fiir festes m der Anteil der rekonstruierbaren Funktio-
nen mit wachsendem % (und damit fallender Matrizengrofe) anwéchst. Fiir
den Fall, dass k£ hinreichend grof ist und alle Eigenwerte sehr nahe bei 1
liegen, sind sogar alle zugehorigen singuldren Funktionen rekonstruierbar.

Heuristisch und ohne prézisere mathematische Formulierung konnen wir
das auch folgendermafen begriinden: Die in diesem Fall relevante Matrix
A(3,9;m, k) ist ,ungefihr die Einheitsmatrix.* Somit stimmen die entspre-
chenden singuléren Funktionen der LA-RT mit denen der FD-RT ,relativ gut®
tiberein (vgl. Satz 2.2.3) und kénnen dementsprechend mit gleicher Giite re-
konstruiert werden. Da dieses Verhalten umso stiarker zum Tragen kommt,
je grofer k ist, handelt es sich dabei im Dreidimensionalen vor allem um sin-
gulére Funktionen, die bzgl. der Azimutalrichtung ¢ stérker oszillieren (vgl.
Abschnitt 1.1.3).

2.3.2 Der Fall n =4

Beim Ubergang vom drei- zum vierdimensionalen Fall éindert sich so gut wie
gar nichts. Tatsdchlich verhalten sich die Eigenwertverteilungen der korre-
spondierenden Matrizen A(4,4;m, k;) praktisch genauso wie im Dreidimen-
sionalen.

Um das zu belegen, betrachten wir wieder zunéchst den Fall £ = 0. Hier
haben wir das schon von n = 3 bekannte Bild: Die Eigenwerte liegen entweder
nahe bei 0 oder 1; die Lage des relativ schmalen Ubergangbereiches hingt
davon ab, wieviel Daten zur Verfiigung stehen und wird recht genau durch

“Denn als reell symmetrische Matrix ist A(3,19; m, k) diagonalisierbar und somit &hnlich
zu einer Matrix, auf deren Diagonalen ihre Eigenwerte, d. h. nur Werte sehr nahe 1 stehen,
also quasi dhnlich zur Einheitsmatrix. Und die einzige Matrix, die in der Ahnlichkeitsklasse
der Einheitsmatrix liegt, ist die Einheitsmatrix selbst.
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die Formel (2.13)

= (15]+)

beschrieben, wie Abbildung 2.3 deutlich macht.
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Abbildung 2.3: Darstellung der Eigenwerte von A(4,d;m,0) fir m =
25,50, 75,100 und ¥ = 7/12 (blau), 7/6 (griin), 7/4 (rot), 7/3 (tiirkis) und
5 /12 (violett).

Ebenso widerholen sich fiir k&; # 0 die Ergebnisse, die wir bei n = 3
fiir k& # 0 beobachtet haben. Um zu illustrieren, wie stark sich die Eigen-
wertverteilungen dhneln, haben wir in Abbildung 2.4 die Eigenwerte von
A(4,9;m, k) fiir die gleichen Werte von m und k; aufgetragen, wie wir sie
schon fiir Abbildung 2.2 gewé#hlt hatten.
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Die Ergebnisse stimmen in frappierender Weise iiberein. Tatséchlich sind
die beiden Plots im direkten Vergleich nur schwer auseinander zu halten und
unterscheiden sich nur in Details.
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Abbildung 2.4: Darstellung der Eigenwerte von A(4,;90, k) fir &y =
0,15,30,45 und ¥ = w/12 (blau), 7/6 (griin), 7/4 (rot), /3 (tiirkis) und
5 /12 (violett).

Auch hier konnen wir also zusammenfassend festhalten, dass sich der
Anteil der Eigenwerte bei 1 wieder mit wachsendem k vergrofert und fiir
hinreichend grofe k£ und geeignetem Winkel ¢} sogar alle Eigenwerte bei 1
liegen.

Natiirlich gelten auf Grund der nahezu identischen Eigenwertverteilungen
alle im Fall n = 3 gemachten Schlussfolgerungen entsprechend auch fiir n = 4.
Diese Beobachtung gibt Anlass zur Frage, ob die Matrizen A(n,; m, k;) un-
abhingig von n eine dhnliche Eigenwertverteilung haben, was allerdings na-
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turgeméaf nicht durch empirische Untersuchungen beantwortet werden kann.

Bemerkungen 2.3.1.

1) Die grundsétzliche Frage, ob die Matrizen A(n,dJ;m, ki) Null-Eigenwerte
besitzen, bleibt nach wie vor unbeantwortet. Die obigen Ergebnisse zeigen
zwar, dass fast immer ein gewisser Anteil der Eigenwerte sehr nahe bei 0,
aber immer noch deutlich ber 0 liegt.’

Die zugehorigen Eigenfunktionen von R} Ry liegen dementsprechend nicht
etwa im Kern, sondern treten tatsichlich als singuldre Funktionen von Ry auf
und sind somit viel eher ein Beleg fiir die enorme Schlechtgestelltheit des Aus-
gangsproblems.

2) Abschlieffend noch eine letzte Anmerkung zu der alternativen Datenvertei-
lung, die wir bereits in Bemerkung 2.1.1 angesprochen haben. Der Einfachheit
halber sei dazu im Weiteren n = 3.

Nehmen wir an, dass in unserer bisherigen Datenverteilung relativ wenig
Daten gegeben sind, also z. B. mit ¥ = 7/6 nur fir 0 € [7/2 — 9, 7/2 +
V] = [n/3,2n/3]. Fiir k = 0 konnen wir auf Grund der obigen Ergebnis-
se ungefdhr ein Drittel der singuldren Funktionen rekonstruieren. Nun be-
trachen wir die alternative Datenverteilung, d.h. die Daten sind nur fiir
0 € [0,7/2 —I[U]r/2 + 9] vorhanden. Wollen wir auch hier die Daten fiir
einen Winkelbereich von 7/3 als gegeben annehmen, miissen wir hier 9 = 7/3
wihlen, die Daten sind dann gerade fiir [0, 7/6[U]57/6, 7] gegeben. Bei den
dann relevanten Matrizen Id — A(3,7/3;m,0) (vgl. Bemerkung 2.2.1) liegt
dann wiederum ein Drittel der Eigenwerte bei 1, so dass auch hier zu erwarten
steht, ungefdhr ein Drittel der entsprechenden singulidren Funktionen rekon-
struieren zu konnen. Entsprechendes gilt fiir andere Winkel. Das Verhalten
ist fiir £ = 0 also in beiden Féllen gleich.

Fiir k # 0 ergibt sich hingegen ein vollig anderes Bild: Wie wir oben gese-
hen haben, vergrofert sich fiir unser Standardszenario mit wachsendem k der
Anteil der rekonstruierbaren singuldren Funktionen, da der Anteil der Eigen-
werte von A(3,9;m, k) nahe 1 zunimmt. Dieses Verhalten ist unabhéngig vom
gewahlten Winkel, auch wenn es bei groferen Winkeln ¢ starker zum Tragen
kommt. Folglich gilt fiir alle entsprechenden Matrizen Id — A(3,9;m, k), dass
der Anteil der Eigenwerte bei 0 (und damit der Anteil der nicht rekonstru-
ierbaren singuldren Funktionen) wéchst.

Fiir die alternative Datenverteilung verbessert sich die Rekonstruierbar-
keit der singuldren Funktionen also nicht mit wachsendem £k, sie verschlech-

®Bei zu ungenauen Integralauswertungen in der Berechnung der Matrixelemente tre-
ten zwar u. U. Eigenwerte auf, die unterhalb der Maschinengenauigkeit liegen. Allerdings
werden diese immer von negativen Eigenwerten begleitet, was ein eindeutiges Indiz fiir
numerische Fehler darstellt, vgl. Korollar 2.2.4.
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tert sich im Gegenteil sogar noch. Anscheinend sind fiir die Rekonstruktion
der entsprechenden Losungsanteile die Daten in der Nihe des ,,Aquators*
wichtiger als diejenigen an den ,Polen“. In Abschnitt 3.3.3 werden wir aber
sehen, dass fiir festes m zumindest die Gesamtanzahl aller rekonstruierba-
ren singuldren Funktionen ungefihr gleich grof ist, sofern in beiden Féllen
vergleichbare Datenmengen vorliegen.

2.4 Approximative Inverse

Nachdem uns nun die SWZ der 6;-LA-RT zur Verfiigung steht, konnen wir
auch fiir diese einen Rekonstruktionskern fiir die Approximative Inverse be-
stimmen und so eine Rekonstruktionsformel herleiten.

2.4.1 Losen von Rmp,’;““ = e,

Im Gegensatz zum Fall vollstindiger Daten besitzt I}, keine Rotationsinva-
rianz mehr (Abschnitt 1.2.4). Auch wenn sich daher eine Rotationsinvarianz
des Mollifiers nicht mehr auf den Rekonstruktionskern iibertrégt, nehmen wir
hier trotzdem an, dass wir die Gleichung R;;M;JA = e, fiir einen rotations-
symmetrischen Mollifier e, € Bild(R}) lésen. Dadurch entsteht zum einen
Vergleichbarkeit mit dem Rekonstruktionskern der Full-Data Radon Trans-
formation, zum anderen vereinfacht sich die Rechnung immer noch ganz er-
heblich.

Wir vereinbaren noch, dass die nachfolgenden Reihen so zu verstehen
sind, dass wir nur {iber die Indizes aufsummieren, fiir die \,(m, k1;9) # 0
gilt und somit 7, , , bZW. Gpky ke iberhaupt definiert sind. Nach (1.28)
erhalten wir dann:

| 255 | A(n—1,k1)

o m
LA -1
¢ w 3 E E E Tm,klﬂu <6’Ya fm,kl,u,b)L?(Qn) 9m, k1, .k (w> S)
m=0k;=0 p=0 k2=0
Nun ist
|57 ]
<e’y> fm k:l,p,kzz L2(Qn) E dp m, k17 <6'y> Um,m—2l,k1,k:2>L2(Qn) .
=0

Da wir e, als rotationssymmetrisch angenommen haben, konnen wir die Er-
gebnisse der Berechnung von (e.,, vm7m_217k1,k2>L2(Qn) aus Abschnitt 1.3.2 iber-
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nehmen und erhalten

<6’Y7 fm,k’l,u,k2>L2(Qn)
_ {du(m7 0; 19>m/2 <€77 Um,0,0,1>L2(Qn) , m gerade, ky =0 ‘

0, sonst
Also gilt
o m/2
A (w, s) Z Z T @ (1 050) 1y (€53 Vi 0,0,1) L2y G001 (&5 5)
m gerade

Z mOu u(2m, 0; 19) <€’77U2m,0,0,1>L2(Qn)ng,O,p,l(w7S)'

Einsetzen von (vgl. Abschnitt 1.3.2, Variante 1)

(e, U2m,0,0,1>L2(Qn) =2 |Sn_1|1/2 vm+n/d ("ZY

und der Definitionen von 7o, 0, bZw. gm0, ergibt

oo m

szA (w, ) ZZ)\(" (2m, 0;9) " o5,k d,(2m, 0;9) 2[S™ Y2/ m 4+ n/4
m=0 pu=0
< T oS d2m, 0:9), CH2(s) wa(5) Va1 01 ()
1=0
= 2 oam dam 23/ 4 AL O3 (6) wn(s) d

wobei g8 (w) definiert ist als

m

) = 1PV ()
=0 (2.14)
x ZA (2m, 0;9) " d( (2m, 0;9) d (2m, 0;9), .

Beachten wir noch (vgl. (1.31))

Ot dom 20/ M + /4 = (m+n/4),

4
5T
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erhalten wir schlieflich

W) = i Z (m+ n/4) I3, C312(5) wa(5) ()

Offensichtlich unterscheiden sich Full-Data und Limited-Angle Rekonstruk-
tionskern ,nur durch den Faktor go,, (vgl. Lemma 1.3.4). Dieser beinhaltet
die Winkelabhéngigkeit von WLA; seine Berechnung stellt den zusdtzlichen
Aufwand dar, den man zum Ausgleich fiir die fehlenden Daten erbringen
muss.

Da der Rekonstruktionskern unabhingig von den Daten vorberechenbar
ist, sind dies trotz allem lediglich Einmal-Kosten, die den Aufwand der ei-
gentlichen Rekonstruktion nicht erhohen. Was sich hingegen erhoht, ist der
Speicherbedarf: Da der Rekonstruktionskern jetzt auch von der Richtung w
abhidngt, muss nun fiir jede einzelne Richtung soviel Speicher zur Verfiigung
stehen, wie im Falle vollstdndiger Daten fiir den ganzen Rekonstruktionskern
benétigt wird.

Wenden wir uns noch einmal go,,, zZu. Wegen n > 3 gilt (s. Abschnitt 1.1.2)

n n n n—1
Yz((n)z_z),o,l(w) Cé() 0.0 Pz((gl_z),o(COS 01) }/o( '(6a,...,60, s, ©)

:‘Sn—2|—1/2

= |gn2 12 () oz (cosby)
2(m—I) 1)

(m—1),0
womit wir
G (@) = g (61) = |§: ; ZCQ(m ), A(n )C_ (cos 1),
mit A" (m) = Xm:w (2m, 0;0) 1 d (2m, 0;9) d((2m, 0;9),
0
erhalten. -

Natiirlich haben wir auch hier die Moglichkeit, das Skalarprodukt in der
alternativen Darstellung (vgl. 1.3.2, Variante 2)

(€3, Vmm—20k1 k2) [2(n) = 2 |S" Y2 ok dy IQmﬂ/

zu benutzen. Wir erhalten dann unter Benutzung von (1.32) nach analoger
Rechnung das Ergebnis

i D) B G o) )

[ee]

vy (w, s) =

Damit haben wir gezeigt:
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Satz 2.4.1.
Es seien e, € Bild(R}) ein rotationssymmetrischer Mollifier und

m,y

1
(") / e(r) PT(,?’”/2_1)(27"2 - 1) r"Ldr
0

1 = / Re, () C(s) ds

die Integrale aus Lemma 1.3.4. Dann hat der Rekonstruktionskern wLA als
Losung der Gleichung RﬂwLA = e, die Darstellungen

VA 01,5) = g S m /) T ) a0 20) 219
b 4 01,9) = g S m ) 1) ORI wale) 00,
" (2.16)
wobei (n > 3)
o (0,) = }g: | Xm: D(m) Co,_ (cosbh). (2.17)

A (m) = Z AP (2m, 0;0) 7 d (2m, 0;9) (P (2m, 0;9), (2.18)
n=0
gilt. 0

Bei einer konkreten Berechnung verlangt die Auswertung der A; grofere
Aufmerksamkeit und wird nur mittels einer Regularisierung moglich sein, da
wir entsprechend den Ergebnissen aus Abschnitt 2.3 immer einige Eigenwerte
A, nahe 0 zu erwarten haben.

Um den Einfluss dieser numerischen Instabilitdt abzuschwéchen und zu-
dem den Unterschied zwischen Full-Data und Limited-Angle Rekonstrukti-
onskern zu verdeutlichen, schreiben wir das Ergebnis folgendermafsen um:
Bezeichnen wir mit ¢/” den Rekonstruktionskern der vollstindigen Radon
Transformation aus Lemma 1.3.4 und mit

0y, 8) = ¢LA(91> )—¢FD( )
‘Sn 72 Z (m+0/4) I C517(5) wals) (g2 (61) = 1)

= g D+ /) B G ) @0
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die Differenz zwischen LA- und FD-Rekonstruktionskern, so gilt offensichtlich

Dy (01, 5) = 0y P (s) + (01, 5) -

Wir koénnen ((w, s) als winkelabhédngigen Korrekturterm interpretieren, den
wir zu dem winkelunabhingigen Rekonstruktionskern wf P der vollstéindigen
Radon Transformation addieren miissen, um das Fehlen der Daten im 6,-
Winkelbereich [0, 7/2 — 9[U]r/2 + 9, 7| auszugleichen.

Der Vorteil einer Realisierung geméaf dieser Darstellung liegt nun darin,
dass sich der numerisch unproblematische Anteil wff D als Grundlage fiir wﬁA
ohne Regularisierung berechnen lisst. Die numerischen Schwierigkeiten bei
der Berechnung des Korrekturterms (6, s) konnen dann durch ein friihe-
res Abbrechen der Reihendarstellung gemindert werden. Im Gegensatz dazu
muss man bei einer Berechnung geméf (2.15) oder (2.16) bei jedem Summan-
den @y, berechnen, also auch fiir den Full-Data Anteil von wWLA. Wir halten

diese Uberlegung fest in dem

Satz 2.4.2.
Der Rekonstruktionskern wVLA aus Satz 2.4.1 lasst sich in der numerisch giins-
tigeren Form

¢$A(9175’) = ¢5D(3) +<(6178) (219)
darstellen, wobei der Korrekturterm ((6;, s) durch
(01, 8) = ¢LA(91, ) - ¢5D(S) (2.20)

Sn 1 2 Z m+n/4) 17 Col2(s) wals) (g5 (B) = 1) (2.21)

= ﬁZ(mﬂLW‘D I Oyl (s) wa(s) (gsm (@) — 1) (2.22)

o0

gegeben ist. O
Wir notieren noch das

Korollar 2.4.3.
Es gelten die Symmetrierelationen

Uy (w, —s) = ¥ri(w, s) = ¥yt (-w, 5) (2.23)
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Beweis. Das erste Gleichheitszeichen folgt jeweils unmittelbar aus den ent-
sprechenden Darstellungen in Satz 2.4.1 und Satz 2.4.2, weil sowohl das
Gewicht w,, als auch die aufsummierten Gegenbauer- Polynorne C’2m gera-
de Funktionen sind.

Das zweite Gleichheitszeichen ergibt sich aus der Definition von go,,(w), vgl.
(2.14), da alle beteiligten Kugelflichenfunktionen gerade sind, vgl. Bemer-
kung 1.1.1. O

Bemerkung 2.4.4.

Das Besondere an der #;-Limited-Angle Radon Transformation ist, dass der
Rekonstruktionskern wVLA unabhéngig von der Dimension n lediglich von ei-
ner Winkelvariablen (nimlich gerade 6;) abhingt.® Dies ist keine automati-
sche Folge davon, dass wir die Daten nur bzgl. eines Winkels eingeschrinkt
haben: Wir werden in Abschnitt 3.4 sehen, dass Einschriankungen bzgl. eines
Winkels auch Rekonstruktionskerne zur Folge haben kénnen, die von mehre-
ren Winkeln abhangen.

Neben den Eigenwertverteilungen der fiir die SWZ benoétigten Matrizen in
Abschnitt 2.3 ist dies eine weitere Eigenschaft, die an die , klassische” Limited-
Angle Radon Transformation in zwei Dimensionen (vgl. DIETZ [5]) erinnert.
In diesem Sinne ist die 6;-LA-RT die dazu passende Verallgemeinerung fiir
n > 3.

Beispiele 2.4.5.
Als Erganzung zu den Belsplelen 1.3.5 geben wir noch die konkrete Darstel-
lung von qém fiir n = 3,4 an.”

(i) n=3:
g (0 Z Va(m —1) + /\(3 m) Pa(m—1)(cos 6) (2.25)
(il) n =4

Q2m (61) ZA m) Us(m—1y(cos b) (2.26)

SEinen vollstiindig winkelunabhiingigen Rekonstruktionskern kénnen wir hier auf
Grund der fehlenden Rotationsinvarianz der LA-RT natiirlich nicht mehr erwarten.

"Den Fall n = 2 kénnen wir hier nicht behandeln, da die 6;-LA-RT und insbesondere
ihre SWZ und die dabei beteiligten Matrizen gemé&f unserer Definition nur fiir n > 3
sinnvoll erklart sind.
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2.4.2 Rekonstruktionsformel

Sei nun ¢§A’0 der in obiger Form berechnete Rekonstruktionskern fiir einen

rotationssymmetrischen Mollifier €3 aus Bild(Rj) N C*(2"). Da auch die

Limited-Angle Radon Transformation eine Translationsinvarianz aufweist,
definieren wir wieder den Mollifier e,(x,-) zur Rekonstruktion an der Stelle
x € Q" durch

ey(x, ) = T7el . (2.27)

Dann wird die Gleichung Rj¢%4(x;-) = e, (x,-) nach (1.25) und Lemma 1.3.3
von

Uy w, s) = Ty 0w, 5) (2.28)
_ 9 ¢§A,0 (w, 5 —QxTw) w! <8 —;Ru) w(s) (2.20)

gelost. Bilden wir also das Skalarprodukt aus den Daten g mit dem Rekon-
struktionskern, erhalten wir

) = (g g
/ / ws¢LAst) (s) ds dw
S’n 1

— T — T
= 2_"/ / g(w, s) wa’O w, STre w; S9N dsdw.
S;’;_l -1 2 2

Der Faktor w,! hebt sich mit dem in wﬁA’O enthaltenen Faktor w, weg. Wir
setzen daher analog zum Full-Data Fall

LA
vy

Z m o+ nf4) I C32(s) g5 (6:) (2.30)

(w,s) :

IS" N4

‘Sn 1|2 Z m+n/4) 1 2m'y n/Q(S) qé’[ﬁ(@l) (2.31)

und erhalten fiir f, das vorlaufige Ergebnis

T
) =2" / / wswLA()( o xw) dsdw .
Snl

Die Symmetrien aus Korollar 2.4.3 gelten auch, wenn man im Rekonstrukti-
onskern die gerade Funktion w, weglésst, also insbesondere auch fiir 1/)5‘4’0.
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Dadurch kénnen wir die obige Formel weiter vereinfachen. Wir definieren
dazu

Syt ={we Sy w, >0} (2.32)
bzw. Sy—ti={we S5 w, <0} (2.33)

und erhalten wegen

T
/ / wswLAO( 5 xw) ds dw
Snl

T
/ / ¢LAO( w’s+xw) ds dw
syt 2

(s — 2T
/ / LAO( M’M) ds dw
syt 2

T
/ / wswLA()( 5 xw)dsdw
Snl

schlieflich die Formel

1 ~ — T
1_"/ / g(w, s) zﬂfA’O <w, Sl w) dsdw .
S 2

Insgesamt haben wir damit analog zu Satz 1.3.6 gezeigt:

Satz 2.4.6. N
Sei €] € Bild(Rj) N C>(Q") ein rotationssymmetrischer Mollifier und 240
der zugehorige Rekonstruktionskern geméf (2.30). Fiir die zur Rekonstruk-
tion an der Stelle 2 benutzten Mollifier gelte e, (z,-) = T¢).

Dann lasst sich die Approximative Inverse S, der 6;- lelted Angle Radon
Transformation Ry in der Form

S, (z) = /5 / (w, s wLAO( o xTW) dsdw  (2.34)

darstellen. O




Kapitel 3

Limited-Angle in 3D

Die 6,-Limited-Angle Radon Transformation aus Kapitel 2 entspricht im
Dreidimensionalen einer Einschrdnkung des Polarwinkels € bei gleichzeiti-
ger voller Verfiigharkeit des Azimutalwinkels . Natiirlich stellt sich nun die
Frage, wie sich die Limited-Angle Radon Transformation verhilt, wenn man
die Daten bzgl. ¢ oder sowohl bzgl. 6 als auch bzgl. ¢ einschrinkt. Dies
wollen wir in diesem Kapitel untersuchen.

Da wir uns dabei auf den dreidimensionalen Fall konzentrieren werden,
verwenden wir von nun an der Einfachheit halber die klassische Darstellung
der Kugelflichenfunktionen entsprechend (1.10’).

Unsere Vorgehensweise wird in vielerlei Hinsicht der in Kapitel 2 dhneln,
so dass wir uns insgesamt kiirzer fassen und vor allem den auftretenden
Unterschieden widmen konnen.

3.1 Definitionen

Wir setzen nun voraus, dass die Daten g(w, s) fiir w aus

¢ €[=¢,0] U[r—o, 7+ 9]

5 m {W(Q,@ 2|0 €m2—0,m/24 0], } | 51)

9, ¢ € [0,7/2], gegeben sind' und definieren
Zyg =554 % [—1,1] (3.2)

als den entsprechenden eingeschrinkten Einheitszylinder. Je grofer ¢ und ¢
sind, desto mehr Daten sind also vorhanden.

!Insbesondere ist 5129#) ebenfalls punktsymmetrisch, vgl. Bemerkung 2.1.1.

29
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Die daraus resultierende Limited-Angle Radon Transformation bezeich-
nen wir mit (w(s) := ws(s) =1 — s?)

Ryy: L*(Q) — L*(Zggy,w™"), (3.3)

und nennen Ry, die allgemeine 3D Limited-Angle Radon Transformation.
Fiir ¢ = m/2 stimmt Ry, mit Ry und n = 3 aus Kapitel 2 iiberein.

Bemerkung 3.1.1.

Wir verzichten darauf, den Spezialfall vollsténdiger Daten bzgl. 6 bei einge-
schriankter Verfiigbarkeit von ¢ gesondert zu betrachten. Dies wird sich als
unnétig erweisen: Sofern ¢ eingeschriankt ist, macht es keinen entscheidenden
Unterschied, ob 6 voll verfiigbar ist oder nicht.

3.2 Singularwertzerlegung

Im Folgenden bezeichnen wir mit vy, ,,—9 s die singuldren Funktionen der
dreidimensionalen FD-RT geméf Korollar 1.2.10. Analog zu Abschnitt 2.2
beginnen wir mit der Entwicklung von R§,¢R,9,¢vm7m_2hk nach den v,y —op i/
Nutzen wir dabei aus, dass (2.4) fiir jede Limited-Angle Radon Transforma-
tion gilt, erhalten wir direkt

*
(R 4R, Vmm—21 Vs a1 k/>L2(93)

= 5mm"7 / Yo 2l’( )dw .
Fiir das Integral gilt mit einer passenden Konstanten ¢ (vgl. (1.10%))
/ Yo o(w) Yooy (w) dw
536

/249 ) | /
- C/ PJ:'_%(COS ‘9) P,‘Tlf_‘gl/(cos ‘9) sin 6 df —6.6]U Z(k_k e d(,O
w/2—9 Ao

sin ¢
o[ PPy @ [ e, 3.4
—sind ’

[ﬂ'—(f),ﬂ'—i—(f)]

Aus Gleichung (3.4) wird nun deutlich, warum es keinen Unterschied macht,
ob die Daten in 6 vollstindig sind oder nicht:

Da wir im zweiten Integral die komplexe e-Funktion fiir ¢ # 7/2 nur iiber
einen Teilbereich ihrer 27-Periode integrieren, ergibt sich dort auch fiir & # &’
ein Wert ungleich 0; im Gegensatz zu der SWZ-Berechnung in 2.2 geht die
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Orthogonalitat bzgl. & und &’ bei dieser Art der Winkeleinschrankung verlo-
ren. Folglich kbnnen wir aber auch bei der Berechnung des ersten Integrals
nicht mehr davon ausgehen, dass die beiden verallgemeinerten Legendre-
Funktionen gleiche Ordnung haben, so dass wir selbst bei einer Integration
tiber [—1,1] (was vollstindigen Daten bzgl. des Polarwinkels 6 entspréche)
keinerlei Orthogonalitdt mehr erreichen.

Der Ausweg besteht darin, die singuldren Funktionen umzuindizieren: Mit
Hilfe der Summenformel Y )" [ = @ rechnet man schnell nach, dass es
zu festem m insgesamt

|

|3

m?  3m

2m —2) +1) = = 42 1
lzo((m [)+1) 2+2+

singuldre Funktionen gibt. Diese nummerieren wir nun mit einem neuen In-
dex j von 0 bis m(m + 3)/2 durch. Die Reihenfolge ist dabei irrelevant, ggf.
kennzeichnen wir mit j(I, k) bzw. [(j), k(j) die einander entsprechenden Indi-
zes. Nachdem wir die beiden Indizes [, k£ in einem Index j zusammengefiihrt
haben, nimmt der Entwicklungskoeffizient die Form

* k(j k('
<Rz9,¢Rt9,¢UmjaUm/j/>L2(93) = O’ O, /52 Ym(—J;l(j)(w) Ym(jQ)l(j’)(w) dw (3.5)
9,0
an. Definieren wir also die [m(m + 3)/2 + 1] x [m(m + 3)/2 + 1] Matrix
B(m; 1, ¢) durch

B(m; ¥, ¢) = (bjjr),5, 3,7 =0,...,m(m+3)/2,

wobei
k(j N
bjjl = / Ym(—];l(j)(w) Ym(_];l(j,)(w) dw (36)
wa
gilt, erhalten wir
<R:;,¢R197¢Umj> /Umlj/>L2(QB) = O Uzn bjj/ . (37)

Offensichtlich ist B(m; 4, ¢) hermitesch (sogar reell symmetrisch, s.u.), so
dass wir eine ONB aus Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten finden und
damit eine SWZ fiir Ry, konstruieren konnen.

Zunéchst geben wir jedoch die Eintrage von B(m; 9, ¢) in einer expliziteren
Form an. Indem wir die Konstante in (3.4) ausschreiben, erhalten wir den
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Ausdruck
sin?
. . k(G k(G SOk
bjjr = c(j) c(j') / . Pr|n (]2);(])(75> Pr|n (]21)(‘] )(x) dx 6.4]U e (kG) k()¢ dy,
L_Sll’lﬂ g / [ﬂ_¢77r+¢]

=1 ~-

wobei

o(j) = 2(m —2l()))+ 1 (m—=2l(j) — |k()])! (3.8)

4m (m —21(j) + [k(5)])!

bezeichnet.

Wegen der Symmetrierelationen der verallgemeinerten Legendre Funktio-
nen (A.18) hat der Integrand in I die gleiche Paritéit wie k(j) + k(j). Wir
erhalten also

k(7) + k(j') ungerade
L = {2f . (3.9

sin . .
P (@) PRU) (@) de k() + K(j') gerade

Bei der Berechnung von I, konnen wir uns daher auf den Fall ,k(j) + k(5)
gerade” beschrianken. Dann gilt

e ¢
/ (kG gy — / RO e
T—¢ —¢
PP
(= 1)) / RCORTENN
-

¢
_ / (RG)RENY gy

¢

so dass wir in diesem Fall

¢
=2 / RCORE
-9

sin((k(j)—k("))¢) ; ;
_ {4W’ k(j) # k(') (3.10)

40, k(7) = k(')
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erhalten.? Insgesamt ergibt sich damit:

(0, k(7) + k(j') ungerade
sin ¢ ) ¥
o S [ PR ) PR (@) da
YT  fee ypagy o RO g
\ ¢ k(j) = k(5"
(3.11)

Insbesondere ist B(m; ¥, ¢) eine reell symmetrische Matrix. Entsprechend
bezeichnen wir fiir 4 = 0, ..., m(m+3)/2 mit A\, (m; ¥, ¢) ihre Eigenwerte (fiir
die wir ebensowenig wie in Kapitel 2 den Fall A\, = 0 ausschliefen konnen)
und mit d,(m; v, ¢) die zugehorigen orthonormierten Eigenvektoren.

Satz 3.2.1 (SWZ der allg. 3D-LA-RT).

Es bezeichne vy, t,,; die (umindizierten) singuldren Funktionen und o, die
Singuldrwerte der vollstindigen dreidimensionalen Radon Transformation,
vgl. Korollar 1.2.10. Mit A,(m; ¥, ¢), p=0,...,m(m + 3)/2, bezeichnen wir
die Eigenwerte der in (3.11) definierten Matrix, mit d,(m; 9, ¢) die zugeho-
rigen orthonormierten Eigenvektoren.

Wir setzen
m(m+3)/2
fan(@) = > du(mi 9, ¢) ; vy (x) (3.12)
§=0

und im Fall A\,(m;9,¢) #0

m(m+3)/2
G, 8) 1= Au(mi 0, 0) 72 N " du(mi 0, 6), umiw,s)  (3.13)
=0
T = O A (M50, ¢)1/2 ) (3.14)

Dann bildet das System {fnu, Gmpu; Ty} fiir die Indizes m > 0, p =
0,....,m(m + 3)/2, fir die A\,(m;9,¢) # 0 gilt, eine normierte SWZ der
allgemeinen 3D Limited-Angle Radon Transformation

Ryy: L) — L*(Zggy,w™").

2Fiir ,k(j)+k(j’) gerade* enspricht I bis auf Konstanten den Eintrégen der Slepian-
Matrix ([25]), mit der man die SWZ der 2D-LA-RT konstruiert, vgl. [16].
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Beweis.
Der Beweis verlduft analog zu dem von Satz 2.2.3. Zunichst zeigen wir, dass
die f,,, ein vollstindiges Orthonormalsystem von L*(Q?) bilden:

Orthonormalitat:
Es gilt

<fmu7 fmj>L2(Q3)
m(m+3)/2 n(n+3)/2

Z D dulm: ) 0), (9, 0), (g )
—/_/

:6mn6jt

= Omn Y du(m;0,0); dy(m; 0, ),

Vollstindigkeit:
Sei h € L?(2®) gegeben mit

<hafmu>L2(Q3) Vm >0, MZO,...,m(m—i—?,)/Q,

Wir miissen wieder h = 0 nachweisen. Fassen wir die ausgeschriebene An-
nahme

m(m+3)/2
<h7 me>L2(Q3) = Z d#(m; 197 ¢>J <h7 Umj>L2(Q3) =0

bei festem m fiir alle moglichen Werte von p zusammen, erhalten wir das
homogene Gleichungssystem

do(m; 9, ¢)" (s 0n,0) p2(03)
: : : =0,
Ain(me3)/2(m; 0, ) T (R Um,m(m+8)/2) 12 (3

das nur die triviale Nulllosung besitzt, weil die aus der ONB der d,,’s beste-
hende Matrix regulér ist. Es folgt

(hyVmj) pogqay =0 Ym=0,j=0,....m(m+3)/2
und damit

h e spala{vmj}l = Spaﬂ{vmj}l = L2(Qg)l = {0},
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was die behauptete Vollstdndigkeit beweist.

Nun zeigen wir, dass die f,,; Eigenfunktionen von R} ,Ry 4 sind: Da die f,,,
ein VONS von L*(Q?) bilden, kénnen wir R} ,Ry s fm, bzgl. dieses Systems
entwickeln. Fiir den Entwicklungskoeffizienten ergibt sich nach Konstruktion
der d,’s und unter Beachtung von (3.7) gerade

<R:;7¢R19,¢fmp,; an>L2(Qg) = 5mn 6“11 0'7271 )\“(m, ’19, d)) s
was wiederum

R:;@Rﬁ@fmu = 07271 )\“(m; vV, ) S

impliziert. Da R} ;Ry 4 ein positiver Operator ist und somit zumindest nicht-
negative Eigenwerte hat und die o, positiv sind, sind auch die \,(m; ¥, ¢)
nichtnegativ. Mit Hilfe von Ry 4vns = 0mUms verifiziert man dann wieder,

dass fiir A\,(m;9,¢) # 0

_ Rﬂ,(ﬁfmu
I (i 0, )12

gilt. Damit ergibt sich schliefslich

Rt?,qbfmu = Tmu 9mu

R:;@gmu = Tmpu fmu )
womit alles bewiesen ist. O
Wie in Abschnitt 2.2 folgern wir:

Korollar 3.2.2.
Die Eigenwerte \,(m; 1, ¢) der Matrix B(m; ), ¢) erfiillen

0< A(m;9,¢) <1. (3.15)

Beweis. Im Beweis des Satzes haben wir bereits A\,(m; v, ¢) > 0 nachgewie-
sen. Nehmen wir eine alternative Datenverteilung an, in der die Daten fiir
w € 5%\ 53, vorhanden sind, erhalten wir mit einer vollkommen analogen
Rechnung die Matrix Id — B(m; ¥, ¢) und damit einen positiven Operator
R 4Ry, mit den Eigenwerten o7, (1 — X, (m; 9, ¢)), woraus wir nun wieder

m

1= A (m;d,¢) >0, also A\, (m; 9, ¢) < 1 schliefen konnen. O

Wie schon in Abschnitt 2.2 gilt auch hier: Falls tatsdchlich alle Eigenwerte
grofer 0 sein sollten, ist der Operator [y 4 injektiv.
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Ebenso wie in Abschnitt 2.2 kann man auch hier wegen Korollar
3.2.2 und durch Betrachten der beiden Extremfille ,yollstindige Daten®
(B(m;mw/2,m/2) = Id, alle Eigenwerte sind 1) bzw. ,gar keine Daten®
(B(m;0,0) ist die Nullmatrix, alle Eigenwerte sind 0) annehmen, dass die
Eigenwertverteilung von B(m; ¥, ¢) qualitativ der von A(3,v;m, k) &hnelt:
Je mehr Daten vorhanden sind, desto mehr Eigenwerte liegen bei 1, je we-
niger Daten verfiigbar sind, desto mehr Eigenwerte liegen in der Ndhe von
0.

3.3 Numerische Eigenwertanalyse

Die obige Vermutung versuchen wir wieder mit numerischen Experimenten
zu untermauern bzw. zu préazisieren. Dabei widmen wir uns zunéchst dem
Spezialfall, dem wir bereits in Kapitel 2 in einem allgemeineren Rahmen
begegnet sind.

3.3.1 Einschrinkung des Polarwinkels

Wir nehmen zunéchst an, dass beziiglich des Azimutalwinkels ¢ alle Daten
vorhanden sind, also ¢ = 7/2 gilt. In diesem Fall stimmt die allgemeine 3D
Limited-Angle Radon Transformation mit der 6;-LA-RT aus Kapitel 2 mit
n = 3 iiberein. Der formale Unterschied liegt darin, dass wir hier simtliche zu
festem m gehorenden singuléren Funktionen zusammen mit nur einer Matrix
B(m;9,m/2) orthogonalisieren. In Kapitel 2 waren wir hingegen den dem
Problem angepassteren Weg gegangen und hatten jeweils nur die zu festem
m und k gehorenden singuldren Funktionen mit je einer Matrix A(3,¢;m, k)
orthogonalisiert.

Zwar ist es eigentlich ungiinstig, diesen Fall tatsidchlich mit dem dafiir
unnétig allgemeinen Verfahren zu behandeln, als Ausgangspunkt fiir unsere
weiteren Untersuchungen ist er jedoch recht hilfreich, weil uns unsere Beob-
achtungen aus Abschnitt 2.3 helfen, das entsprechende Verhalten der Eigen-
werte zu verstehen.

Der Zusammenhang zwischen beiden Betrachtungsweisen schlégt sich
auch in der Struktur der Matrix B(m;9,7/2) nieder: Mit ¢ = /2 lautet
(3.11)

. . sin? k(s k(y’ . .
p = dAmeield’) Jy P (@) PR (@) dr k(j) = k(j)
Y 0, sonst '

Auch wenn es auf Grund der unterschiedlichen Notationen nicht sofort er-
sichtlich ist, kann man sich doch durch eine kurze Rechnung relativ schnell
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davon {iiberzeugen, dass der Eintrag ungleich 0 erwartungsgemif dem von
A(3,9;m,|k(5)|) an der Stelle (I(7),{(j")) entspricht. Ordnen wir also die
Indizes (I, k) in Gruppen der Form (0,k), (1,k), (2,k),... an®, hat die Ma-
trix B(m;9,7/2) Blockdiagonalgestalt, wobei die einzelnen Blocke gerade
aus den Matrizen A(3,9;m,|k|), & = —m,...,m, bestehen. Die Matrizen
A(3,9;m,|k|) sind fiir k # 0 also je zweimal vertreten.

(<3— T T T T T T
g ]
‘1;-‘ /4 /3 5m/1
c O 5 T
S
i.l_J O i d
0 10 20 30 40 50 60
Index u
(<3- T T T T T T
o) 1 = T
©
2
g 05" m=15 \\‘\ _
i.l_J 0 Il Il A : 1 .
0 20 40 60 80 100 120 140
Index u
(<3- T T T T
] 1 ]
€
g
g, 051" m=20 \\‘\\ _
i . . _ .
0 50 100 150 200
Index n
(<3- T T T T T T T
) 1 ]
€
s
g, 0.5r m=25—\\\ |
i.E O Il Il il Il L L L
0 50 100 150 200 250 300 350
Index u

Abbildung 3.1: Darstellung der Eigenwerte von B(m;d,7/2) fir m =
10, 15,20,25 und ¥ = 7/12 (blau), 7/6 (grin), 7/4 (rot), 7/3 (tiirkis) und
5 /12 (violett).

Abbildung 3.1 zeigt, dass die Mehrzahl der Eigenwerte von B(m;v,7/2)
wieder nahe bei 0 bzw. 1 liegt, und dass die Anzahl der Eigenwerte bei 1 zur
Menge der vorliegenden Daten proportional ist. Zudem lésst sich vor allem

3Dies stellt natiirlich keinerlei Einschrinkung dar, weil Eigenwerte invariant unter Ba-
siswechseln sind.
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fiir m = 10 und m = 15 im Ubergangsbereich deutlich erkennen, dass fast
alle Eigenwerte doppelt vertreten sind. Die Ausnahmen riihren jeweils von der
Matrix A(3,4;m,0) her, die nur einmal auf der Diagonalen von B(m;d,7/2)
auftritt.

Des Weiteren ist klar erkennbar, dass der Ubergangsbereich vor allem
fiir kleinere Winkel einen betréchtlichen Anteil der Eigenwerte beinhaltet
und keineswegs mehr als Sprung bezeichnet werden kann. Dafiir gibt es im
wesentlichen zwei Griinde:

Die Matrix B(m;9, 7/2) besteht aus simtlichen Matrizen A(3,;m, |k|),

k = —m,...,m. Deren Grofe nimmt mit wachsendem |k| ab, anteilsmékbig
wichst damit der Ubergangsbereich in den jeweiligen Eigenwertverteilungen
an (sofern es noch einen solchen Bereich gibt), vgl. Abschnitt 2.3. Da sich
die Eigenwerte der Blockmatrix B(m; 1, 7/2) aus denen der einzelnen Blécke
A(3,9;m, |k|) zusammensetzen, vergrofert sich damit insgesamt der Anteil
der ,Ubergangs-Eigenwerte®.
Dies liefert auch eine Erklirung dafiir, warum der Ubergangsbereich bei gro-
fseren Werten von ¢ in der Regel kleiner und somit steiler ausfillt: Bei den
entsprechenden Matrizen A(3,9;m, |k|) ist der Punkt, an dem alle Eigenwer-
te bei 1 liegen und es keinen Ubergangsbereich mehr gibt, friiher erreicht,
vgl. wieder Abschnitt 2.3.

Dariiber hinaus sind die betrachteten Beispielmatrizen trotz allem eher
klein, was den beobachteten Effekt in diesen konkreten Beispielen zusétz-
lich verstirkt: Zwar hat beispielsweise fiir m = 25 die zugehorige Matrix
B(m; ¥, m/2) die Dimension 351 x 351 (und ist damit grofser als jede der in Ab-
schnitt 2.3 herangezogenen Matrizen); die entsprechende Matrix A(3,v;25,0)
ist allerdings nur eine 13 x 13 Matrix und besitzt somit nach den Beobach-
tungen in Abschnitt 2.3 von vornherein in ihrer Eigenwertverteilung einen
verhéltnisméfkig grofen Zwischenbereich.

Zuletzt ist noch anzumerken, dass die Ubergangsbereiche der einzelnen
Eigenwertverteilungen bei festem m mit wachsendem Winkel ¥} ndher zusam-
menriicken, obwohl in Abbildung 3.1 die verschiedenen Werte fiir ¥ wieder
aquidistant gewahlt wurden. Eine Erklarung dafiir werden wir im folgenden
Abschnitt finden.

3.3.2 Einschrinkung des Azimutal- und Polarwinkels

Nun wenden wir uns den Féllen zu, bei denen echte Liicken bzgl. der Azimu-
talwinkeldaten bestehen, bei denen also ¢ < 7/2 ist. Dies sind die eigentlich
neuen und interessanten Fille, da wir hier im Gegesatz zum vorherigen Ab-
schnitt keine Moglichkeit mehr haben, die Matrizen B(m; ¥, ¢) zu umgehen.

Wir beginnen mit dem Spezialfall, dass alle Daten bzgl. des Polarwinkels
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0 vorhanden sind, also gerade ¥ = m/2 gilt. Dabei beschrinken wir uns
bei der Darstellung der Ergebnisse auf die Matrizen fiir m = 10 und m =
25, weil wir damit alle wesentlichen Eigenschaften veranschaulichen koénnen
und gleichzeitig der Unterschied zwischen Matrizen unterschiedlicher Grofe
besser ins Auge fallt.

n
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Il 1 A
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Index u

Abbildung 3.2: Darstellung der Eigenwerte von B(m;m/2,¢) fir m = 10
bzw. m = 25 und ¢ = 7/12 (blau), /6 (griin), 7/4 (rot), 7/3 (tiirkis) und
5 /12 (violett).

Wie wir in Abbildung 3.2 erkennen konnen, lassen sich die Eigenwerte —
von einem Ubergangsbereich abgesehen — auch hier in je einen Teil, der nahe
bei 1 bzw. 0 liegt, aufteilen. Dabei ist deutlich zu erkennen, dass der Ubergang
bei m = 25 schérfer lokalisiert ist. Dariiber hinaus ist hier im Gegensatz
zu Abbildung 3.1 die Breite des Ubergangs bei festem m unabhingig vom
jeweiligen Wert von ¢, die Uberginge selbst haben hier auch einen ungefihr
gleichen Abstand voneinander.

Wie dndert sich dieses Verhalten nun, wenn wir zusétzlich auch die Polar-
winkeldaten einschrénken? Zur Illustration sind in Abbildung 3.3 jeweils fiir
m = 25 (in groferen Matrizen sind die Verdnderungen besser zu erkennen)
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die entsprechenden Eigenwertverteilungen fiir verschiedene Werte 9 < 7/2
dargestellt.

= 1 i
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Abbildung 3.3: Darstellung der Eigenwerte von B(25;9,¢) fir v =
7/3,m/4,7/6 und jeweils ¢ = w/12 (blau), 7/6 (griin), 7/4 (rot), 7 /3 (tiirkis)
und 57/12 (violett).

Offensichtlich bewirkt die zusétzliche Einschrankung, dass sich die An-
zahl der Eigenwerte bei 0 vergrofert, und zwar umso stérker, je weniger
Daten vorhanden sind. Dies ist nicht iiberraschend, sondern entspricht den
Erwartungen: Je weniger Daten zur Verfiigung stehen, desto weniger singu-
ldre Funktionen sollten wir rekonstruieren konnen. In den Matrizen spiegelt
sich das gerade in einem groferen Anteil von Eigenwerten nahe 0 wider.

Insgesamt erinnern die Plots jeweils an eine gestauchte und geglittete
Version von Abbildung 3.2. Allerdings verkleinert sich der Ubergangsbereich
bei besonders wenig Daten und erinnert dort fast wieder an eine Sprungstelle
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(z.B. fiir ¥ = 7/6 und ¢ = 7/12). Der gleichbleibende Abstand zwischen den
verschiedenen Ubergangsbereichen bleibt dabei erhalten.

Der Vollsténdigkeit halber betrachten wir die Situation nochmal aus einer
anderen Perspektive, indem wir nun die jeweiligen Eigenwertverteilungen fiir

festes ¢ < m/2 zusammenfassen und wieder ¥ in 7/12-Schritten variieren
lassen, s. Abbildung 3.4.
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£ o5} ]
_87 ¢=TI:/3
|
0 i | |
0 50 100 150 200 250 300 350
Index p
<& )
Q
g
c 05 i
> o=n/4
=
0 i | | I I |
0 50 100 150 200 250 300 350
Index u
(<1 1 i
Q
g
c 05 i
.8) (I):TL/G
|
0 | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350
Index p

Abbildung 3.4: Darstellung der Eigenwerte von B(25;1,¢) fir ¢ =
7/3,m/4,7/6 und jeweils ¢ = w/12 (blau), 7/6 (griin), 7/4 (rot), 7 /3 (tiirkis)
und 57/12 (violett).

Das Ergebnis ist dhnlich und weist die gleichen Merkmale auf: Je weniger
Daten vorhanden sind, desto stérker ist der Anteil der Eigenwerte nahe 0
ausgepragt, die Plots wirken im Vergleich mit Abbildung 3.1 wieder entspre-
chend gestaucht (und mit Nullen aufgefiillt). Wie in Abbildung 3.1 nimmt
auch hier der jeweilige Abstand zwischen zwei Ubergangsbereichen mit wach-
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sendem ¢ ab.

Insgesamt wird deutlich, dass sich die Eigenwertverteilungen sdmtlicher
Matrizen im Aufbau dhneln und sich prinzipiell nur durch die Lage und die
Breite ihrer Ubergangsstelle unterscheiden.

Die Breite der Ubergangsstelle lisst sich auf Basis unserer Ergebnisse nur
schlecht vorhersagen. Wir konnen lediglich festhalten, dass sie tendenziell bei
gleicher Datenverteilung mit wachsendem m schmaéler wird, allerdings ohne
je wirklich die Form einer Sprungstelle wie bei den Matrizen A(n,¥;m, k)
aus Kapitel 2 anzunehmen.

Deshalb ist es umso erfreulicher, dass wir wenigstens die Lage des Uber-
gangsbereichs recht genau beschreiben konnen. Entscheidend hierfiir ist, den
Anteil der zur Verfiigung stehenden Daten passend zu quantifizieren.

In Abschnitt 2.3 haben wir als Maf fiir die Menge der vorhandenen Daten
stillschweigend die Lange des Intervalls [r — ¢,  + 9] herangezogen. Dies war
dort insofern gerechtfertigt, als dass wir dadurch immerhin fiir & = 0 die
Lage der Sprungstelle recht genau beschreiben konnten.

Hier stellt sich heraus, dass das richtige Maf durch \Sg’qb\ gegeben ist, also
durch die Fléche, die die gegebenen Winkeldaten auf der Einheitssphire S?
einnehmen. Mit Kugelkoordinaten berechnet sich diese schnell zu

55,5 = 8¢sindd .

Mit unserer Formel

fiigbare Dat
VEPUBDATe ATCHMCNB® o Anzahl der Eigenwerte

komplette Datenmenge

erhalten wir dann wegen |S?| = 47 das Ergebnis

20 . m?  3m
— Yo —4+—+1]. 3.16
T (2 T ) (3.16)

Tatséchlich beschreibt diese Formel die Lage der Ubergangsbereiche in den
jeweiligen Matrizen recht gut, der niachstliegende Eigenwert stellt jeweils den
Mittelpunkt des Ubergangsbereichs dar. Des Weiteren erklirt der sin 9)-Term
auch plausibel, warum die Ubergangsbereiche bei festem ¢ mit wachsendem
¥ dichter zusammenriicken, aber umgekehrt bei festgehaltenem 1 und wach-
sendem ¢ einen gleichbleibenden Abstand aufweisen.

Zuletzt sei noch bemerkt, dass obige Ergebnisse ebensowenig wie in Ka-
pitel 2 einen Beleg fiir Eigenwerte A\, = 0 liefern. Die Werte sind zwar sehr
klein, liegen aber immer noch deutlich iiber der Maschinengenauigkeit.
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3.3.3 Eine alternative Datenverteilung

Bisher sind wir davon ausgegangen, dass die Winkeldaten fir w € S?g’qS zur
Verfiigung stehen. Hier wollen wir untersuchen, wie sich die fiir die SWZ
bendtigten Matrizen und deren Eigenwerte dndern, wenn wir eine alterna-
tive Datenverteilung voraussetzen. Dafiir haben wir im Wesentlichen zwei
Moglichkeiten:

Einerseits konnen wir annehmen, dass die Azimutaldaten im Komplement
der bisherigen Intervalle vorhanden sind, also fiir ¢ € [¢p, 71— @] U [r+ ¢, 27 —
¢]. In diesem Fall dndert sich die Bedeutung von ¢, nun sind umso weniger
Daten vorhanden je groker ¢ ist. Ansonsten bleibt jedoch alles beim Alten,

die Menge der dann vorhandenen Winkeldaten 5'129, ¢ entspricht bis auf eine
Rotation um 7/2 um die z-Achse gerade S, ;.

Andererseits konnen wir wie schon in Kapitel 2 den Komplementarbereich
des Polarwinkels betrachten, dann gehen wir davon aus, dass der Polarwinkel
6 aller verfiigharen Daten in [0, 7/2 — 9] U [1/2+ 9, 7] liegt. Nun sind umso
mehr Daten vorhanden, je kleiner 1 ist.

Diese Winkelverteilung lasst sich nicht mehr auf den bereits betrachte-
ten Fall zuriickfithren. Anschaulich wird dies folgendermafen ersichtlich: Das
Innere des Datenbereichs zerféllt nun in vier einfach zusammenhingende Be-
reiche, die jeweils an den ,Polen” der Einheitssphére liegen, wahrend zuvor
lediglich zwei solcher Bereiche in der Nihe des ,Aquators® zur Verfiigung
standen. Folglich ist nicht von vornherein klar, ob auch hier die Eigenwert-
verteilungen das gewohnte Verhalten zeigen.

Die Eintriige der entsprechenden Matrizen B(m; 9, ¢) sind durch

(0, k(7) + k(j') ungerade
sty [ PR (@) PR (2 da
bjjr = in 9 g ! . ,
) {Sin(iﬁ%)__k]i%”(b) kG # k() , k(j) + k(j') gerade

(3.17)

gegeben. Offensichtlich unterscheiden sich die Eintriige von B(m;¥, ¢) und
B(m; 9, ¢) nur beziiglich des Integrationsintervalls: Anstatt iiber [0, sinv]
erstreckt sich das Integral nun iiber [sin ¢, 1].

Im Gegensatz zu Kapitel 2 konnen wir die Eigenwerte der Matri-
zen B(m;9,¢) im Allgemeinen nicht mehr iiber die Eigenwerte von Id —
B(m; 1, ¢) berechnen. Eine Ausnahme bildet dabei wieder der Spezialfall
vollstiandiger Azimutalwinkeldaten: Fiir eine passend gewidhlte Basis hat
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B(m; ¥, 7/2) Blockdiagonalgestalt, wobei die einzelnen Blcke nun aus Ma-
trizen der Form Id — A(3,4;m, |k(j)|) bestehen. Die zugehorigen Eigenwert-
verteilungen haben wir exemplarisch fiir m = 10 und m = 25 in Abbildung
3.5 dargestellt.
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Abbildung 3.5: Darstellung der Eigenwerte von B(m;¥,7/2) fiir m = 10
bzw. m = 25 und ¥ = 57 /12 (violett), w/3 (tiirkis), 7/4 (rot), 7/6 (griin)
und 7/12 (blau).

Wie erwartet entsprechen die Eigenwerte A, den Werten 1 — X, wenn A\,
die Eigenwerte der entsprechenden Matrizen B(m;d,7/2) bezeichnet, vgl.
Abbildung 3.1.

Allgemein bestéatigt sich, dass wir diese Eigenwertverteilungen ebenfalls
iiber die Lage des Ubergangsbereichs charakterisieren konnen. Die Metho-
de, die Menge der vorhandenen Winkeldaten iiber ihre Fliche auf S? zu
quantifizieren, erweist sich dabei auch hier als geeigneter Ansatzpunkt. Die
iiberdeckte Oberfliche ist nun

8¢p(1 —sind).

Dementsprechend wird diesmal die Lage des Mittelpunkts des Ubergangsbe-
reichs durch die Formel

%(1 — sind)) - (m;+37m+1> (3.18)

beschrieben.
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Das konnen wir so interpretieren, dass sich fiir die alternative Datenver-
teilung ungefiahr gleichviele singuldre Funktionen rekonstruieren lassen wie
mit den bisherigen Standarddaten, sofern nur die jeweils vorhandenen Win-
keldaten eine gleichgrofe Fliche auf der Einheitskugel einnehmen.

Abbildung 3.6 zeigt zwei Beispiele, bei denen die jeweiligen Polarwinkel
¥ bzw. ¥ so gewihlt wurden, dass geméf (3.16) bzw. (3.18) in beiden Daten-
verteilungen bei gleichem Azimutalwinkel ¢ gleichviele Daten zur Verfiigung
stehen.
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Abbildung 3.6: Gegeniiberstellung der Eigenwerte von B(25;7,¢) und
B(25;7, ¢) fiir ¥ = arcsin(0.75) bzw. ¢ = arcsin(0.25) (obere Hilfte) sowie
¥ =1 = 7/6 (untere Hilfte), jeweils fiir ¢ = 57/12 (violett) 7/3 (tiirkis),
7/4 (rot), m/6 (griin) und 7/12 (blau).

Auch wenn die Mittelpunkte der Ubergangsbereiche fiir beide Datenver-
teilungen gemifs den Formeln sehr genau iibereinstimmen, gibt es dennoch
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einen erkennbaren Unterschied: Die Ubergangsbereiche der alternativen Da-
tenverteilung sind breiter ausgeprigt, so dass die Anzahl der Eigenwerte nahe
0 etwas kleiner ist. Umgekehrt ist damit der Anteil der Eigenwerte, die bei der
Rekonstruktion benutzt werden konnen, in der alternativen Datenverteilung
entsprechend grofer.

Da die Auswirkungen dieses Effekts jedoch insgesamt eher gering sind,
konnen wir Abbildung 3.6 alles in allem immer noch als Bestdtigung obi-
ger Vermutung ansehen: Unabhingig von der Datenverteilung lassen sich bei
gleichgrofsen Datenmengen ungefihr gleichviele singuldre Funktionen rekon-
struieren.

Im Nachhinein kénnen wir damit auch das Verhalten der Eigenwerte der
Matrizen A(3,9;m,k) aus Kapitel 2 erkliren: Zwar mag sich die Anzahl
der dort rekonstruierbaren singulidren Funktionen zu festem m und £ je nach
Datenverteilung deutlich unterscheiden, aber zumindest die Gesamtzahl aller
bei festem m rekonstruierbaren Funktionen ist — gleichgrofe Datenmengen
im obigen Sinne vorausgesetzt — vergleichbar.

3.4 Approximative Inverse

Das weitere Vorgehen zur Bestimmung der Approximativen Inverse ist mitt-
lerweile klar. Wir beginnen mit dem

3.4.1 Losen von le,ngA = e,

Auch hier nehmen wir an, dass wir die Gleichung R;;’Wf;"l = e, fiir einen
rotationssymmetrischen Mollifier e, € Bild(Rj ;) 16sen. Als Ausgangspunkt
erhalten wir diesmal (wobei wir die Summenzeichen wieder so verstehen, dass
nur iiber Indizes aufsummiert wird, fiir die \,(m; 9, ¢) # 0 gilt)

oo m(m+3)/

wLA w 8 Z Z 67, me>L2(Q3) gmu(w S)

Im Ausdruck

m(m+3)/2
(e, fm,u)LQ(QiS) = Z dy(m; 9, ¢>] (e, Umj)LQ(Qi‘)

J=0

tritt wieder das Skalarprodukt (e, v,,;) auf, von dem wir bereits wissen (vgl.
Abschnitte 1.3.2 und 2.4.1), dass es fiir einen rotationssymmetrischen Molli-
fier e, nur bei geradem m und I(j) = m/2, k(j) = 0 ungleich 0 ist. Bezeichnen
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wir mit jo den Index, fiir den [(jo) = m/2 und k(jo) = 0 gilt, erhalten wir
dann

00 m(m+3)/
Z Z _1 d m§ v, d))jo <6,Y, Um,jo>L2(Q3) gmu(wv S)
m gerade

oo m(2m+3)

= Z Z T2mu (2m; 9 ¢) <€’77U2m7jo>L2(Q3) Gam,u(w, s) .

Offensichtlich gehen hier fiir gerades m alle zugehorigen singuléren Funktio-
nen in die Berechnung des Rekonstruktionskerns ein, s.a. Bemerkung 3.4.3.
Die Rotationssymmetrie des Mollifiers e, bewirkt hier lediglich, dass die sin-
guldren Funktionen zu ungeradem m herausfallen. Der Aufwand zur Berech-
nung des Rekonstruktionskerns ist hier also deutlich hoher als im Falle der
0,-LA-RT aus Kapitel 2, nicht zuletzt weil die hier benétigten SWZ-Matrizen
deutlich grofer ausfallen.

Ansonsten erhalten wir nach einer von hier an zu Abschnitt 2.4.1 voll-
kommen analogen Rechnung das Ergebnis

szA (w, ) ;Z m+3/4 02 = (s) w(s) gam(w)
bzw. wLAw s) $n§ m + 3/4) Iom C3,,(5) w(s) gom(w)

wobei wie iiblich

1
I~ = / e(r) P,Sf’l/Q)(QrQ —1)rdr
0

1 3
Loy = / Re.(s)C3,(s)ds
0

bezeichne und ¢»,, diesmal definiert ist als

m(2m+3) m(2m+3)

Gom (w) 1= S|/ Z A(m)Yiw) =2vT Y A(m)Yi(w),
=0
mit

m(2m+3)

Z Au(2m; 0, 0) " d(2ms 0, 6), du(2m; 9, 6), (3.19)
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Geméf Abschnitt 3.3 wird man hier ebenfalls die Berechnung der A; regu-
larisieren miissen, so dass es abermals Sinn macht, den Rekonstruktionskern
in der Form

Uy (w,s) = 970 (s) + ((w, )

zu schreiben. Dabei bezeichnet ((w,s) wieder die Differenz aus Full-Data
und Limited-Angle Rekonstruktionskern. Wir halten unsere Ergebnisse fest
in folgendem

Satz 3.4.1.

Es sei e, € Bild(R} ;) ein rotationssymmetrischer Mollifier. Dann gilt fiir den
Rekonstruktlonskern wLAder allgemeinen 3D Limited-Angle Radon Transfor-
mation Ry, als Losung von Ry g1 L4 = ¢ die Darstellung

B, 5) %Z:: (m+3/4) Ty C2 (5) w0(s) gam () (3.20)
LA 1 < 3
baw. ¢rA(w,s) = Q—WQZ(mM/zL) Iy C2.(8)w(s) gam(w),  (3.21)
m=0
wobei
m(2m+3)

Gom (w) = 2¢/7 Z A(m) Yi(w)  mit (3.22)

m(2m+3)

Z Nu(2m; 0, 0) " dy(2ms 0, 6) . du(2m3 9, 9), (3.23)

gilt. Ebenso kénnen wir %LA in der numerisch giinstigeren Form

Uy, s) = 97 P (s) + ((w, ) (3.24)
ausdriicken. Dabei ist der Korrekturterm ((w, s) gegeben durch
¢(w, >:w“‘< s) — 77 (s) (3.25)

Z 1+ 3/4) Tury O () w(s) (gam(w) — 1) (3.26)

B 1
22

S (4 3/4) Ly G () () (om(w) = 1) (3.27)
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Korollar 3.4.2.
Es gelten die Symmetrierelationen

wVLA(w, —s) = wa(w, s) = wVLA(—w, s) (3.28)
sowie ((w, —s) = ((w, s) = ((—w,s). (3.29)

Beweis. Analog zum Beweis von Korollar 2.4.3: Das erste Gleichheitszeichen
gilt, weil die auftretenden Gegenbauer-Polynome und das Gewicht w gerade
sind. Das zweite Gleichheitszeichen gilt, weil die ¢y, gerade Funktionen sind.
Um letzteres einzusehen, miissen wir uns lediglich daran erinnern, dass wegen
Y, = Y;?gz)_l(s)) auch diesmal alle beteiligten Kugelflichenfunktionen immer

noch gerade sind, vgl. (1.1.1). O

Bemerkung 3.4.3.

Wie schon oben erwihnt, sind hier fiir ein gerades m alle m(m + 3)/2 + 1
singuldren Funktionen bei der Berechnung des Rekonstruktionskerns notwen-
dig — im Gegensatz zum Rekonstruktionskern der 6;-LA-RT (vgl. Abschnitt
2.4.1), wo sich die Anzahl der beteiligten singuldren Funktionen auf % + 1
reduzierte.

Formal gesehen liegt das natiirlich daran, dass wir bei der Konstruktion
der singuldren Funktionen f,,, fiir festes m auf alle m(m+3)/2+1 singuléren
Funktionen v,,; zuriickgreifen miissen und dementsprechend jede Funktion
fom,, einen Anteil von vy, j, besitzt. In Kapitel 2 konnten wir uns hingegen
auf jeweils |%] + 1 Funktionen beschrénken, weil wir dort nur bzgl. eines
Indexes orthogonalisieren mussten.

Anschaulich ben6tigt man hier fiir den Rekonstruktionskern eine grofere
Anzahl von Funktionen, um die fehlende Azimutalsymmetrie von Sj , im
Vergleich zu S2 auszugleichen. Denn nun gehen auch Kugelfliichenfunktionen
Y; = YQ]zg)—l(j
aufweisen. Dies spiegelt sich auch in der Tatsache wieder, dass die gg,, (und
damit ganz wﬁA) nun nicht nur von @, sondern auch von ¢ abhingen.*

yy mit k(j) # 0 ein, die demzufolge keine Symmetrie bzgl. ¢

3.4.2 Rekonstruktionsformel

Zum Schluss wollen wir auch hier die eigentliche Rekonstruktionsformel fiir
die allgemeine 3D Limited-Angle Radon Transformation angeben. Auf Grund
der vorhandenen Translationsinvarianz und der entsprechenden Symmetrie-
relationen des Rekonstruktionskerns (vgl. Korollar 3.4.2) verlduft die Rech-

“Dies gilt auch dann noch, wenn bzgl. @ alle Daten vorhanden sind. Dann haben wir
den bereits in Bemerkung 2.4.4 angesprochenen Fall vorliegen, dass die Daten bzgl. eines
Winkels eingeschrankt sind, der Rekonstruktionskern jedoch von zwei Winkeln abhéngt.
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nung vollkommen analog zu derjenigen in Abschnitt 2.4.2, so dass wir uns
darauf beschrinken, das entsprechende Ergebnis zu formulieren:

Satz 3.4.4.

Sei €] € Bild(Rj,) N C®(Q") ein rotationssymmetrischer Mollifier und

PLA0 = ibifA’Ow der zugehorige Rekonstruktionskern aus Satz 3.4.1. Fiir die
zur Rekonstruktion an der Stelle x benutzten Mollifier gelte e, (x, ) = Tfeg.

Dann lasst sich die Approximative Inverse S, der allgemeinen 3D Limited-
Angle Radon Transformation Ry, in der Form

Sy(z) = fy(x) = 2/52 /11 g(w,s) QZVLA’O <w, i —;M}) dsdw  (3.30)

9,5+ ¥ T

darstellen, wobei

bezeichnet. O



Anhang A

Spezielle Funktionen

Um standiges Nachschlagen zu vermeiden und gleichzeitig alle in der vor-
liegenden Arbeit benutzten Relationen spezieller Funktionen im Uberblick
verfiigbar zu haben, werden hier stichwortartig ihre wichtigsten Eigenschaf-
ten zusammengestellt.

A.1 Die Gamma-Funktion I

Fiir uns sind hier nur wenige Eigenschaften der I'-Funktion wichtig: Sie hat
keine Nullstellen und interpoliert die Fakultét fiir Werte x € R\ Z, es gilt
némlich (vgl. [8], 8.331 und 8.339):

I'(n+1)=n! neN (A1)
I'z+1)=al(x) reR\Z, (A.2)

Zudem wird des Ofteren benutzt, dass

r G) =7 (A.3)

(vgl. [8], 8.338) gilt.

P(a76>

m

A.2 Die Jacobi-Polynome

Die Jacobi-Polynome P&a’ﬁ), m > 0,a, 3 > —1, sind iiber dem Intervall
[—1,1] orthogonal bzgl. der Gewichtsfunktion w(z) = (1 — z)*(1 + x)” und

81
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erfiillen (vgl. [8] 7.391)

/1 (1—2)*(14z)° Pr(no"ﬁ) (x) P,Ef“ﬁ) (x) dx

1
2008+ Tn+a+1)T(n+3+1) (A.4)

:5mn
2n+a+0+1 nlln+a+pG+1)

Sie bilden ein vollstindiges orthogonales System im gewichteten L?-Raum
L*([-1,1],w) (vgl. [9], Chapter 1.9). Abhingig von ihrem Grad haben sie
gerade bzw. ungerade Paritét, d.h. es gilt

P (=) = (<" P)a) (A5

(vgl. [8], 8.961).

A.3 Die Gegenbauer-Polynome C)

Die Gegenbauer-Polynome C\, m >0, A > —%, entsprechen bis auf Umnor-
mierung den Jacobi-Polynomen P fiir den Spezialfalla = =\ — % Sie
sind definiert als

L2\ (m+r+35) " '

(s. [1], 22.5.20) und erfiillen demgeméf die entsprechende Orthogonalitéts-

relation bzgl. der Gewichtsfunktion w(z) = (1 — 22)*~2 auf dem Intervall
[_17 1]

Cp(z) =

1
/ (1— 22} CA(2) CMa) da
-1 A7
21—2)\ ﬂ-]‘_‘(m + 2)\) )\ 7é 0 ( )
(m+A)T2(N)m!’
(vgl. [1], 22.2.3). Dariiber hinaus erben sie neben der Vollstandigkeit in
L*([-1,1],w) natiirlich auch die Symmetrierelationen der Jacobi-Polynome,
es gilt also

- 5mn

Cn(=2) = (=1)" O} (). (A.8)
Des Weiteren sind hier noch die Eigenschaften
CMz) =1 (A.9)
d* R TAFE) g
2 Om(@) =2 BN Cri() (A.10)

(vgl. [8] 8.935, 8.937) von Nutzen.
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A.4 Die Legendre-Polynome F,, und die asso-
ziierten Legendre-Funktionen P’

Die Legendre-Polynome P,, sind wiederum ein Spezialfall der Gegenbauer-
Polynome, es gilt ndmlich

P,.(z) = CY?(x) (A.11)

(vgl. [8] 8.936). Sie bilden also ein vollstéindiges orthogonales System in
L?*(—1,1), haben die Symmetrie-Eigenschaft

P, (—z) = (=1)" P, (x) (A.12)
und erfiillen die Orthogonalitétsrelation
! 2
/_ Pu(o) Paa) o = b e (A.13)
Die assoziierten Legendre-Funktionen P! (mit m € Ny, [ = —m,...,m)

erhalten wir im Wesentlichen durch Ableiten der Legendre-Polynome P,,.
Zunichst setzen wir fiir m > 12> 0

Pl (z):=(-1)'1 - xQ)Z/Q%Pm(x) (A.14)

und definieren P!, fiir negative Ordnungen [ iiber

Pl() = <—1>l§§%"§}§§ Pll(z) (A.15)

(vel. |9], Chapter 5.1 (6) und 5.3 (11)). Die P! erfiillen dann die Orthogo-
nalitidtsbeziehungen

/_ Ph(o) PE&) dz = 8, — EZ * ]/3: (A.16)
/_ (1) Ph(a) Ph(o) do = by %Z:f_%, (A17)

(vgl. [1], 8.14.11 — 8.14.14). Fiir ihre Paritét ist die Summe aus Grad m und
Ordnung [ entscheidend, es gilt ndmlich

Py (=x) = (=)™ Py () (A.18)
(vel. [8], 8.737), s.a. (A.8), (A.10) und (A.11).
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A.5 Die Tschebyscheff-Polynome 2. Art U,

Die Tschebyscheff-Polynome 2. Art ergeben sich als weiterer Spezialfall der
Gegenbauer-Polynome C fiir A = 1, es gilt also

Un(z) = CL () (A.19)

(vel. [1], 22.5.34). Demgeméf bilden sie ein vollstandiges orthogonales System
in L?([-1,1],w), w(x) = v/1 — 22, und erfiillen die Symmetrierelation

Up(—2) = (=1)™ Up () (A.20)

sowie die Orthogonalitétsrelation

/1 U () Un () VI = 2l = Gy (A.21)

1



Anhang B

Kugelkoordinaten in n
Dimensionen

Kugelkoordinaten stellen im R? ein vertrautes Hilfsmittel dar und bediirften
keiner weiteren Erlauterung. Anders hingegen sieht es mit Kugelkoordinaten
im R™ fiir n > 4 aus. Diese werden nur selten bendotigt, ihr genaues Aussehen
ist daher eher unbekannt. Deshalb werden wir an dieser Stelle ihre allgemeine
Definition und die zur Rechnung notwendigen Eigenschaften bereitstellen.
Details kénnen dabei z. B.in [26] nachgelesen werden.

B.1 Definition

Ausgehend von den bekannten ,Kugelkoordinaten in R*, den Polarkoordi-

naten
@) _ (rcose B1
v e) <r sin (B-1)

(wobei r > 0 und ¢ € [0,2nx] gilt), kann man induktiv die hoherdimensio-
nalen Kugelkoordinaten definieren. Dazu setzen wir fiir n > 3 komponenten-
weise

201, 00 s, 0)
_ Jsin6, xl(-n_l)(r,eg,...,ﬁn_g,gp) vie{l,...,n—1} (B.2)
' r cos 6, =" '

Dabei gilt nun r > 0, die Polarwinkel 6; sind jeweils aus [0, 7|, und der Azi-
mutalwinkel ¢ liegt in [0, 27].!

'In dieser Form ist (B.2) offensichtlich nicht injektiv. Um dies zu erreichen (etwa um
die Transformationsformel anzuwenden), miissen noch gewisse Lebesgue-Nullmengen her-
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Auf diese Weise erhalten wir z. B. die bekannten dreidimensionalen Kugelko-
ordinaten

rsin 01 cos
23 (r,0;,0) = [ rsinbysing | | (B.3)
r cos 64

mit r >0, 6; € [0, 7], ¢ € [0, 27].
Beschrinken wir uns auf Punkte der Einheitssphire S"~!, schreiben wir

w(”)(el, e 09, 0) = x(”)(r =1,01,...,0,2,9). (B.4)

B.2 Eigenschaften

Der Betrag der entsprechenden Funktionaldeterminanten bzw. — anschaulich
gesprochen — das Volumenelement der Kugelkoordinaten ergibt sich zu

dz™ = =1 gy ggn—1 ) (B.5)
wobei
n—1 .__ n—1
dsS = ds(el,...,enfg,sa)
=sin"" 26, sin" 0, ...sin0,_odb; ...db,_sdy (B.6)
= Sinn_2 Ql dgl dszlg;?..ﬁn_z,so) (B7)

das Oberflichenelement der n-dimensionalen Einheitskugel (d.h. r = 1) ist,
deren gesamte Oberfliche durch

27rn/2
r(3)

gegeben ist. Mit Hilfe von (B.5) kénnen wir schnell das Volumen einer n-
dimensionalen Kugel mit Radius r zu

S = (B.8)

1"
Vol(B,) = —— (B.9)
n
bestimmen (s.a. [3]), es ist also proportional zur n-ten Potenz des Radius.

Eine weitere niitzliche Eigenschaft notieren wir im

ausgenommen werden, s. [26].



ANHANG B. KUGELKOORDINATEN IN N DIMENSIONEN 87

Lemma B.2.1.
Mit obigen Bezeichnungen gilt?
—w(")(Ql, ey Opa,0) = Ww(r =0y, m— 0y, ..., T —Opg, 0+ T). (B.10)

Beweis. Wir fiihren einen Induktionsbeweis nach n.
Fiir n = 2 reduziert sich die Behauptung auf

~w®(p) =w®(p+m),

was wegen sin(¢ + m) = —sin g und cos(¢ + 7) = — cos ¢ unmittelbar aus
(B.1) folgt.

Nun sei n > 3 und die Behauptung gelte fiir n — 1. Dann ergibt sich wegen
sin(m — ) = sin @ und cos(m — 0) = — cos 6

w,(”)(w—91,...,7T—«9n_2,<p+7r)

B {sin(ﬁ—ﬁl)wi(n_l)(w—92,...,7T—9n_2,<p+7r) iedl,...,n—1}

rcos(m — 6) Ji=mn

—rcos bty ,Ji=n

LV. {sin 6 (—Wz'(n_l)(‘gza v Ona,p)) ie{l,... ,n—1}

und damit die Behauptung. O

2Dabei ist o + 7 natiirlich als ¢ + 7 modulo 27 zu verstehen.
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