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Einleitung

Viele Probleme in der Medizin, der Geophysik oder beim Einsatz zerstorungsfreier
Priifverfahren lassen eine direkte Messung der Eigenschaften des zu untersuchenden
Objekts nicht zu. In diesem Fall behilft man sich, indem man aus indirekten Beobach-
tungen auf diese Eigenschaften schlieft. Man spricht dann im Gegensatz zu direkten
von inversen Problemen. Sie treten zum Beispiel in der Geophysik auf, wo an seis-
mischen Wellen Laufzeitmessungen durchgefithrt werden, um Gesteinsformationen im
Inneren der Erde erkennen zu kénnen. Auf &hnliche Weise nutzt man in der Medi-
zin bei der nicht-invasiven Untersuchung von Patienten die Intensitdtsminderung von
Réntgenstrahlen, die den Korper durchlaufen, um so ohne chirurgischen Eingriff ein
Bild vom Inneren zu erhalten. Ferner treten inverse Probleme in Systemen auf, fiir die
aus vorliegenden Daten ein abstraktes, mathematisches Modell gefunden werden soll.
Louis bietet in [12] einen allgemeinen Uberblick iiber die Behandlung inverser Proble-
me.

Die vorliegende Arbeit stiitzt sich auf eine Verdffentlichung von Bertolt Eicke:

“ Iteration methods for convexly constrained ill-posed problems in Hilbert-

space” [4].

Das Ziel der Arbeit besteht darin, den Inhalt aufzuarbeiten und die vorgestellten Itera-
tionsverfahren auf zwei typische Aufgabenstellungen aus dem Gebiet inverser Probleme
anzuwenden.

Das erste Kapitel geht auf mathematische Grundlagen ein, die beim Verstdndnis der
anschliefend vorgestellten Verfahren behilflich sind. Es wird die verallgemeinerte In-

verse als Losung eines schlecht gestellten, inversen Problems eingefiihrt.
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Im zweiten Kapitel werden Eigenschaften der verallgemeinerten Inversen fiir den Fall,
dafl nur bestimmte, in der vorliegenden Arbeit positive Losungen zugelassen werden,
aufgefithrt.

Das dritte Kapitel liefert Verfahren, die dazu eingesetzt werden, eine solche Lésung zu
finden.

Der letzte Abschnitt zeigt die Ergebnisse der praktischen Umsetzung der Methoden. Es
wird eine Fredholmsche und Abelsche Integralgleichung unter obigem Aspekt gelost.
Schliefllich wird noch ein kurzer Ausblick auf nichtlineare Probleme und Literatur zu

diesem Themenbereich geboten.

An dieser Stelle m6chte ich Herrn Prof. Dr. A. K. Louis fiir die Bereitstellung des
Themas und die stete Hilfsbereitschaft danken. Weiterhin méchte ich allen danken, die

zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen haben.



Kapitel 1

GRUNDLAGEN

Dieses Kapitel soll einen Einblick in die Behandlung inverser Probleme bieten. Allge-

meine Begriffe und die notwendigen mathematischen Grundlagen werden angegeben.

Inverse Probleme lassen sich wie folgt genauer beschreiben:
Als mathematisches Modell fiir ein Experiment dient eine Abbildung A von der Menge
X der Parameter in die Menge Y der Resultate

A: X — Y

I — g

Ein inverses Problem liegt vor, wenn aus den Resultaten g € Y das Urbild rekonstru-
iert werden soll.
Die Losung dieses Problems ist einfach zu erhalten, wenn die folgenden Bedingungen

erfiillt sind:

1. A ist Bijektion,
2. A7 ist stetig beziiglich geeigneter Topologien in X und Y.

Die Bedingung der Bijektion garantiert die Eindeutigkeit der Losung fiir alle g aus der
Menge der Resultate. Die zweite Bedingung gewé&hrleistet die Stabilitdt des Problems,
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was bedeutet, daB auf kleine Anderungen in den Daten g kleine Anderungen im Er-
gebnis f folgen (was jedoch in der Praxis oft nicht erfiillt ist). Auf Hadamard (1932)
geht dazu die folgende Definition zuriick:

Definition 1.0.1 Sei A : X — Y eine Abbildung mit topologischen Riumen X,Y .
Das Problem (A,X,Y ) heifit gut gestellt, wenn:

a) Af = g fir jedes g € Y eine Ldsung besitzt,
b) diese Losung eindeutig ist,

¢) die Losung stetig von den Daten abhdngt.

Sind nicht alle Bedingungen erfillt, so heifit das Problem schlecht gestellt.

Nach dieser Definition z&hlen inverse Probleme in der Regel zu den schlecht gestellten.
Louis gibt in [12] an, wie sie klassifiziert werden. Revalski liefert in [22] eine Ubersicht
iiber weitere Definitionen der Schlechtgestelltheit von Problemen, zum Beispiel in der
Sprechweise von Tikhonov. Bei der Klassifizierung muf} beriicksichtigt werden, dafl der
Grad der Schlechtgestelltheit nicht nur vom Operator A, sondern auch von der Glatt-
heit der exakten Lésung f abhingt.

Es soll

A: X — Y

f — g

gelost werden, wobei X und Y Hilbertraume iiber IR sind und g gegeben ist.

Definition 1.0.2 [2] X und Y seien Hilbertrdume und U eine Teilmenge von X.
Fine Funktion, die jedem f € U eindeutig ein Element g = A(f) = Af € Y zuordnet,
nennt man Operator (auch Abbildung oder Transformation) von U nach Y. U heifit
Definitionsbereich des Operators und wird mit D(A) (domain of definition) bezeichnet.

Die Menge R(A) :={g € Y| 3f € D(A) mit Af = g} heifit der Wertebereich (Range)



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 5

des Operators A. Dann ist A eine Abbildung von D(A) nach R(A).
Die Menge N'(A):= {f € D(A)| Af = 0} wird als der Nullraum von A bezeichnet.

Definition 1.0.3 A, X,Y wie oben. A heiffit genau dann linear, wenn fir beliebige
Qy, QA2 € ]R'7 f17f2 € D(A) ngt

Alarfi + aafa) = a1Afi + a2Afs.

A heifdt beschrankt, wenn es eine Konstante ¢ € IR (Schranke von A) gibt, so daff
|Af]| < el f]| fir alle f € D(A) gil.

Definition 1.0.4 A sei linearer Operator von D(A) C X nach X mit D(A) = X
(D(A) liegt dicht in X ). Gibt es zu v € X ein v* € X mit

(Aw,v) = (w,v*) fiir alle w € D(A),

dann ist die Zuordnung v — v* eindeutig und linear.
Der Operator A* : X O D(A*) — X; v — v* heifit der zu A adjungierte Operator.
Fin Element v* ist genau dann ein Element von D(A*), wenn es ein v € X gibt, so

dafy (Aw,v) = (w,v*) gilt.

A sei im folgenden linear. Die Aufgabe lautet, Af = g zu l6sen. Da nicht fiir jedes
g € Y eine Losung f existiert, fiihrt man den Begriff der verallgemeinerten Lésung
und verallgemeinerten Inversen ein, um den Lésungsbegriff fiir eine gréflere Menge von
Elementen aus Y definieren zu kénnen. Dies geschieht, indem man statt der Gleichung
Af = g das Problem betrachtet, den Abstand J(f) = ||Af — g||y zu minimieren. Liegt
g in R(A), so erhdlt man als minimalen Abstand Null. Liegt g in R(A)* (Orthogo-
nalraum zu R(A)), so ist ebenfalls eine Minimierung moglich, jedoch existieren fiir
nichtinjektives A unendlich viele Losungen. Um Eindeutigkeit der Loésung in diesem
Falle zu erhalten, wihlt man das Element kleinster Norm. Diese Betrachtung fithrt zu

folgender Definition:
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Definition 1.0.5 A sei linearer, beschrinkter Operator von X nach 'Y und
g € R(A)OR(A)* =: D(A!). Als Moore-Penrose Losung oder verallgemeinerte Losung
des Problems Af = g bezeichnet man f! € X mit:

a) f minimiert den Defekt J(u) := ||Au — g||v,
b) fir alle f € X mit J(f) = minyex J(u) gilt: ||ff||X < || fllx-

Die dadurch definierte Abbildung

At:DAY) — X
g — f!

1

wird verallgemeinerte Inverse oder Pseudoinverse * von A genannt.

Fiir die verallgemeinerte Losung f! = Atg gilt der folgende Satz:

Satz 1.0.6 f! ist in R(A*) die Losung der Normalengleichung

A*Af = Aq.

BEWEIS : in Louis [12].

Ebenfalls in [12] findet man folgende Eigenschaften der verallgemeinerten Inversen :

o N(A!) = R(4),

o R(A)'=N(A4)" =R(4"),

o At ist linear,

!Der Begriff der Pseudoinversen wurde erstmals 1903 von I. Fredholm im Zusammenhang mit
Integralgleichungen betrachtet. Fiir Matrizen geht die Definition auf E.H.Moore zuriick, die er 1920
im Rahmen eines Vortrages als Konzept zur Reziproken einer (m x n)-Matrix vorstellte. Nachdem
diese Entwicklung weitgehend in Vergessenheit geraten war, entdeckte R.Penrose 1955 unabhéingig

von der Vorgeschichte die verallgemeinerte Inverse beliebiger Matrizen neu. [9)]
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o Al ist genau dann stetig, wenn R(A) abgeschlossen ist.

Falls ein Problem schlecht gestellt ist und die Daten fehlerbehaftet sind, so wendet man
zu seiner Lésung eine sogenannte Regularisierung an. Diese bietet einen Ersatz fiir die
im allgemeinen fehlende Stetigkeit von A' (im Falle dim R(A) = oo).

Man definiert Regularisierung wie folgt:

Definition 1.0.7 Eine Regularisierung von A! ist eine Familie von Operatoren
{T,}+50; Ty : Y — X mit folgender Figenschaft:

Es ezistiert eine Abbildung v : Ry x Y — IR, so daf fiir alle g € D(A') und fiir
alle g° € Y mit ||g — ¢°|ly < € gilt:

1611_1)10 Ty(eg99° = Alg.
9¢—g

Sind alle T, linear, so heiffit {T,} eine lineare Regularisierung. v wird Regularisierungs-
parameter genannt, den man so wdhlt, dafl

ly_% v(e,¢°) =0

g9¢—g

gilt.

Zum Nachweis der Regularisierungseigenschaft eines Verfahrens betrachtet man den

Fehler ||T,g¢ — Alg|, fiir den die folgende Ungleichung gilt:
IT,9° — Algl| < | Tog" — Togll + | T,g — Algl].

Der erste Summand der rechten Seite beriicksichtigt den Datenfehler, liefert also gege-
benenfalls Stabilitat fiir gestorte Daten. Der zweite Summand gibt den Approximati-
onsfehler an. Als Regularisierungsverfahren seien das Tikhonov-Phillips Verfahren, die
abgeschnittene Singuldrwertzerlegung, Regularisierung mittels Mollifier und Iterations-
verfahren, zu denen auch die in dieser Arbeit behandelte Landweber-Iteration zahlt,
genannt. Regularisierung erreicht man hierbei {iber die Anzahl der durchgefiihrten Ite-
rationsschritte. Zusatzinformationen iiber die mogliche Lésung f kénnen helfen, die
Konvergenz des Verfahrens zu verbessern. Sie werden im folgenden eine wichtige Rolle

spielen.



Kapitel 2

Konvex-restringierte schlecht
gestellte Probleme

& Tikhonov-Regularisierung

In diesem Abschnitt wird analog zu Kapitel 1 eine auf eine abgeschlossene, konvexe
Menge C restringierte verallgemeinerte Inverse Afc eingefiithrt. Es wird gezeigt, daf} sich
nur wenige Eigenschaften des unrestringierten Problems auf den nichtlinearen Operator

A}, iibertragen lassen. Die vorgestellten Eigenschaften stammen aus [4] und [6].

2.1 Einige Eigenschaften von AE

Wie zuvor sei A ein linearer, beschriankter Operator zwischen den reellen Hilbertrdum-
en X und Y, C sei eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge von X. Wieder wird
J(f) = ||Af — ¢|ly minimiert, jedoch mit der Einschréankung, dafi f in C enthal-
ten sein mufl. Die Eindeutigkeit der Losung, falls sie existiert, wird durch die Wahl der
Losung f kleinster Norm gewé&hrleistet. Wir bezeichnen sie mit Afcg. Sie heift restrin-
gierte verallgemeinerte Inverse (auch Quasilosung). Der folgende Satz beschreibt die
Eigenschaften des nichtlinearen Operators Afc. P¢ steht fiir die metrische Projektion
auf eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge (. Metrische Projektion bedeutet,
dafl jedem Element des Hilbertraumes das eindeutig bestimmte, nédchstgelegene Ele-

ment von C' zugeordnet wird. Im Anhang ist eine Ubersicht iiber die Eigenschaften von

8
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Projektoren aufgefiihrt.
In der Folge werde mingec ||Af — g|| mit (P) bezeichnet.

Satz 2.1.1 Afc besitzt folgende Figenschaften:
a) AA*C = Pyoy auf D(AL).

b) ( ) {QEYIP 59 € A(C)}

c) A ( ;= A P auf ’D(Af)

d)f A*Afe/\/( )furallefEC

e) Fir Unterrdume C ist Al = (APo)!.

f) Fiir beschrinkte Mengen C ist ’D(Af )=Y.

BEWEIS :
a) Fiir g € D(AL) gilt nach Definition:

|AALg —gll = min [|Af —g| = min |ln—gl = min ||M gll-
HEA MEA
Dies entspricht aber der Definition der metrischen Projektion auf A(C'), das heifit, dafl
g der eindeutig bestimmte, nachstgelegene Punkt in A(C') zugeordnet wird. Somit gilt
also: Py 169 = AAng
b) [siche auch Neubauer [19] Proposition 2.2]
Ist g € ’D(Afc), dann gilt nach a) : P9 = AAng € A(C). Ist Py

A(C)
ng = A¢ mit ¢ € C, dann folgt:

109 € A(C), also

inf |Af —g|| = inf —g|| = inf —4g|l = ||A¢ — ¢||-
nfllAf —gll = infln—gl = il llu—gll=]4¢-gl
Damit existiert minsec ||Af — ¢, und es gilt g € 'D(Af ).
¢) Zu zeigen ist: Alg = AL P 109" Al.g minimiert ||Af—g| fir f € C. Somit minimiert
es auch ||Af — P g||, weil Af € A(C) fiir alle f € C gilt. Es folgt: Acg = AfCng.
Ferner ist zu zelgen daf} Acg = Al PR(A)g.
Der Satz von Pythagoras liefert:

IAf = glI* = |Af — Pregygll® + | Pregyg — 9l
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mit festem zweitem Term.

d) Fiir alle g € A(C) und f € C folgt nach Teil a) AAng = ng. Man erhélt dann

zusammen mit b) die Behauptung wie folgt:

A(f— ALAF) = Af—AALAS
= Af - PyAf = Af — Af =0.

) Es gilt: D((APc)!) = A(C) ® A(C)* = {g € Y|Pyz9 € A(C)} = D(4}).

Fir ¢ € D((AP)!) ist (APc)tg nach Definition das Element kleinster Norm von:
{f € X| | APof — gl| = mingec | 4 — gl[} = {f € X| APof = Pyzrg}

={p € ClA¢ = ng} ®Ct,da APof = APc(¢ + ¢') mit ¢ € C und ¢' € C* gilt.
Somit ist (APc)!g auch das Element kleinster Norm von {¢ € C|A4¢ = ng}, also
gleich Afcg.

f) Aist linearer Operator. Da die Menge C beschrankt, abgeschlossen und konvex ist,
folgt fiir C' schwache Folgenabgeschlossenheit. Daraus erhélt man die Abgeschlossenheit
von A(C), weil Af, — g, fn € C die Existenz einer schwach konvergenten Teilfolge
von f, impliziert, deren Grenzwert in der Menge C' liegt.

Aus f,, — f folgt Af,, — Af und damit g = Af € A(C).

Gemis b) folgt die Behauptung. O

In den weiter unten zu fithrenden Beweisen benétigt man die Umformulierung des re-
stringierten Minimierungsproblems zu einer Variationsungleichung. Das folgende Lem-

ma geht darauf ein.

Lemma 2.1.2 Es sei G = {z| z = ALg +v,v € N(4)}.

a) Fir g € ’D(Afc) folgt, dafy G N C Losungsmenge von

(A*Az — A*g,z —y) <0 Yy e C in C ist.

b) Wenn (A*Az — A*g,z —y) < 0Vy € C losbar ist in C, dann gilt: g € 'D(Afc).

BEWEIS :
a) Jedes ¢ € GN C ist minimierendes Element von (P) und lost damit die Variations-

ungleichung, denn fiir y € C, A € [0,1] ist

0 < [AQAz+(1-A)y)—g|I*~[|Az—g|* = 2(1-A)(A"Az—A"g,y—z)+(1-A)’| A(y—=) |".
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Fir A — 1 folgt die Variationsungleichung.

Sind z;,z3 € C Losungen, dann erhilt man durch Addition von
(A*Azy — A*g, 21 — z2) <0 und (A*g — A*Azz, 21 — 22) <0
das Ergebnis
[A(z1 — 22)|1* < 0.

Also folgt, daBl z; — z, € N(A).
b) Ist z Losung, dann gilt fir y € C :

[Ay —gl* — [|Az —g||* = 2(A"Az — A"g,y — z) + [[A(y — z)||* = 0
= Ay —glI* > [|Az—g]".

Also ist  Losung von mingec || Af — g||, das heift, g € ’D(Afc). O

2.2 Das Bild von AE

Es stellen sich auch im Bild von Afc Unterschiede zu A' ein: ’R(Afc) ist zum Beispiel
im Gegensatz zu R(A') = N (A)! im allgemeinen nicht abgeschlossen.

Satz 2.2.1 Fliir das Bild von Afc gilt:
a) R(AL) = {f € C|ALAS = f}.

b) R(PcA*) C Po(N(A)Y) .

¢) Po(N(4)") C R(AL).

d) R(A}) C R(PeA*) .

) R(PoA") = Po(N(A)).

BEWEIS : [5]

a) Zu f € ’R(Afc) existiert ein g € A(C) mit Afcg = f. Nach Satz 2.1.1 folgt:
ALAf = ALAALg = AL Pygg = Abg = f.

b) Es ist PcA*f € Po(N(A)*), da A*f € R(A*) C N(A)* gilt.
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Falls C = X und R(A*) # R(A*) folgt die echte Inklusion.

c) Seien f € Po(N(A)*), f € C, Poz := f fiir 2 € N(A)*. Dann ist f = AfCAf [[5]
Bem (iv) zu Satz 3.5]. Falls f minimale Norm besitzt, gilt f € ’R(Afc) Die minimale
Norm von f folgt jedoch aus der Definition der metrischen Projektion, wenn ¢ € C
und Af = A¢:
0<(¢—Foz,Poz—2)=(¢—f,f—2)=(o—F,f)—(¢—f,2)=(o— 1. [),

da ¢ — f € N(A),z € N(A)* gilt.

Die Cauchy Schwarzsche Ungleichung liefert:

0<(¢=1,f)=—~(£, )+ (1) < =IFI>+lIlllIfll, womit]|f]| <[¢] also f € R(AL)
folgt.

d) Es ist zu zeigen: ’R(Afc) C R(PcA¥).

Nach Satz 2.3.1 (weiter unten) gilt: Alg = lim, 0 T,,cg, wobei T, cg € R(PcA*).
R(AL) ist nicht notwendig abgeschlossen, wie Beispiel 3.10 in [5] zeigt.

e) Von linearen Abbildungen A : X — Y weifl man: V' (4)Lt = R(A4*). f(M) = f(M)
gilt fiir alle stetigen Abbildungen f und alle Mengen M in topologischen R&umen.
O

ANMERKUNG :

a) A ist injektiv auf ’R(Afc), denn nach Satz 2.1.1 a) folgt fiir AAfcgl = AAfcgz :
Abg = AL AALg = ALAALg, = ALg..

Beispiel 3.10 in Eicke [5] zeigt, da} A auf m nicht injektiv und ’R(Afc) selbst fiir
abgeschlossenes R(A) nicht abgeschlossen sein mufl.

b) In Eicke [5] werden in Kapitel 3.3 Kriterien fiir die Korrektgestelltheit restringierter
Probleme zusammengestellt. Es zeigt sich, daf3 die Stetigkeit von Afc, also die Korrekt-
gestelltheit, nur fiir starke Forderungen an den Operator A und die Menge C' gew&hr-
leistet ist.

c¢) Natterer stellt in [17] die Frage, inwieweit Datenfehler durch die Restriktion mehr
verstarkt werden als im unrestringierten Fall insbesondere auch fiir Afg € C. Er fiihrt
dazu ein von Mario Primicerio vorgeschlagenes Beispiel auf, bei dem

|ALge — Alg|| > || Atgs — Alg|| fiir Alg € C gilt.

d) Storey und Chapron geben in [24] Bedingungen an, unter welchen ein restringiertes,
lineares Problem eine Losung besitzt.

e) In Kapitel 5.4 in [6] untersuchen Engl, Hanke und Neubauer die Auswirkung von
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konvexen Restriktionen auf das Konvergenzverhalten der Tikhonov-Regularisierung.

2.3 Tikhonov-Regularisierung restringierter Proble-

me

Um die Eigenschaften der im folgenden angefiihrten Iterationsverfahren zur Lésung
konvex-restringierter Probleme besser verstehen zu kénnen, enthilt dieser Abschnitt
grundlegende Ergebnisse der Tikhonov-Regularisierung. Sie ist definiert als Lésung des

Minimierungsproblems:
min ||Af — g||*> + Z,

C ist dabei eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge von X; g € Y;v > 0.

Satz 2.3.1

a) Konvergenz fiir exakte Daten:

g€ ’D(Afc) gilt genau dann, wenn lim,_,o T, cg existiert. Dann konvergiert T., cg gegen
Afcg : limy o0 Ty cg = Afcg.

b) Glattheitsbedingung:

Die Tikhonov-regularisierten Lésungen erfillen eine gewisse Glattheitsbedingung:
T,cg € R(PcA*) L.

¢) Konvergenzordnung bei Kenntnis von Zusatzinformationen bei exakten Daten:

Wenn g € 'D(Afc), u € X und Afcg = PcA*u € R(PcA*), dann gilt:

IT,cq — Abg|l < Ayl
und
|A(Ty.cg — ALg)|| < 7llul-

d) stetige Abhéngigkeit vom Regularisierungsparameter:

Fir alle 4,6 >0 und g € Y gilt:

![siche auch [6] Bemerkung 5.22]
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ITcg — Tregll < P52 T cg])-

e) Monotonie:
Fir g €Y ist ||T, cg|| monoton fallend in ~.
f) Konvergenz fiir gestérte Daten mit a-priori-Parameterwahl:

Es sei g € ’D(Afc). Fiir {g°}es0 C Y und eine Funktion T : IRT — IR* gelte:

62

1Priz(9 — gl < e, lim g =

Dann st

. € ‘I’
11_13(1) Tr(e,c 9° = Acyg.

g) Konvergenz fiir gestorte Daten bei Glattheitsbedingung:
Sei g € ’D(Afc) mit Alg € R(PcA*) und 7 > 1. Fiir {g°}es0 C Y sei ||Pm(gE —9)|| <
€. Dann gilt fir ['(€) := sup{l' > 0| ||[ATrg® — ¢°|| < 7€} :

|Tr@.09° — Abgll = O(Ve).

a) Neubauer [19] Theorem 2.4.
b) Michelli Utreras [15] Theorem 3.1: Best smoothing in a convex set.
¢) Neubauer [19] Theorem 4.2.
d),e) Neubauer [19] Theorem 1.7.
f) Neubauer [20] Theorem 2.7.
) Engl, Hanke und Neubauer [6] Proposition 5.26. O

Satz 2.3.1 liefert wichtige Eigenschaften der Tikhonov-Regularisierung. Interessant fiir
die Stabilitat des Verfahrens ist besonders Aussage g), die eine Konvergenzrate angibt.

Die Voraussetzung Afcg € R(Pc A*) spielt eine entscheidende Rolle.
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2.4 Die Landweber-Iteration

Im n&chsten Kapitel werden Methoden zur Lésung restringierter Probleme angegeben.
Diese basieren auf der Iterationsvorschrift des Landweber-Verfahrens, die nun kurz
vorgestellt werden soll.

Die meisten Iterationsverfahren zur Naherung von A'g beruhen auf der Umformung

der Normalengleichung A*Af = A*g zu einer Fixpunktgleichung;:

f=Ff+A(g— Af).

Fiir || 4]|?> < 2 ist der Fixpunktoperator (I — A*A) nichtexpansiv. Fiir schlecht gestellte
Probleme ist dieser Operator jedoch keine Kontraktion. Man fithrt bei der Landweber-
Iteration den Relaxationsparameter § mit 0 < 8 < W ein.

Somit erhilt man:

frov1 = fo + BA™(g — Af2).



Kapitel 3

Iterationsverfahren zur Losung

restringierter Probleme

In diesem Abschnitt werden drei Iterationsverfahren zur Lésung restringierter Probleme
vorgestellt. Sie werden eingesetzt zur Regularisierung, nicht zur Lésung bereits (zum
Beispiel durch Tikhonov-Verfahren) regularisierter Probleme. Im ersten Abschnitt wird
die projezierte Landweber-Iteration untersucht. Der zweite Abschnitt enthalt eine Mo-
difikation fiir den Fall, dafl die restringierte verallgemeinerte Inverse einer gewissen
Glattheitsbedingung geniigt. Schliefilich wird im letzten Teil auf ein nichtstationéres

Verfahren eingegangen.

3.1 Die projezierte Landweber-Iteration

Untersucht werden zunachst Verfahren der Form:

(V) fo beliebig , f,11 = PcUf, = (PCU)n+1f0.

Der Operator U ist dabei nur von A und g, jedoch nicht von der Menge C abhéngig. Die
Verwendung von (V') bietet sich an, falls sich der Projektor Py einfach darstellen 1afit.

16
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Iterationsverfahren besitzen eine “Selbstregularisierungseigenschaft”, das heifit, daf§ bei
gestorten Daten ein Problem durch frithen Abbruch der Iteration ohne weiteren Eingriff

bereits regularisiert wird.

Satz 3.1.1 Sei @ = {z| ¢ = ALg + v, v € N(A)}. Die Menge der Fizpunkte der
Iterationsabbildung (V') ergibt sich dann zu:

G N C fir g € D(A})

sonst

Fiz(PoU) = {

BEWEIS :

Fiir einen Fixpunkt # von PcU gilt:

e=PlUr <— z€C,(Uz—z,2—y)= Uz — PcUz,z—y) >0 Vy € C gemif den
Eigenschaften der Projektion. Nach Lemma 2.1.2 folgt die Behauptung. O

Bei den vorgestellten Verfahren entspricht U der Iterationsabbildung des Landweber-
Verfahrens: Uf = (I — BA*A)f + BA*g; 0 < B < 2||A|| 2.
Daraus ergibt sich fiir das Verfahren 1:

(V1) Startwert f, beliebig, 0 < 3 < 2||A]|~2
Jot1=PoUfn = PC[(I _/BA*A)fn ‘I'ﬂA*g]'

Fir ¢ = X erhdlt man die herkémmliche Landweber-Iteration. Da im allgemeinen
weder Po noch U Kontraktionen sind, 148t sich die starke Konvergenz von (V1) nur

schwer zeigen. Andererseits gilt jedoch das folgende Lemma.
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Lemma 3.1.2 Die oben definierten Po und U erfillen:
a) P¢ ist nichtezpansiv, das heifit:
|Poz — Poyll* < |lz —yl* = (I — Po)z — (I — Pyl
= |Poz — Poy|® < (¢ —y,Poz — Peoy).

b) U ist nichtezpansiv, das heift:

2
plIA?

Uz — Uyl* < |z — y||* - ( DI =)z — (I - U)yll*.

¢) PcU ist nichtezpansiv, das heift:

BllAl*
2

[PeUz — PeUy|* < [lz —y|I* — (1 - (I = PoU)z — (I - PeU)yl’.

BEWEIS :

a) Fiir Projektoren gilt die Ungleichung: ((I — P¢)z, Pz — Poy) > 0 Yy € X [vgl.
Anhang].

1. (I—-Po)z,Pc(z—y)) >0

2. (I—Po)y,Pc(y—z)) >0 Va,ye X

Die Subtraktion 1.-2. liefert: ((I — Po)z — (I — Po)y,2Pc(z —y)) > 0,
also (I — Pc)z — (I — Po)y,Pe(z —y)) >0

— (I — Pe)e — (I — Po)y,—Pec(z—y)) <0 (3.1.1)

= (I~ Po)(e —y)* — (I~ Pe)(z — y)rz —y) <0

= (I~ Po)e —y)* ~ Iz — I + (Polz — )z — ) <0.

Damit ist die Behauptung erfiillt, denn (3.1.1) ist dquivalent zu:

— (2 —y, Po(z —y)) + (Po(z — y), Po(z —y)) <0,

womit (Pg(z — y),z —y) > ||Po(z — y)||* folgt.

Dies impliziert auch die dquivalente Formulierung von a).

b) Formuliert man ||Uz — Uy||? aus, so erhélt man:

Uz — Uy|*

= I(z —y) — BA*A(z — y), I(z —y) — BA™A(z — y))

=(z—y,z—y) —2(I(z —y), BA"A(z — y)) + B*(A"A(z — y), A" A(z — y))
= |z —y[|* — 28(A(z — y), A(z — y)) + B[ A" Az — y)||?

e~ gl? — 28] Alz — g)* + B4 Al — v
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Die Behauptung lautet:

[Ue = Uy|* < flz — " = (52 — DI = V) — (I - D)y

— Jle — yl1? — (i — DIBA AL — y)|*

Sie ist erfiillt, falls

(s — DIBA“A(z — y)|1> < 28 A(e — y)| — B|A* Al — )|
Es gilt:

2 23

— — 1)||BA*A(z — LR — 8| A* Az — 2
(G ~ VIBA A~ = (i~ A4 Al - v)]
2/8 2 2 * 2
= ——||[A*A(z — — A* Az —
AT ) = 84 AG - y)]
2/8 2 2 2 * 2
A*||*| A(z — — A*A(x — .
< AT = )| - B4 — )]

Damit ist die Behauptung erfiillt, da || 4*|| = || A]|.

c) Setze k := — 1. Aus a) ergibt sich dann:

2
Bl Al
|PeUz — PoUy|? < ||[Uz — Uy|]* = (I — Pe)Uz — (I — Po)Uy|]?
le —yl* = KII(Z — U)a — (I - U)y|?

—[I[(I = PeU)z — (I = PcU)y] = [(I = U)z — (I - U)y]|*-

IA

Mit der Identitat klju|]* + ||v —u||> = ||[Vk + 1u — \/kl?vﬂz +(1- ﬁ)”vw folgt:

[PeUz — PeUy|* < |z —yl* = [[IVk+ 1((I = U)z — (I = U)y)

1 2
_\/m((l - PCU)CC - (I_ PCU)y)H
H(1 = ) = Pel)z — (I = PoU)yl)
< o=l = (1= I = Pel)e — (1 = PoU)y?
= Je—sl - 0= Ay 1 - Povye — (1 - v O

Satz 3.1.1 gibt die Menge der Fixpunkte von PcU an. Der folgende Satz liefert Aus-
sagen iber die Konvergenz von (V1). Zu seinem Beweis wird der folgende Hilfssatz

bendétigt:
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Hilfssatz (nach Browder [3]): Jede nichtezpansive Selbstabbildung Ty einer nichtlee-
ren, beschrdinkten, abgeschlossenen, konvexen Teilmenge C eines gleichmdfiig konvezen

Raumes hat einen Fizpunkt.

Satz 3.1.3 Fir beliebiges fo erfiillen die Iterierten des Verfahrens (V1) :

a) f, ist beschrinkt (fir ein fo) genau dann, wenn g € 'D(Afc).

) 1A fwn — glI” < [1Af0 — glI* — (& — [ AI) | foss — Ful”

c) Firge ’D(Afc) féllt der Defekt || Af, — g|| monoton gegen dist (A(C),qg).

&) [ foes — Abgl* < || fo — Abgl? — (1 — LLAL) |5, — 1|12 fir g € D(AL)

e) Firg e ’D(Afc) konvergiert die Folge {f,} schwach gegen einen Fizpunkt von PcU.
f) Jeder Hiufungspunkt von {f,} ist Fizpunkt. Gibt es eine konvergente Teilfolge, so

konvergiert die ganze Folge.

BEWEIS :
)
" «<=": PoU ist nichtexpansiver Operator, also gilt:

[(PoU)™1 o — Abg] < | (PeUY fo — Abgl| < Lo — Abg]
" =": [3] Zum Beweis wird der vorhergehende Hilfssatz betrachtet. Sei d der Durch-
messer der Menge f,, und fiir jedes f € X sei By(f) die abgeschlossene Kugel mit
Radius d um f. Wenn C}, := N;>rBa(f;) ist, ist Cp nichtleer und konvex fiir jedes k
und T4(Cx) C Cry1. C bezeichne den Abschlufl der Vereinigung der Cj fiir £ > 1. Da
Cr mit k wéachst, ist C' eine abgeschlossene, beschriankte, konvexe Teilmenge von X.
Weil Ty (' in C abbildet, besitzt T} einen Fixpunkt in C. Nach Satz 3.1.1 folgt die
Behauptung.
b) Es gilt zunéchst:
[ s — fall® = [[Pc[(I — BA*A) fo + BA*g] — full?

< —B(A*Af, — A*g, foy1 — fn) (3.1.2) [vgl. Anhang].

Fiir die Differenz ||Af.+1 — g||> — ||Afn — g||* erhélt man:
|Afnr1 —g|* = [|Afa — glI”
= (Afat1 — 6 Afnr1 — 9) — (Afa — 9, Afa — 9)
= (A" Afat1 — A%G, far1) — (Afnt1,9) +(9,9) — (A*Af — A9, fo) + (Afas9) — (9,9)
= (A*Afni1y far1) — (A%9, frr1) — (fas1, A%g) — (AT Afn, fr) + (A%, fr) + (A%9, fr)
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= —2(A%g, fa+1 — fo) + (A" Afui1, farr) — (A" ASn, fn)

=2(A"Afn — A%G, fri1 — fn) = 2(A%Af, frra — fo) + (A" Afnsry fasr) — (A" Afn, fn)
=2(A*Afn — A%g, frr1 — fn) — (A" Afns 2fnt1 — o) + (A" Afai1, frta)

= A Afy— A, fais — f) + (A Alfuss — )y s — fa) (3:13).

Fiir den ersten Summanden gilt nach (3.1.2):

2A*Afn — A%g, fas1 — fa) < —%||fn+1 - fn||2-

Fiir den zweiten Summanden gilt:

(A*A(fasr = fo), Frrr — o) S AP frsr — ful®

o VA fus — gl — A — gl* < — 2 fuss — Full® + JAI forr — Ful”

¢) (durch Widerspruch)

Die Behauptung b) gewahrleistet, dafl der Defekt monoton gegen ein ¢ > 0 konvergiert.
Stimmt sie nicht, so existiert ein ¢ € C mit ||[A¢ — g|| < ¢, und es gilt folgendes:

0> [[4d— gl — & > |A$ — g|]* ~ | Afu — "

Mit der Gleichung (3.1.3) folgt:

[Ad —glI* = |Afa —gl* = 2(A"Afoa— A’g,¢— fu) + (¢ — fu, A"A( — fn))
= 2AA"Afn — A'g, ¢ — fu) +|Ale — f)l?

(

[

> 2(A*Af. — A%g, ¢ — fa)
_ %((I — BA"A)fn + BATG — &, frr1 — &)
_%(fn - ¢’7 fn-l—l - ¢’) —I_ (A*Afn - A*g’fn+1 - fn)]
1

Y

2| fors — lI? %(fn 6 frs— )
—I_(A*Afn - A*gafn-l—l - fn)]

Da (fn-l-l - ¢’7 fn-l-l - ¢’) = ||P0Ufn - ¢’||2 < (Ufn - ¢’7 PCUfn - ¢’) mit fn-l-l = PCUfn
gilt, erhilt man schlielich:

1

||A¢’ - 9||2 - ||Afn - 9”2 = 2 (fn+1 — fas fn1 — ¢’)

B
HATAfo = A, for1 — fu)]
::%Um4—¢+@¥Mh—ﬂ%hH—ﬁJ

Der Ausdruck strebt gegen 0 gemafl Ergebnis b) ||foy1 — fu|| — 0 und wegen der
Beschranktheit der Folge {f,}. Dadurch erhdlt man den Widerspruch.
d) Betrachte Lemma 3.1.2 ¢), und setze ¢ = f,, und y = Afcg. Man erhélt dann die
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Behauptung, da Afcg Fixpunkt von PoU ist.
e) Der Beweis dieses Teils erfolgt nach einem Ergebnis von Opial [21]: Pg,U, PcU
sind nichtexpansiv. F'ixz sei die Menge der Fixpunkte von PoU. Fir y € Fix fallt die
Folge {|lfo — yll}, da [fass — oIl = [PeUfu — PoUyl| < |fu — y| gils. Bs existiert
daher fiir jedes y € Fiz ein d(y) derart, dafl d(y) = lim, .« || fn — y|| ist. Fiz ist eine
abgeschlossene, konvexe Teilmenge von C. Die Menge Fizy := {y € Fiz|d(y) < d}
ist fiir jedes d > 0 eine konvexe, abgeschlossene Teilmenge von Fiz und nichtleer fiir
hinreichend grofles d. Da X als Hilbertraum reflexiv ist, gibt es ein kleinstes 4, so daf}
Fizs nichtleer ist[vgl. [1] S. 163]. F'izs enthélt genau ein Element yq.
Zu zeigen ist, daf} die Folge {f,.} schwach gegen y, konvergiert.
Beweis durch Widerspruch:
Aus der Reflexivitdt von X und der Beschranktheit von {f,} folgt die Existenz einer
schwach konvergenten Teilfolge { f,.}, die gegen ¥ konvergiert, wobei ¥ # yo.
Es gilt: {fn,41 — fa,} — 0 fiir n — o0, aber {fn, 11 — fn,;} = {(PcU — I)f,,}, somit
ist g € Fiz. Man erhélt dann:
§ = d(yo) = it oo || fos — ol > ltnsen | oo — 71 = (@),
denn falls {z,} schwach konvergent gegen ein z, ist, so gilt fiir alle z # z :
lim, e inf ||z, — @] > lim, e inf ||z, — ]|
f) Aus

(PeU)™ fo — f fiir k — oo

folgt einerseits:

(PeU)™* fo — (PoU)™ fo — PoUf — f,

andererseits wegen der asymptotischen Regularitat:
(PcU)nk+1f0 — (PcU)nkfo — 0.

Also ist f Fixpunkt. Damit ist aber ||[(PcU)"fo — f|| monoton fallend. Die gesamte
Folge konvergiert. O

ANMERKUNG :
Die starke Konvergenz des Verfahrens (V1) gegen einen Fixpunkt kann nur fiir gewisse

Spezialfille nachgewiesen werden. Wenn g € ’D(Afc) ist, dann tritt starke Konvergenz

auf, falls:
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a) R(A) abgeschlossen und N (A) endlichdimensional ist.
b) (I — BA*A) kompakt ist.
c)

d)

C ist beschrankt kompakt ist.
C

abgeschlossener Unterraum von X ist.
Die Beweise hierzu findet man in [5] Satz 5.5.

Ein Vorteil der Landweber-Iteration liegt darin, dafl man auf einfache Weise Stabi-
litdtsaussagen im Falle gestorter Daten erhalten kann. Der folgende Satz liefert eine

Abschatzung fiir die Differenz der n-ten Iterierten im ungestorten bzw. gestorten Fall.

Satz 3.1.4 Es gelte: ||Pm(g — ¢°)|| < e. Die Iterierten f, (im Falle ungestorter
Daten) und f (im Falle gestérter Daten) des Verfahrens (V1) genigen dann der
Abschdtzung:

[fn = Fall SN Fn-s = ol + B llAlle < [[fo— f5ll +n B [[Alle.

BEWEIS :

|PcUz — PcUcy|| < |[Uz — Uyl = |[(I — BA*A)(z —y) + BA™(g — ¢°)||

< e =yl + BIlA"(Pray(9 — 9°) + Pregyr(e — 99))ll
<z —yll + Bl A" Prizy(g — 9°)
< IIw—yII+B||A||€- 0

3.2 Ein Verfahren fiir “glatte” Losungen

Die Ergebnisse fir die restringierte Tikhonov-Regularisierung aus dem vorherigen Ka-
pitel zeigen, dafl die Bedingung Afcg € R(PcA*) eine sinnvolle, abstrakte Glattheits-
bedingung an die Losung darstellt [vgl. auch [6] Kapitel 5.4]. In [5] in der Bemerkung
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zu Satz 5.5 findet man ein Beispiel, bei dem die Iterierten des Verfahrens (V1) nicht
notwendig in R(PcA*) bleiben und somit ihr Grenzwert (falls existent) nicht gleich

Afcg sein mufl. Aus diesem Grunde fithrt man das folgende Verfahren ein:

(V2) Startwert zo € N(A)* beliebig, 0< 3 < W
Znt1 = zn + BA* (g — AP zy), frn = Poz,.

Man erkennt, daf fiir zo € N(A)! bzw. zo € R(A*) die Iterierten z, in N'(A4)* bzw. in
R(A*) verbleiben. Daher sind die Verfahren (V1) und (V2) im allgemeinen verschieden.

Es erweist sich unter Umsténden als giinstiger, (V2) als

Wny1 = Wy + ﬂ(ng — APc A*w,,),
fn = P(;A*’wn

mit zo = A*wy € R(A*) zu schreiben.

Satz 3.2.1 FEs seien Tx = ¢ + BA*(g — APcz) die Iterationsabbildung von (V2) und
fry ZnyWn, B definiert wie oben.

Dann gelten die folgenden Behauptungen:

&) 1A fuir — 9l < [ 4Fu — gl — (2~ A fons — Ful”

b) Fiz(T) # O genau dann, wenn ng € A(C).

¢) Aus Fiz(T) # O folgt, daf§ Po(Fiz(T))=GNC mit G = {z| z = Afcg +v, v €E
N(A)} gilt.

d) Falls Tz = z € N(A)* gilt, dann ist Poz = Afcg.

e) Es seien ng € A(C) und Afcg = PocA*w € R(PcA*). Ist zo = A*wo € R(A4*),
dann gilt fiir die oben definierte Folge {w,} :

lwnsr = w]]* < [lwn —wl]|* = B(2 = BIIAI®) | fo — ALgl®.

Insbesondere ist {||w, —w||} monoton fallend und {f,} konvergiert gegen Afcg mit der

Abschdtzung

N
2 1fn — Abgl* < (B2 = BIIAIM) " (lwo — w]|* = [[wnss —wl]?).
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BEWEIS :

a) Wie im Beweis zu Satz 3.1.3 sieht man folgendes:

ot = Fall” = 1Poznis — Pezall® < (fass — fas s — 22)
= B(fars — fur Ag — A*AF,) [vgl. Anhang]

Nach demselben Satz gilt die Ungleichung:

[Afnir = glI* = |Afa —gl* = 2(A"Afo— A%, forr — fu) + (fas1 — fas A" A(fui1 — 1))
2
< (14]* - B)”f"“ — full*.

b)" = " : Tz = z ist dquivalent zu: z = z + BA*(g — APcz). Somit erhalt man:
A*(g — AP¢z) = 0 und P r@)Y € A(C) [vgl. Beweis zu Satz 3.1.4].
"<=" :Wenn Pyg € A(C) gilt, dann ist Tz = z , also Fiz(T) # Q.
c) Behauptung b) des Satzes gewéhrleistet, dal Pr—g € A(C) ist, somit gilt die
Gleichheit Prryg = Pygy9; also g € D(AL).
" C ":Essei f = Pcz, wobei z Fixpunkt von (V2) ist, also Tz = z. Es ergibt sich
A*(g — APcz) = A*(g — Af) = 0 und damit
Af = Prrayg = Pygyg = AALg [vel. Satz 2.1.1).
Zusammen erhilt man Af = AA} cg und f — Al Lg € N(A).
Setzt man Pgz fiir f ein, so fiihrt das zu: f — Acg = Poz — Afcg e N(4).
"D Sei f e mit ALg— f e N(A).
Dann gilt die Gleichheit: Af = AACg = PA(C)g = PR(A)g.
Zusammen erhélt man: Tf = f und f € Po(Fiz(T)).
d) Fiir einen Fixpunkt z gilt nach Teil b): ng = AP¢z.
Aus Satz 2.2.1 a) und 2.1.1 ¢) folgt:
Peze R(AL) = {f e C| ALAf = f} = {Poz| ALAP;z = Py2z}.

R(4)

Somit gilt fiir Poz: Pz = AfCAPCz = AfCng = Afcg.
e) Aus den Voraussetzungen erhilt man wie in d) : APcA*w = AAng = ng =
Priayg-

Damit ergibt sich fir w,:

[wars —w[* = [[(wn — w) + B (Prayg — APcA™w,)|
= [[(wn —w) -8 (APcA*wn — APc A*w)|®
= ||lwn, — w||* - 28 (w, — w, APc A*w,, — APcA*w)
+8?% ||APc A*w,, — APg A*w||?
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= Jjwn — w])? — 28 (A*w, — A*w, Po A*w, — Ps A*w)
1B2||APe A* (w, — w)?

lwn — wll? — 28| Po(A*w, — A"w)|* + B | AP6 A" (1w, — w)]?

< lwon — wl — 28| Po A" (w0, — w)|[* + 8[| A|]Y| P A*(wn — w)]?

o — wlf? = B2 — B AP)||f. — Abg]®

IA

Fiir die zweite Behauptung des Satzes gilt:

N N
E_Illfn—flfch2 < (BE=BIAIP)T 2 (lwn = wl” = llwnrs = wll*)
= (BE-81A1")  (lwo —w]® = wyps —w]*). B

ANMERKUNG :
a) Satz 3.2.1 zeigt, dal man fiir das Verfahren (V2) die Aussage

S Nfa— Abgl? < o0
n=0

erhdlt. Beim Landweber-Verfahren fiir das unrestringierte Problem konvergieren die

Iterierten unter der Voraussetzung A'g € R(A*) mit der Abschatzung
1
. — Alg|| = O(—=
I~ 4] = 0()

[vgl. [6]].
b) Eicke gibt in [5] Kapitel 5.2 eine Modifikation des Verfahrens (V2) an, die fiir den
Fall ' = X anwendbar ist.

Die Stabilitat 148t sich &hnlich wie bei (V1) auch fiir (V2) einfach untersuchen.

Satz 3.2.2 Fiir g,g° € Y gelte ||Pm(g — ¢°)|| < e. Seien wo,w§ € R(A*).
Wiy WE, fry [S bezeichnen die zugehorigen Iterierten des Verfahrens (V2), dann gilt fiir

2,
0<B<pap:
s — why || < [lwn — wh ]| + B € < [lwo —wi| + (n+1) B e

und damit

[fn = fall < [[All(lwo = wgll + 75 €).
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BEWEIS :

Fir die erste Behauptung gilt:

lwnss —wia = (I~ BAPcA™Yw, — (I — BAPG AW, + BPezle — )|
< (I~ BAPGA") (wn —wi)|| + B e

< flwn —wpfl + Be

Dabei folgt die letzte Ungleichung aus:

[wn —wy, — B APg A*(wn — w})||?

= |lwn — wi||* — 28 (A" (wn — w},), PoA* (wn — w})) + | 8 APo A" (wy, — w])|*
< lwn = wil* = B (2 = B | AI*)]|[Pe A*(wn — w})[I* < [[wn — wi ][

Zusammen ergibt sich:
[wni1 — whpa |l < Jlwo — wgl| + (n +1) B e,

Nach Lemma 3.1.2 erhélt man die zweite Behauptung des Satzes wie folgt:

[fn = Fall = [[PoA™w, — PoA™w||
< [[AMw, — AT
< [[All(lwo — w5l + nBe). O

3.3 Die gedampfte Landweber-Iteration

In diesem Abschnitt wird ein nichtstationéres Verfahren eingefiihrt. Der nichtexpansive
Operator PoU wird dabei durch kontraktive Operatoren approximiert. Man mufy dann
jedoch auf die Forderung verzichten, daf§ Afcg Fixpunkt der Iterationsabbildung ist. Zu
einer beliebigen Folge {r,} 1 wird die gedampfte, projezierte Landweber-Iteration

definiert als:

(V3) fo beliebig, foy1 = Po(r.Ufn)
= Per,[(I — B A*A)f, — BA%g].
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Den Zusammenhang zwischen (V3) und der Tikhonov-regularisierten Losung erkennt

man, wenn man (V3) umformuliert:

fn-|—1 = PCrn[(I - ﬂ A*A)fn + A*g]
= Po{fn+rB(A%g—[A"A+

1—7r,
Tn B
[vgl. [6] Kapitel 5.4]. Der folgende Satz beschreibt diesen Zusammenhang néher. ¢,

I1fa)}

bezeichnet dabei den eindeutigen Fixpunkt des kontraktiven Operators Por,U.

Satz 3.3.1

a) Fir 0 < r < 1 entspricht der Fizpunkt von PorU der restringierten Tikhonov-

1—r
E-
b) Es sei m < n. Fir die Fizpunkte ¢y,,d, der Operatoren Por,U, Por,U gilt die

regqularisierten Léosung T, cg mit v =

Ungleichung:
T — Tm

6 = ull € 5

c) Ist v, so gewdhlt, daf ||f, — én|| — 0, dann konvergiert das Verfahren (V3) gegen
Afcg.

BEWEIS :

a) Entsprechend zu Lemma 2.1.2 zeigt man, dafl die Tikhonov-regularisierte Losung

1—7

zum Regularisierungsparameter als eindeutige Losung von
rp

1—7r
: Af — 2 - 2
min | Af — g|* + e 1£]l
der eindeutigen Losung der Variationsungleichung

(A*A+ %I)f—A*g,f—w)gﬂ Ve e C

entspricht. Sie ist d&quivalent zu
(r[(I —BAA)f+ BA'g|— f,f—2) >0 VeeC
— (rUf—f,f—2) >0 (3.3.1).

Es gilt: (y — Poy, Py — ) > 0 V& € C. Daher ist (3.3.1) erfillt fiir f = PcUrf.
b) Betrachte Satz 2.3.1. Die Behauptung folgt aus der stetigen Abhangigkeit der Losung
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vom Regularisierungsparameter.

c¢) Der Fehler bei (V3) lafit sich abschitzen durch:

| £n = ALgll < 1o — éall + l|6n — ALg].

Dabei strebt ||f, — én|| gegen 0 nach Voraussetzung und T, ¢g gegen AlLg geméaf Teil
a). Es gilt also: || f, — AngH — 0. O

Man gibt sich nun spezielle Folgen {r,} vor, die auch im letzten Kapitel bei der prakti-
schen Realisierung der Verfahren benutzt werden. Das folgende Lemma wird bendtigt,

um basierend auf diesen {r,} Konvergenzaussagen beziiglich (V3) treffen zu kénnen.

Lemma 3.3.2 Fiir 0 < a < 1 sei die Folge {r,} definiert als v, = (1 + n=*)"! mat

ro = 0. Wenn sich x,, durch die Rekursion

rn—l—l — Tn

Tptl = Tnn + Tn_|_1(]_ — Tn)

berechnet, dann gilt: z, < 2n*"1.

BEWEIS :
l-a
Fﬁr0<a<1gilt:n°‘—n§0und1—<ﬁ> <0.

n

Fiir das Produkt erhélt man folgende Ungleichung:

(n—n) (1= (2 1>1_a) > 0
—=n*—n—(n+1) Tt (n+ 1) > 0
—=n*(n+1)* P —nn+1)*t—n¥T 4 > 0
<:>(n—l—l)o‘_l(no‘—l—l—n—1)—n2°‘_1—|—n°‘ > 0

=+ TR+ D) - (r+1)* =2+ > 0
(n+ 1) = n® < 1 (3.3.2).

(’I’L + 1)a—1(na + 1) — p2e-1

Die Behauptung wird nun durch vollstdndige Induktion gezeigt:
Die Ungleichung ist erfiillt fiir n = 1, denn ro = 0 liefert: z; =1 < 2.1*71 = 2.

Es gelte nun z, < 2n*"!.
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Fir n + 1 folgt:
Tnt1 — Tn 1

Poy1(l—7n) — 1402 (n+ 1)

Lntl = Thln +

Zu zeigen ist:

es gilt jedoch

da

(’I’L _I_ 1)a (’I’L _I_ 1)a—1(na _I_ 1) _ n2a—1
<1-2=2nach (3.3.2). O

Satz 3.3.3 Fir 0 < a <1 sei die Folge {r,} definiert wie oben.
a) Falls g € ’D(Afc), dann konvergiert f, gegen Afcg.
b) Falls g € ’D(Afc) und Afcg € R(PcA*), dann hat die geddmpfte, projezierte Landweber-

Tteration (V3) die Konvergenzordnung O(n™ax{a—1-a/2})

||fn _ AE‘QH — O(nmax{a—l,—a/Z})-

BEWEIS :
Nach Satz 3.1.1 erhalt man fir m < n:

Tn

I¢m =gl < A= |

(1
Die Behauptungen e) (Monotonie) und a) (Konvergenz fiir exakte Daten) des Satzes

2.3.1 liefern :
||fn+1 - ¢’n+1||

IA

||PC7'nUfn - ¢’n|| + ||¢’n+1 - ¢’n||

Prtl — T
S ||PCrnUfn _PCrnUQi’nH + ae ||A£'g||
Pot1(l — )

Tnyl — Tn t
TollJn — @n + — A .
||f ¢’ || Tn-|-1(1 _ Tn) || CgH

IA
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Im Falle ALg # 0 folgt:

| frr1 — i < ||fn ¢’n||_|_ Tnt1 = Tn = i1
labgl T " lAbgll rea(l—ra)
[1Fn = ¢nll

<,, wobel z, gemifl Lemma 3.3.2.

1ALl

Damit erhdlt man die Konvergenz von f,, denn nach Lemma 3.3.2 strebt z, gegen
Null. Falls ALg = 0 ist, dann gilt fiir alle » > 0, daB ¢,, = 0 und damit f, = P:(0) =
0= Afcg.

b) Es gilt nach Teil a) und Satz 2.3.1 (Konvergenzordnung):

1—7r,
o= Abgll < [fa— dall + 60 — Abgl = O(n=Y) +0 ( )

Der Einfluf} gestérter Daten wird im folgenden Satz untersucht.

Satz 3.3.4 Es sei ||Pm(g — )| < e fa, f5 bezeichnen die Iterierten der geddmpf-
ten, projezierten Landweber-Iteration.

a) Dann gilt:

[fo = Fall < (H ra) 1fo = f5ll + Bl Al (Z 11 Tk) €

J=0 k=j

b) Falls 7, = (1+n"*)"Y, ro =0, dann sind f1 = ff = Pc(0) und

n—1n-1

1fn = £l < B [[A] (Z II T'k) e < B ||A||n%e.

3=0 k=j

BEWEIS :
a) U sei definiert wie oben, fiir U, gelte U, f,+1 = [I — B A*A]f, — BA*g°. Dann erhalt
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man folgende Abschétzung:

[fn=Fall = Porna[ (I = B A A)fns— (I - B A" A)f7 ]
+8 Porn-14*(g — g°)|

< |Perna(I — BA*A)(fa1 — frao)|| + a1 B || Alle
< Pl facr = ol a1 B[ Alle
< (1:[ Tj) | fo — foll + (Z I1 rk) Bl Alle.

=0 k=;
b) Es gilt: f1 = f; = 0, also folgt:
n—1n-1
[fn— fall < (Z 11 Tk) Bl Alle.
=0 kZj

Zu zeigen bleibt:

Durch Induktion nach n erhélt man die Behauptung: z; = 0 < 1* = 1.

Sei z, < n%, dann gilt:

n n n—1 n n—1n—1
Zny1 = ZHrk:rn—l'ZHrk:rn—l'rnZ Hrk
7=0 k=j 7=0 k=j 3=0 k=j
= (1t zm) < ——(1+n%) < (n+1)*. O

14+ no



Kapitel 4

Numerische Realisierung der

Verfahren

In diesem Abschnitt werden zwei Integralgleichungen mittels der in Kapitel 3 vorgestell-
ten Verfahren gel6st. Als Einfithrung dienen zwei Beispiele, bei denen die zu 16senden

Gleichungen auftreten.

4.1 Einfiithrende Beispiele

4.1.1 Fredholmsche Integralgleichung

Die Dichteverteilung eines Seils
Groetsch [8]: Ein Seil, dessen Dichte sich {iber seine Lange &ndert, hingt frei zwischen
zwel horizontalen Punkten. Die vertikale Auslenkung sei klein im Verh&ltnis zur Lénge,

die Spannung T im Seil konstant.

33
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9(t)

Abbildung 4.1: Auslenkung des Seils

Gesucht ist die Dichteverteilung f(s), die zu einer beobachteten Auslenkung g(s) fithrt.
Am Punkt (s,g(s)) stellt sich dabei folgendes Kraftegleichgewicht ein:

Tsina+ Tsing3 = F.

Abbildung 4.2: Kraftegleichgewicht am Punkt (s,g(s))

Fir kleine Auslenkungen gilt die Ndherung sina = tana und sin 8 = tan 3, so daf}

man die Gleichung

erhélt.
Die Ahnlichkeit der Dreiecke (0,¢,g(t)) und (0,s,g(s)) fir ¢ < s filhrt zu:

) o) Py g = B

~

Ebenso findet man fiir ¢ > s :
(t) = . (1-1)
A
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Also stellt sich g(¢) als
g(t) = Fk(t,s)

dar, mit
1—¢)/T fir 0<s< ¢
k() = s( )/T fir 0 <s<
t(1—s)/T fir t<s<L1.
Geht man von einer stetigen Verteilung der Kraft F' hervorgerufen durch die Dichte

f(s) aus, so erhalt man fiir g(¢) :

o(t) = Af(t) = [ B(t,5)5(s)ds.

Dieser Ausdruck entspricht einer Fredholmschen Integralgleichung erster Art .

4.1.2 Abelsche Integralgleichung

Die Radon-Transformation fiir radialsymmetrische Funktionen
Gorenflo und Vessella [7]: Die zweidimensionale Radon-Transformation R bildet eine
gesuchte Funktion f : R® — IR auf die Menge der Linienintegrale von f iiber Ly,
mit

(RS)($rs) = [ f(2)S(de)
ab, wobei |

Ly, = {sz(¢) +tz(p)" :tc R}, s >0,

’

2(§) = (cosd,sing)T, 2(d)" = (~sind,cos9)T, € [0,2n].

Wenn die Funktion f kompakten Triger im Einheitskreis Q := {z € R? : |z|, < 1}
(mit der euklidischen Norm | - |;) besitzt und eine radialsymmetrische Funktion ist,

dann gibt es eine Funktion u, so daf} gilt:
F@) = ullel), =€ R
So erhalt man fiir die Radon-Transformation:

(R)(&5) = [ flz)5(de) = /L u([z2)S (de)
= /oo u((s? + )2 d 2/ £2)1/2) ¢

- 2/ 1/2 2/ 1/2
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[y

0 1

X

Abbildung 4.3: Geometrische Beschreibung, L = Ly, sz = sz(¢)

Daraus folgt, dafl h := Rf auch eine radialsymmetrische Funktion mit Triger  ist.
Die letzte Gleichung fithrt mit g(s) := h(¢,s), s € [0,1] bis auf eine Konstante zu
einer Abelschen Integralgleichung erster Art.

4.2 Numerische Lésungen

Als Anwendung fiir die in Kapitel 3 vorgestellten Verfahren werden in diesem Abschnitt
Integralgleichungen mit Restriktion gelést. Diese besteht darin, dafl die Lésungen in
dem abgeschlossenen, konvexen Kegel C' der positiven Funktionen in L,[0,1] enthalten
sein sollen. Zur Diskretisierung werden die (N +1)-dimensionalen Rdume Xy der linea-
ren Splines mit N + 1 Knoten in [0, 1] zur kanonischen Basis {¢;| 0 < j < N}, gﬁj(%) =
0,1 betrachtet. Dadurch erhélt man schliefllich die Menge Cx := C N Xy, auf der
||APx, f — g|| minimiert wird. Fiir die Verfahren ergibt sich folgende Gestalt:

(Vl) fn-l-l = PCN[(I_/BPXNA*APXN)fn—I'/BPXNA*g]a
(V2) Znt+l1 = (I — /BPXNA*APXNPCN)zn + /BPXNA*Q, fn = PCNZn,
(V?)) fn-l-l = PCNrn[(I - /BPXNA*APXN)fn + /BPXNA*Q]'

Beziiglich der kanonischen Basis von Xy berechnet sich die Matrix Px,A*APx,zu
(¢ 85))i; ((Adi, Ad;))i; und der Vektor Px, A*g zu ((¢s, ¢5));; ((A*g, ¢:))s [vel.[2]].
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Die Matrix ((¢;, ¢;))i,; hat folgende Gestalt:

210 0

1410 --. 0
I

0 -1 41

0 o 01

Der Raum Xy ist isometrisch isomorph zu IR¥ ™' mit dem Skalarprodukt (z,y) =
zT By. Der Projektor Pg,, wird gendhert, indem man negative Anteile eines Vektors y,
auf den er wirkt, abschneidet, das heifit: Po,y = max(0,y;) fir 0 < 7 < N. Die exakte
Berechnung bedarf der Minimierung von yT By, wobei alle Komponenten von y gréfier
gleich Null sein miissen. In den Tabellen zu den gel6sten Integralgleichungen wird als
Fehler einer Niherung f, die Grofle || f, — PxyALg| x, angegeben. Die Stérung in den
Daten wurde durch Addition von ¢ sin(jm/4) zur j—ten Komponente des Vektors

Py, A*g erzeugt. In den gerechneten Beispielen entspricht N = 64.

4.2.1 Lo6sung einer Fredholmschen Integralgleichung

Als erste Anwendung der vorgestellten Verfahren soll eine Fredholmsche Integralglei-

chung erster Art
Af(t) = g(t),
Af®) = [ k(s,0)f(s)ds

gelost werden. Das folgende Problem wurde aus Eicke [5] entnommen. Fiir den Kern

des Integraloperators gelte:

K(t, 5) s(l—t) fir 0<s<t
y8) =
t(l—s) fir t<s<1.

Der Operator A ist dann selbstadjungiert und injektiv, seine Bildmenge R(A) bestimmt
durch R(A) = {g € H?*[0,1] | g(0) = g(1)}. Aus der Singuldrwertzerlegung

{V2sin nws,V/2sin nws, (nw) "2}



KAPITEL 4. NUMERISCHE REALISIERUNG DER VERFAHREN 38

von A berechnet sich die Norm von [|A*A|| zu:

A4 =t = — </1/1k2(t dtds = —
T T o4 T o Jo TIEE T gy

Als rechte Seite von Af = g wird

7 - 1
g(t):{ﬁt i fur0§t<§
145 1,4 1,3 23 o1

gesetzt. Daraus ergibt sich fiir die exakte Losung

0 fiir 0 < 1
f(s)z{ =t

s(2s — 1)(1 — s) fiir % <s<1.

In den folgenden Tabellen wird jeweils der Fehler || f,, — PXNALQHXN = ||fo— Pxpfllxn

angegeben. n bezeichnet die Anzahl der Iterationen,

N
e = QesinGm/I s i N
| Px,9

die Grofle der Stérung.

Zur Erinnerung seien noch einmal die verschiedenen Verfahren angegeben.

Fiir die Verfahren (V1),(V2) und (V3) gilt:

(Vl) fn: (PCU)nfO
(V2) | 2 = 2n—1+ BA* (9 — APczn-1), fn = Pozn
(V?)) fn = PC(rn—lUfn—l)-
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Tabelle 4.1: N =64, =90, 7, =(1 —n"%%)"1, a=0.95, ¢ =6.665E — 9
Verfahren | (V1) | (v2) | (v3) vy) | (2 | (v3)

n e=0 e=1FE—-3

0 487TE —2 |487TE —2 | 487TE —2 | 487TE —2 | 487TFE — 2 | 4.87TFE — 2

1 3.83E —2 | 3.83E —2 | 4.04E —2 || 3.83E —2 | 3.83E —2 | 4.04E — 2

10 2.66E —2 | 266E —2 | 3.31E — 2 || 2.66FE —2 | 2.66FE —2 | 3.31E — 2

100 507E —3 | 5.07TE —3 | 148E — 2 || 5.73E —3 | 5.73E — 3 | 1.52E — 2

200 258E —3 | 258E —3 | 9.76E —3 || 5.28E —3 | 5.26E — 3 | 1.0TE — 2

300 218E -3 |218E -3 | 739E -3 || 7.12E —3 | 7.09E — 3 | 8.85E — 3

400 1988 —3 | 1.98E —3 | 6.01E —3 || 9.18E —3 | 9.15E — 3 | 8.21E — 3

500 1.82E8 -3 | 1.82E —3 | 5.12E —3 || 1.12E — 2 | 1.11E — 2 | 8.21E — 3

600 1.69FE —3 | 1.68E —3 | 4.49FE —3 || 1.34E —2 | 1.33E — 2 | 8.61E — 3

1000 1328 -3 |1.32E -3 | 3.21E —3 || 2.11E —2 | 2.12E — 2 | 1.17TE — 2

Minimum - - - 4.80F —3 | 4.80F — 3 | 8.15FE — 3
n - - - 148 148 447

Fiir gestorte Daten tritt wie erwartet Semikonvergenz auf, das heifit, dafl der Fehler

sich zunachst mit wachsendem n verkleinert, dann jedoch wieder wachst. In diesem

Fall muf} bei groflerem (3 die Iteration frither abgebrochen werden. Die Verfahren (V1)
und (V2) liefern in allen Féllen fast identische Resultate. In den Abbildungen wird das
Fehlerverhalten von (V1) und (V3) in Abhéngigkeit von der Anzahl der Iterationen fiir
B =90 und B = 180 jeweils fiir gestorte (gestrichelte Linie) und exakte Daten (durch-

gezogene Linie) dargestellt. Der zweite Wert von 3 ist grofier als nach Voraussetzung

zugelassen.
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Tabelle 4.2: N =64, =180, r, = (1—n"%)"1, a=0.95 c=6.665E —9
Verfahren | (V1) | (v2) | (v3) vy) | (2 | (v3)
n e=0 e=1FE -3
0 487TE —2 |487TE —2 |487TE —2 ||487TE —2 |487TE —2 | 48TE —2
1 4.34F — 2 |434F — 2 | 3.82FE — 2 || 4.34F — 2 | 4.34F — 2 | 3.82F — 2
10 196 —2 | 1.94F — 2 | 2.79FE — 2 || 1.9TE —2 | 1.94FE — 2 | 2.80F — 2
100 259FE —3 | 2.58E —3 | 9.55FE —3 || 5.2TE — 3 | 5.26E — 3 | 1.05E — 2
200 1986 —3 | 1.98E —3 | 5.87TE —3 || 9.1TE —3 | 9.15E — 3 | 8.15FE — 3
300 1.68E —3 | 1.68E —3 | 4.39E —3 | 1.33E —2 | 1.33E — 2 | 8.65FE — 3
400 147TE -3 | 147TE -3 | 3.60E —3 | 1.75E —2 | 1.T6 E — 2 | 1.01E — 2
500 1.31F -3 | 1.32E -3 | 3.1bE -3 | 2.11E -2 | 2.11E —2 | 1.19E — 2
600 1188 —3 | 1.20E —3 | 2.87TE —3 | 246FE —2 | 246F — 2 | 1.38E — 2
1000 851F —4 | 8.73E —4 | 2.83E —3 || 3.7T9E — 2 | 3.79E — 2 | 2.18FE — 2
Minimum - - - 4.78FE —3 | 4.78E — 3 | 8.11F — 3
n - - - 73 74 218
Fehl er Fehl er
0. 04 0. 04
0. 03 0. 03 P -
0. 02 = 0. 02 7 -
- -~
0.01 - 0.01 P -
200 400 600 800 1000n 200 400 600 800 1000n

Abbildung 4.4: (V1): Das Fehlerverhalten fir 3 = 90 und 8 = 180 bei gestérten

(gestrichelte Linie) und exakten (durchgezogene Linie) Daten.
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Fehl er Fehl er
0.04 0. 04
0.03 0.03
0.02 0.02 -
0.01 0.01
n n
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

Abbildung 4.5: (V3): Das Fehlerverhalten fiir 5 = 90 und 8 = 180 bei gestérten
(gestrichelte Linie) und exakten (durchgezogene Linie) Daten, o hat jeweils den Wert
0.95.

4.2.2 Lo6sung einer Abelschen Integralgleichung

Als zweite Anwendung wird nun eine Abelsche Integralgleichung

Af(e) = gla),
Afe) = = [ = )y

mittels (V1) — (V3) gelost. Es existiert zu ihr folgende Inversionsformel:

_ 14
- mdy

Darin taucht jedoch eine Differentiation auf, die sich bei gestorten Daten numerisch

f(y) /Oy(y —z)"V2g(z)dz.

ungiinstig auswirkt.
Das folgende Problem stammt aus Louis [14]. Fiir den Raum X = L,(0,1) betrachtet
man den Operator Af(z) = g(z). Als rechte Seite wird

g(z)

gewahlt, womit man als exakte Lésung

f(z) =2
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erhélt. Fir die Wahl des Parameters 3 in der Iterationsvorschrift wird, wie im Anhang

B erlautert, eine Abschitzung aus Gorenflo und Vessella [7] herangezogen:

mit Ma(a,b,r) =

| Aaf|lzr0p) < Maz(a,b,7)|| K| oo

pl/r
I'(e)

(141 —a)r)t

ﬁIH

@) fllzr/e(0,0)

Setzt man K =1; r = 2; a = %, b=1; a =1, so fithrt diese Ungleichung zu:

I1AfI
I~ f
Damit findet man als “sichere” obere Schranke fiir 3 :
s 2
8 < — =1.5707. .
2 e

In den Tabellen ist wieder der Fehler || f, — PXNALQHXN = ||fn— Px, f||x, angegeben.

Die Grofe € bezeichnet die Stérung:

_ Jlesin(jr/4)]
[Pxodl

mit y =0,...,

N.

Tabelle 4.3: N =64, 8=16, r,=(1—-n"%"®)"1 a=095 c=5E—6
Verfahren | (V1) | (v2) | (v3) vy) | (2 | (v3)
n e=10 e=1FE -3
0 4.99F —1 [4.99F —1 |499F — 1 ||4.99F —1 | 499F —1 | 4.99F — 1
1 299FE —1 | 2.99E —1 | 341FE —1 || 2.99FE —1 | 2.99F —1 | 341F -1
10 1.2 -1 |1.02E -1 | 181FE—1 | 1.02E -1 | 1.02E -1 | 1.81E -1
100 273E —2 | 2.713E —2 | 5.75E — 2 || 2.40E — 2 | 2.40E — 2 | 5.61F — 2
200 142F —2 | 142F —2 | 3.88E — 2 | 1.34FE — 2 | 1.34FE — 2 | 3.62E — 2
300 8.0 —3 | 8.0bE —3 | 3.00E —2 | 1.29E —2 | 1.29FE — 2 | 2.69FE — 2
400 4.83F —3 |483FE —3 | 245FE —2 || 145E — 2 | 145E — 2 | 2.14F — 2
500 3.20E —3 | 3.20E —3 | 2.08E —2 || 1.58E — 2 | 1.58E — 2 | 1.79E — 2
600 244F — 3 | 244E —3 | 1.80E — 2 || 1.66E — 2 | 1.66E — 2 | 1.57TE — 2
1000 1938 -3 |193E -3 | 1.1TE -2 | 1.7T6E —2 | 1.T6E — 2 | 1.27TFE — 2
Minimum - - - 1.25FE — 2 | 1.25E — 2 -
n - - - 252 252 -
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Der Wert von 3 in der zweiten Rechnung ist wieder grofler als zugelassen. Das Phéno-

men der Semikonvergenz tritt bei der Lésung der Abelschen Integralgleichung nicht so

stark auf wie in der ersten Anwendung. In den Abbildungen wird fiir die Verfahren (V1)

und (V3) jeweils der Fehler in Abhéngigkeit von der Anzahl der Iterationen dargestellt.

Die gestrichelte Linie beschreibt den Verlauf fiir gestérte Daten, die durchgezogene den

fiir exakte Daten. Der Parameter 8 nimmt die Werte 1.6 und 2.8 an.

Tabelle 4.4: N =64, =28, r,=(1—-n"%%®)"1 a=095 c=5FE—6
Verfahren | (V1) | (v2) | (v3) vy) | (2 | (v3)
n e=0 e=1F -3
0 499F —1 | 499F —1 | 499F —1 ||4.99FE —1 |4.99FE —1 | 4.99F — 1
1 36lFE—1|36lE—1|29FE—-1|36lE—-1|3.6lF—1)|293F -1
10 962F —2 | 1.30E —1 | 135E —1 ||958E —2 | 763F —2 | 1.35F —1
100 1.650FE —2 | 1.65F —2 | 4.14F — 2 | 1.45E — 2 | 1.46FE — 2 | 3.90F — 2
200 6.16E —3 | 6.16E —3 | 265 E —2 || 1.37TE —2 | 1.37E — 2 | 2.33FE — 2
300 294F —3 | 294F —3 | 1.96E — 2 || 1.61E —2 | 1.61E — 2 | 1.69F — 2
400 212FE —3 | 212E —3 | 155E —2 || 1L.71E -2 | 1.71E — 2 | 141F — 2
500 1.96F —3 | 1.96F —3 | 1.29FE —2 || 1.75E — 2 | 1.75E — 2 | 1.30F — 2
600 1.93F -3 |1.93E -3 |1.10E -2 || 1.7TTE —2 | 1.77E — 2 | 1.26FE — 2
1000 1.92F -3 |1.92F -3 | 7.10E -3 | 1.77TE -2 | 1.7TTE —2 | 1.32E — 2
Minimum _ _ _ 1.25E —2 | 1.25E — 2 | 1.26E — 2
n ; ; ; 143 144 646
Fehl er Fehl er
0. 06 0. 06
0. 05 0. 05
0. 04 0. 04
0.03 0.03
0.02 o 0. 02 o
0.01 - 0.01 -
500 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Abbildung 4.6: (V1): Das Fehlerverhalten fir (3

(gestrichelte Linie) und exakten (durchgezogene Linie) Daten.

1.6 und B = 2.8 bei gestorten
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Fehl er Fehl er
0.08 0. 08
0. 07 0. 07
0. 06 0. 06
0. 05 0. 05
0. 04 0.04
0. 03 0. 03
0.02 0.02
0.01 0.01
0 n 0 n
200 400 600 800 1000 200 400 600 800 1000

Abbildung 4.7: (V3): Das Fehlerverhalten fir 3 = 1.6 und 8 = 2.8 bei gestérten
(gestrichelte Linie) und exakten (durchgezogene Linie) Daten, o hat jeweils den Wert

0.95.

4.3 Awusblick auf nichtlineare Probleme und Litera-

tur

Es gibt eine ganze Reihe von Veréffentlichungen zum Thema Iterationsverfahren zur
Lésung inverser Probleme, speziell auch zum Landweber-Verfahren. Die in Abschnitt

4.3.2 angegebene Literatur bezieht sich allein auf nichtlineare inverse Probleme.

4.3.1 Das nichtlineare Landweber-Verfahren

Setzt man F(fi) = Af, so hat die Verallgemeinerung der Landweber-Iteration zu einer

nichtlinearen Operatorgleichung die Gestalt:

Jfrr1 = + F'(fe) (9 — F(fr)), k € IN.

F' bezeichnet die Fréchet-Ableitung von F', an die jeweils Stetigkeitsforderungen ge-
stellt werden. Die Gleichung entspricht der des herkémmlichen Verfahrens, wenn F(f) =
Af linear ist.
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4.3.2 Weiterfithrende Literatur

Einen allgemeinen Uberblick iiber die Regularisierung inverser Probleme bieten Engl,
Hanke und Neubauer in [6]. Sie beschéaftigen sich auch eingehend mit der Behandlung
nichtlinearer Aufgabenstellungen. Als Losungsverfahren fiir diese Problemklasse wer-

den die Tikhonov-Regularisierung und Iterationsverfahren untersucht.

Hanke, Neubauer und Scherzer geben in [10] eine Konvergenzrate des Landweber-
Verfahrens fiir nichtlineare Probleme an. In der Herleitung dieser Aussage ersetzen
sie die iibliche Voraussetzung der Nichtexpansivitat von F'(f)*(g — F(f)), die sich oft
nur schwer zeigen 1ait, durch eine lokale Eigenschaft von F' in einer Kugel B,(fo) mit

Radius p um fo :

|E(f) = F(f) = F'(H)f = HIl <nllFE(f) = F(H)l (4.3.1)
V1T € Byfo) CD(A), 0 <y < .

Die Fréchet-Ableitung F’ soll lokal gleichm&Big beschrankt sein. Fiir ||g—¢¢|| < € geben

sie dann als bestmégliche Konvergenzaussage fiir die Losung
1F'g — fieiqll = O(e"?)

an, wobei fiir die Bestimmung von k*(¢) als hdchsten, zuldssigen Iterationsindex ein

Abbruchkriterium angegeben wird.

F. Hettlich und W. Rundell betrachten in [11] ein inverses, nichtlineares Potentialpro-
blem, das mittels Iterationsverfahren gelést wird. Sie stellen dabei Newton-Verfahren
der Landweber-Iteration entgegen, die im Vergleich zu anderen Methoden nur sehr lang-
sam konvergiert. Es wird jedoch auf Situationen hingewiesen, in denen dieser Nachteil
auch positive Konsequenzen mit sich bringt. Bei stark schlecht gestellten Problemen
divergieren Newton-Verfahren oft schon, bevor man eine hinreichend gute N&herung

an die exakte Loésung erhalt.

Scherzer fithrt in [23] die Veroffentlichung von Hanke, Neubauer und Scherzer [10] wei-
ter aus. Er liefert eine geometrische Interpretation der Gleichung (4.3.1) und eine Zu-
sammenstellung des Konvergenzverhaltens der nichtlinearen Landweber-Iteration fiir

verschiedene Forderungen an den Operator F.



Anhang A
Projektoren

Alt [1] beschreibt in Kapitel 7 ausfiihrlich die algebraischen Eigenschaften von Projek-
toren. Der Schwerpunkt liegt jedoch auf orthogonalen Projektoren. Zarantonello [25]

betrachtet diese Operatoren allgemein auf konvexen Mengen.

Definition und Eigenschaften
Definition A.0.1 C sei ein konvezer, abgeschlossener Unterraum des Hilbertraumes
X. FEine lineare Abbildung P : X — X heifit (lineare) Projektion auf C, falls gilt:

P? = P und R(P) = C.

Dies ist dquivalent zu

P:X —Cund P=1 auf C.

Pcx bezeichne die Projektion von z € X auf C. Die charakteristische Eigenschaft von

Pz lautet:
(4) |z — Pez| <[z —y| VyeC

Thr Beweis ergibt sich aus dem Projektionssatz [vgl. Alt [1], Abschnitt 2.17]. Er sichert
auch die Existenz und Eindeutigkeit der Abbildung P. Zarantonello [25] leitet aus (A)

weitere Merkmale her.

46
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Lemma A.0.2 Es ergeben sich folgende Aussagen fiir Pgo:

a) (A) ist dquivalent zu: (x — Poz,Pocx —y) > 0 Vy € C,z € D(P¢).
b) Fiir alle z,y € D(P¢) gilt: (B) (# — Poz,Pcz — Pey) > 0.

¢) (I — Po)z — (I — Po)y,Poz — Pcy) > 0 Vz,y € D(Fc)

ist dquivalent zu: (z — y, Po(z —y)) > |Pez — y||* firy € C.

BEWEIS :

) B gilt: 2 — Poal]? — |}o — y|]* = & — Poal? — (= — Pex) + (Poz — y)]

= —2(z — Poz, Pcz — y) — ||Poz — y||* < 0. Es folgt also (A) aus a).

Umgekehrt 148t sich a) mit ¢y’ = ty 4 (1 —¢)Pcz,0 < ¢t < 1 anstelle von y schreiben als:

|z = Poz|* — ||z — y'||* = —2t(z — Pox, Pox — y) — t*|| Poz — y|*.

Falls nun (A) gilt, folgt nach Division durch ¢ fiir ¢ — 0 a).

b) Die Behauptung b) folgt aus a), da Poy € C [siehe auch Zarantonello [25] Theorem
1.1].

¢) Die Gleichung in Behauptung ¢) erhélt man, indem man zu Gleichung (B) denselben
Ausdruck jedoch mit vertauschtem z und z addiert. Die Aquivalenz folgt fiir y € C.
O



Anhang B

Zur Norm des Abelschen

Integraloperators

In dem folgenden Teil sollen Ungleichungen aufgefithrt werden, die dabei helfen, die

Norm des Abelschen Integraloperators

(Jf)(z) = ﬁ [ @ =t a0 <2 <

in LP-R&umen abzuschitzen. Fiir a gilt: 0 < a < 400, ['(s) entspricht der Gamma-
funktion.

Die Ergebnisse dieses Abschnitts stammen aus Gorenflo und Vessella [7].

B.1 Stetigkeit des Abelschen Integraloperators J¢

in LP-Raumen

Fir auf IR definierte Funktionen f, g bezeichnet man das Integral

(f*g) = /]R flz —y)g(y)dy

als Faltung von f und g¢.
Die Wirkung des Abelsche Operator auf f entspricht einer Faltung dieser Funktion mit
einem ®,(z). Es gilt

Jf = ®a(z)« f (1)

48
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auf (0,a), wobei

ma;l firz >0
0 firz <0

und

7:{f fir0<z<a

0 sonst.
Fiir Faltungen gilt die folgende Ungleichung, auf die sich auch die weiter unten an-

gefiihrten Abschatzungen zuriickfithren lassen.

Satz B.1.1 (Youngsche Ungleichung)
FEs seien f € LY(IR) und g € LP(IR) mit 1 < g < o0, 1 <p < o0, %—I—% > 1. Dann gilt:

N f*gllerw) < || fllzew)l| 9] e (m)s

wobei

BEWEIS : Siehe z.B.: Zeidler [27].

Dieser Satz liefert zusammen mit (1) die erste Abschatzung fiir ||Jf]||.

Satz B.1.2 Es sei f € L?(0,a) mit0 <a< o0, 1 <p<1l/a und
s =p/(1 —pla —¢€)), e >0. Dann gilt:

1% f]

at l -«

L'(0a) = g (L+—=)"" [ fllzr .00

BEWEIS : Mit der Wahl von s erhilt man fiir ¢ : ¢ = 1 — a + €. Die Behauptung

ergibt sich dann aus der Youngschen Ungleichung, wenn man fiir obiges ¢ die Norm

|®(z)||; berechnet.

Unter der Zusatzbedingung 1 < p < 1 148t sich eine schérfere Abschitzung als die in
Satz B.1.2 beweisen.
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Satz B.1.3 Esseien 0 <a< oo und 1 <p< i, dann gilt die Ungleichung:

17°f | 5= < M2 p) || fllze o)

Ll ap(o,

mit einer Konstanten M, die von a und p abhdngt.

BEWEIS : Siehe Gorenflo und Vessella [7].

Aus der vorherigen Behauptung folgt, dal J* als Operator von Li(O,a) nach L*=(0,qa)
nicht stetig sein kann.

J* kann verallgemeinert werden zu einem Operator A,, der wie folgt definiert ist:

F/ tl t,()gwga,
w_ [24

wobei K eine Funktion auf T = {(z,t) € R?* : 0 < t < z < a} ist. In der An-
wendung aus Kapitel 4 gilt jedoch: K = 1. Schlieflich liefert der letzte Satz dieses
Abschnitts basierend auf A, die gewiinschte Abschatzung fiir die Norm des Abelschen

Integraloperators.

Satz B.1.4 Fiir den Abelschen Integraloperator A, gilt:

A, ist stetig als Operator von Li((],a) nach L"(0,b) fiir alle € €]0, 2], r > 1,
be[0,a], (b < oo wenn a = ).

Es gilt die Ungleichung:

[Aafllzr@p) < Ma(a,b,7) [|Kl|zee () [ fll 11 g 0

= r (L + (1 —a))i=t.

BEWEIS : Die Behauptung folgt aus Satz B.1.3 fir r = %

Damit 148t sich nun 8 = aus den Verfahren (V1)-(V3) fiir den Abelschen Inte-

2
4112
graloperator abschétzen.
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