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Einleitung

Viele Probleme in der Medizin� der Geophysik oder beim Einsatz zerst	orungsfreier

Pr	ufverfahren lassen eine direkte Messung der Eigenschaften des zu untersuchenden

Objekts nicht zu� In diesem Fall behilft man sich� indem man aus indirekten Beobach�

tungen auf diese Eigenschaften schlie�t� Man spricht dann im Gegensatz zu direkten

von inversen Problemen� Sie treten zum Beispiel in der Geophysik auf� wo an seis�

mischen Wellen Laufzeitmessungen durchgef	uhrt werden� um Gesteinsformationen im

Inneren der Erde erkennen zu k	onnen� Auf 	ahnliche Weise nutzt man in der Medi�

zin bei der nicht�invasiven Untersuchung von Patienten die Intensit	atsminderung von

R	ontgenstrahlen� die den K	orper durchlaufen� um so ohne chirurgischen Eingri� ein

Bild vom Inneren zu erhalten� Ferner treten inverse Probleme in Systemen auf� f	ur die

aus vorliegenden Daten ein abstraktes� mathematisches Modell gefunden werden soll�

Louis bietet in ���� einen allgemeinen 	Uberblick 	uber die Behandlung inverser Proble�

me�

Die vorliegende Arbeit st	utzt sich auf eine Ver	o�entlichung von Bertolt Eicke�

� Iteration methods for convexly constrained ill	posed problems in Hilbert	

space
 ���

Das Ziel der Arbeit besteht darin� den Inhalt aufzuarbeiten und die vorgestellten Itera�

tionsverfahren auf zwei typische Aufgabenstellungen aus dem Gebiet inverser Probleme

anzuwenden�

Das erste Kapitel geht auf mathematische Grundlagen ein� die beim Verst	andnis der

anschlie�end vorgestellten Verfahren behil�ich sind� Es wird die verallgemeinerte In�

verse als L	osung eines schlecht gestellten� inversen Problems eingef	uhrt�

�



EINLEITUNG �

Im zweiten Kapitel werden Eigenschaften der verallgemeinerten Inversen f	ur den Fall�

da� nur bestimmte� in der vorliegenden Arbeit positive L	osungen zugelassen werden�

aufgef	uhrt�

Das dritte Kapitel liefert Verfahren� die dazu eingesetzt werden� eine solche L	osung zu

�nden�

Der letzte Abschnitt zeigt die Ergebnisse der praktischen Umsetzung der Methoden� Es

wird eine Fredholmsche und Abelsche Integralgleichung unter obigem Aspekt gel	ost�

Schlie�lich wird noch ein kurzer Ausblick auf nichtlineare Probleme und Literatur zu

diesem Themenbereich geboten�

An dieser Stelle m	ochte ich Herrn Prof� Dr� A� K� Louis f	ur die Bereitstellung des

Themas und die stete Hilfsbereitschaft danken� Weiterhin m	ochte ich allen danken� die

zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen haben�



Kapitel �

GRUNDLAGEN

Dieses Kapitel soll einen Einblick in die Behandlung inverser Probleme bieten� Allge�

meine Begri�e und die notwendigen mathematischen Grundlagen werden angegeben�

Inverse Probleme lassen sich wie folgt genauer beschreiben�

Als mathematisches Modell f	ur ein Experiment dient eine Abbildung A von der Menge

X der Parameter in die Menge Y der Resultate

A � X �� Y

f ��� g�

Ein inverses Problem liegt vor� wenn aus den Resultaten g � Y das Urbild rekonstru�

iert werden soll�

Die L	osung dieses Problems ist einfach zu erhalten� wenn die folgenden Bedingungen

erf	ullt sind�

�� A ist Bijektion�

�� A�� ist stetig bez	uglich geeigneter Topologien in X und Y�

Die Bedingung der Bijektion garantiert die Eindeutigkeit der L	osung f	ur alle g aus der

Menge der Resultate� Die zweite Bedingung gew	ahrleistet die Stabilit	at des Problems�

�
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was bedeutet� da� auf kleine 	Anderungen in den Daten g kleine 	Anderungen im Er�

gebnis f folgen �was jedoch in der Praxis oft nicht erf	ullt ist�� Auf Hadamard ������

geht dazu die folgende De�nition zur	uck�

De�nition ��� Sei A � X �� Y eine Abbildung mit topologischen R�aumen X�Y �

Das Problem �A�X� Y � hei�t gut gestellt�wenn�

a� Af  g f�ur jedes g � Y eine L�osung besitzt�

b� diese L�osung eindeutig ist�

c� die L�osung stetig von den Daten abh�angt�

Sind nicht alle Bedingungen erf�ullt� so hei�t das Problem schlecht gestellt�

Nach dieser De�nition z	ahlen inverse Probleme in der Regel zu den schlecht gestellten�

Louis gibt in ���� an� wie sie klassi�ziert werden� Revalski liefert in ���� eine 	Ubersicht

	uber weitere De�nitionen der Schlechtgestelltheit von Problemen� zum Beispiel in der

Sprechweise von Tikhonov� Bei der Klassi�zierung mu� ber	ucksichtigt werden� da� der

Grad der Schlechtgestelltheit nicht nur vom Operator A� sondern auch von der Glatt�

heit der exakten L	osung f abh	angt�

Es soll

A � X �� Y

f ��� g

gel	ost werden� wobei X und Y Hilbertr	aume 	uber IR sind und g gegeben ist�

De�nition ��� ��� X und Y seien Hilbertr�aume und U eine Teilmenge von X�

Eine Funktion� die jedem f � U eindeutig ein Element g  A�f�  Af � Y zuordnet�

nennt man Operator �auch Abbildung oder Transformation� von U nach Y � U hei�t

De�nitionsbereich des Operators und wird mit D�A� �domain of de�nition� bezeichnet�
Die Menge R�A� � fg � Y j �f � D�A� mit Af  gg hei�t derWertebereich �Range�
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des Operators A� Dann ist A eine Abbildung von D�A� nach R�A��
Die Menge N �A��� ff � D�A�j Af  �g wird als der Nullraum von A bezeichnet�

De�nition ��� A�X� Y wie oben� A hei�t genau dann linear� wenn f�ur beliebige

��� �� � IR� f�� f� � D�A� gilt�

A���f� � ��f��  ��Af� � ��Af��

A hei�t beschr	ankt� wenn es eine Konstante c � IR �Schranke von A� gibt� so da�

kAfk � ckfk f�ur alle f � D�A� gilt�

De�nition ��� A sei linearer Operator von D�A� � X nachX mit D�A� � X

�D�A� liegt dicht in X�� Gibt es zu v � X ein v� � X mit

�Aw� v�  �w� v�� f�ur alle w � D�A��

dann ist die Zuordnung v ��� v� eindeutig und linear�

Der Operator A� � X � D�A�� �� X� v ��� v� hei�t der zu A adjungierte Operator�

Ein Element v� ist genau dann ein Element von D�A��� wenn es ein v � X gibt� so

da� �Aw� v�  �w� v�� gilt�

A sei im folgenden linear� Die Aufgabe lautet� Af  g zu l	osen� Da nicht f	ur jedes

g � Y eine L	osung f existiert� f	uhrt man den Begri� der verallgemeinerten L�osung

und verallgemeinerten Inversen ein� um den L	osungsbegri� f	ur eine gr	o�ere Menge von

Elementen aus Y de�nieren zu k	onnen� Dies geschieht� indem man statt der Gleichung

Af  g das Problem betrachtet� den Abstand J�f�  kAf � gkY zu minimieren� Liegt
g in R�A�� so erh	alt man als minimalen Abstand Null� Liegt g in R�A�� �Orthogo�

nalraum zu R�A��� so ist ebenfalls eine Minimierung m	oglich� jedoch existieren f	ur
nichtinjektives A unendlich viele L	osungen� Um Eindeutigkeit der L	osung in diesem

Falle zu erhalten� w	ahlt man das Element kleinster Norm� Diese Betrachtung f	uhrt zu

folgender De�nition�
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De�nition ��� A sei linearer� beschr�ankter Operator von X nach Y und

g � R�A��R�A�� � D�Ay�� Als Moore�Penrose L	osung oder verallgemeinerte L	osung

des Problems Af  g bezeichnet man f y � X mit�

a� f y minimiert den Defekt J�u� � kAu� gkY �
b� f�ur alle f � X mit J�f�  minu�X J�u� gilt� kf ykX � kfkX �

Die dadurch de�nierte Abbildung

Ay � D�Ay� �� X

g ��� f y

wird verallgemeinerte Inverse oder Pseudoinverse � von A genannt�

F	ur die verallgemeinerte L	osung f y  Ayg gilt der folgende Satz�

Satz ��� f y ist in R�A�� die L�osung der Normalengleichung

A�Af  A�g�

Beweis � in Louis �����

Ebenfalls in ���� �ndet man folgende Eigenschaften der verallgemeinerten Inversen �

	 N �Ay�  R�A���

	 R�A�y  N �A��  R�A���

	 Ay ist linear�

�Der Begri� der Pseudoinversen wurde erstmals ���� von I� Fredholm im Zusammenhang mit

Integralgleichungen betrachtet� F�ur Matrizen geht die De�nition auf E�H�Moore zur�uck� die er ��	�

im Rahmen eines Vortrages als Konzept zur Reziproken einer 
m � n��Matrix vorstellte� Nachdem

diese Entwicklung weitgehend in Vergessenheit geraten war� entdeckte R�Penrose �� unabh�angig

von der Vorgeschichte die verallgemeinerte Inverse beliebiger Matrizen neu� ���
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	 Ay ist genau dann stetig� wenn R�A� abgeschlossen ist�

Falls ein Problem schlecht gestellt ist und die Daten fehlerbehaftet sind� so wendet man

zu seiner L	osung eine sogenannte Regularisierung an� Diese bietet einen Ersatz f	ur die

im allgemeinen fehlende Stetigkeit von Ay �im Falle dimR�A� 
��
Man de�niert Regularisierung wie folgt�

De�nition ��� Eine Regularisierung von Ay ist eine Familie von Operatoren

fT�g����T� � Y �� X mit folgender Eigenschaft�

Es existiert eine Abbildung � � IR� � Y �� IR�� so da� f�ur alle g � D�Ay� und f�ur

alle g� � Y mit kg � g�kY � � gilt�

lim
���
g��g

T����g��g
�  Ayg�

Sind alle T� linear� so hei�t fT�g eine lineare Regularisierung� � wird Regularisierungs�

parameter genannt� den man so w�ahlt� da�

lim
���

g��g

���� g��  �

gilt�

Zum Nachweis der Regularisierungseigenschaft eines Verfahrens betrachtet man den

Fehler kT�g� �Aygk� f	ur den die folgende Ungleichung gilt�

kT�g� �Aygk � kT�g� � T�gk� kT�g �Aygk�

Der erste Summand der rechten Seite ber	ucksichtigt den Datenfehler� liefert also gege�

benenfalls Stabilit	at f	ur gest	orte Daten� Der zweite Summand gibt den Approximati�

onsfehler an� Als Regularisierungsverfahren seien das Tikhonov�Phillips Verfahren� die

abgeschnittene Singul	arwertzerlegung� Regularisierung mittels Molli�er und Iterations�

verfahren� zu denen auch die in dieser Arbeit behandelte Landweber�Iteration z	ahlt�

genannt� Regularisierung erreicht man hierbei 	uber die Anzahl der durchgef	uhrten Ite�

rationsschritte� Zusatzinformationen 	uber die m	ogliche L	osung f k	onnen helfen� die

Konvergenz des Verfahrens zu verbessern� Sie werden im folgenden eine wichtige Rolle

spielen�
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Konvex�restringierte schlecht

gestellte Probleme

� Tikhonov�Regularisierung

In diesem Abschnitt wird analog zu Kapitel � eine auf eine abgeschlossene� konvexe

Menge C restringierte verallgemeinerte Inverse Ay
C eingef	uhrt� Es wird gezeigt� da� sich

nur wenige Eigenschaften des unrestringierten Problems auf den nichtlinearen Operator

Ay
C 	ubertragen lassen� Die vorgestellten Eigenschaften stammen aus ��� und ����

��� Einige Eigenschaften von A
y
C

Wie zuvor sei A ein linearer� beschr	ankter Operator zwischen den reellen Hilbertr	aum�

en X und Y � C sei eine abgeschlossene� konvexe Teilmenge von X� Wieder wird

J�f�  kAf � gkY minimiert� jedoch mit der Einschr	ankung� da� f in C enthal�

ten sein mu�� Die Eindeutigkeit der L	osung� falls sie existiert� wird durch die Wahl der

L	osung f kleinster Norm gew	ahrleistet� Wir bezeichnen sie mit A
y
Cg� Sie hei�t restrin	

gierte verallgemeinerte Inverse �auch Quasil	osung�� Der folgende Satz beschreibt die

Eigenschaften des nichtlinearen Operators Ay
C� PC steht f	ur die metrische Projektion

auf eine nichtleere� abgeschlossene� konvexe Menge C� Metrische Projektion bedeutet�

da� jedem Element des Hilbertraumes das eindeutig bestimmte� n	achstgelegene Ele�

ment von C zugeordnet wird� Im Anhang ist eine 	Ubersicht 	uber die Eigenschaften von

�
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Projektoren aufgef	uhrt�

In der Folge werde minf�C kAf � gk mit �P � bezeichnet�

Satz ��� Ay
C besitzt folgende Eigenschaften�

a� AAy
C  PA�C� auf D�Ay

C��

b� D�Ay
C�  fg � Y j PA�C�g � A�C�g�

c� Ay
C  Ay

CPA�C�  Ay
CPR�A� auf D�Ay

C��

d� f �Ay
CAf � N �A� f�ur alle f � C�

e� F�ur Unterr�aume C ist Ay
C  �APC�

y�

f� F�ur beschr�ankte Mengen C ist D�Ay
C�  Y�

Beweis �

a� F	ur g � D�Ay
C� gilt nach De�nition�

kAAy
Cg � gk  min

f�C
kAf � gk  min

��A�C�
k�� gk  min

��A�C�
k�� gk�

Dies entspricht aber der De�nition der metrischen Projektion auf A�C�� das hei�t� da�

g der eindeutig bestimmte� n	achstgelegene Punkt in A�C� zugeordnet wird� Somit gilt

also� PA�C�g  AAy
Cg�

b� �siehe auch Neubauer ���� Proposition ����

Ist g � D�Ay
C�� dann gilt nach a� � P

A�C�g  AAy
Cg � A�C�� Ist P

A�C�g � A�C�� also

PA�C�g  A� mit � � C� dann folgt�

inf
f�C

kAf � gk  inf
��A�C�

k�� gk  inf
��A�C�

k� � gk  kA�� gk�

Damit existiert minf�C kAf � gk� und es gilt g � D�Ay
C��

c� Zu zeigen ist� Ay
Cg  Ay

CPA�C�g� A
y
Cg minimiert kAf�gk f	ur f � C� Somit minimiert

es auch kAf �PA�C�gk� weil Af � A�C� f	ur alle f � C gilt� Es folgt� Ay
Cg  Ay

CPA�C�g�

Ferner ist zu zeigen� da� Ay
Cg  Ay

CPR�A�g�

Der Satz von Pythagoras liefert�

kAf � gk�  kAf � PR�A�gk� � kPR�A�g � gk�
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mit festem zweitem Term�

d� F	ur alle g � A�C� und f � C folgt nach Teil a� AAy
Cg  PA�C�g� Man erh	alt dann

zusammen mit b� die Behauptung wie folgt�

A�f �Ay
CAf�  Af �AAy

CAf

 Af � PA�C�Af  Af �Af  ��

e� Es gilt� D��APC�y�  A�C��A�C��  fg � Y jPA�C�g � A�C�g  D�Ay
C��

F	ur g � D��APC �y� ist �APC�yg nach De�nition das Element kleinster Norm von�

ff � Xj kAPCf � gk  min��C kA�� gkg  ff � Xj APCf  PA�C�gg
 f� � CjA�  PA�C�gg � C�� da APCf  APC�� � ��� mit � � C und �� � C� gilt�

Somit ist �APC�yg auch das Element kleinster Norm von f� � CjA�  PA�C�gg� also
gleich Ay

Cg�

f� A ist linearer Operator� Da die Menge C beschr	ankt� abgeschlossen und konvex ist�

folgt f	ur C schwache Folgenabgeschlossenheit� Daraus erh	alt man die Abgeschlossenheit

von A�C�� weil Afn �� g� fn � C die Existenz einer schwach konvergenten Teilfolge

von fn impliziert� deren Grenzwert in der Menge C liegt�

Aus fnk �� f folgt Afnk �� Af und damit g  Af � A�C��

Gem	a� b� folgt die Behauptung� �

In den weiter unten zu f	uhrenden Beweisen ben	otigt man die Umformulierung des re�

stringierten Minimierungsproblems zu einer Variationsungleichung� Das folgende Lem�

ma geht darauf ein�

Lemma ��� Es sei G  fxj x  Ay
Cg � v� v � N �A�g�

a� F�ur g � D�Ay
C� folgt� da� G � C L�osungsmenge von

�A�Ax�A�g� x� y� � � y � C in C ist�

b� Wenn �A�Ax�A�g� x� y� � � y � C l�osbar ist in C� dann gilt� g � D�Ay
C��

Beweis �

a� Jedes x � G �C ist minimierendes Element von �P � und l	ost damit die Variations�

ungleichung� denn f	ur y � C� � � ��� �� ist

� � kA��x������y��gk��kAx�gk�  �������A�Ax�A�g� y�x��������kA�y�x�k��
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F	ur � �� � folgt die Variationsungleichung�

Sind x�� x� � C L	osungen� dann erh	alt man durch Addition von

�A�Ax� �A�g� x� � x�� � � und �A�g �A�Ax�� x� � x�� � �

das Ergebnis

kA�x� � x��k� � ��

Also folgt� da� x� � x� � N �A��
b� Ist x L	osung� dann gilt f	ur y � C �

kAy � gk� � kAx� gk�  ��A�Ax�A�g� y � x� � kA�y � x�k� � �
� kAy � gk� � kAx� gk��

Also ist x L	osung von minf�C kAf � gk� das hei�t� g � D�Ay
C�� �

��� Das Bild von A
y
C

Es stellen sich auch im Bild von Ay
C Unterschiede zu Ay ein� R�Ay

C� ist zum Beispiel

im Gegensatz zu R�Ay�  N �A�� im allgemeinen nicht abgeschlossen�

Satz ��� F�ur das Bild von Ay
C gilt�

a� R�Ay
C�  ff � CjAy

CAf  fg�
b� R�PCA�� � PC�N �A��� �
c� PC�N �A��� � R�Ay

C��

d� R�Ay
C� � R�PCA�� �

e� R�PCA��  PC�N �A����

Beweis � ���

a� Zu f � R�Ay
C� existiert ein g � A�C� mit Ay

Cg  f � Nach Satz ����� folgt�

Ay
CAf  Ay

CAA
y
Cg  Ay

CPA�C�g  Ay
Cg  f�

b� Es ist PCA�f � PC�N �A���� da A�f � R�A�� � N �A�� gilt�
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Falls C  X und R�A�� � R�A�� folgt die echte Inklusion�

c� Seien f � PC�N �A���� f � C� PCz � f f	ur z � N �A��� Dann ist f  Ay
CAf ����

Bem �iv� zu Satz ����� Falls f minimale Norm besitzt� gilt f � R�Ay
C�� Die minimale

Norm von f folgt jedoch aus der De�nition der metrischen Projektion� wenn � � C

und Af  A� �

� � ��� PCz� PCz � z�  ��� f� f � z�  ��� f� f�� ��� f� z�  ��� f� f��

da �� f � N �A�� z � N �A�� gilt�
Die Cauchy Schwarzsche Ungleichung liefert�

� � ���f� f�  ��f� f����� f� � �kfk��k�kkfk� womitkfk � k�k also f � R�Ay
C�

folgt�

d� Es ist zu zeigen� R�Ay
C� � R�PCA���

Nach Satz ����� �weiter unten� gilt� Ay
Cg  lim��� T��Cg� wobei T��Cg � R�PCA���

R�Ay
C� ist nicht notwendig abgeschlossen� wie Beispiel ���� in ��� zeigt�

e� Von linearen Abbildungen A � X � Y wei� man� N �A��  R�A��� f�M�  f�M �

gilt f	ur alle stetigen Abbildungen f und alle Mengen M in topologischen R	aumen�

�

Anmerkung �

a� A ist injektiv auf R�Ay
C�� denn nach Satz ����� a� folgt f	ur AA

y
Cg�  AAy

Cg� �

Ay
Cg�  Ay

CAA
y
Cg�  Ay

CAA
y
Cg�  Ay

Cg��

Beispiel ���� in Eicke ��� zeigt� da� A auf R�Ay
C� nicht injektiv und R�Ay

C� selbst f	ur

abgeschlossenes R�A� nicht abgeschlossen sein mu��
b� In Eicke ��� werden in Kapitel ��� Kriterien f	ur die Korrektgestelltheit restringierter

Probleme zusammengestellt� Es zeigt sich� da� die Stetigkeit von Ay
C� also die Korrekt�

gestelltheit� nur f	ur starke Forderungen an den Operator A und die Menge C gew	ahr�

leistet ist�

c� Natterer stellt in ���� die Frage� inwieweit Datenfehler durch die Restriktion mehr

verst	arkt werden als im unrestringierten Fall insbesondere auch f	ur Ayg � C� Er f	uhrt

dazu ein von Mario Primicerio vorgeschlagenes Beispiel auf� bei dem

kAy
Cg

� �Aygk 	 kAyg� �Aygk f	ur Ayg � C gilt�

d� Storey und Chapron geben in ���� Bedingungen an� unter welchen ein restringiertes�

lineares Problem eine L	osung besitzt�

e� In Kapitel ��� in ��� untersuchen Engl� Hanke und Neubauer die Auswirkung von
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konvexen Restriktionen auf das Konvergenzverhalten der Tikhonov�Regularisierung�

��� Tikhonov�Regularisierung restringierter Proble�

me

Um die Eigenschaften der im folgenden angef	uhrten Iterationsverfahren zur L	osung

konvex�restringierter Probleme besser verstehen zu k	onnen� enth	alt dieser Abschnitt

grundlegende Ergebnisse der Tikhonov�Regularisierung� Sie ist de�niert als L	osung des

Minimierungsproblems�

min
f�C

kAf � gk� � �kfk��
C ist dabei eine abgeschlossene� konvexe Teilmenge von X� g � Y � � 	 ��

Satz ���

a� Konvergenz f	ur exakte Daten�

g � D�Ay
C� gilt genau dann� wenn lim��� T��Cg existiert� Dann konvergiert T��Cg gegen

Ay
Cg � lim��� T��Cg  Ay

Cg�

b� Glattheitsbedingung�

Die Tikhonov	regularisierten L�osungen erf�ullen eine gewisse Glattheitsbedingung�

T��Cg � R�PCA�� ��

c� Konvergenzordnung bei Kenntnis von Zusatzinformationen bei exakten Daten�

Wenn g � D�Ay
C�� u � X und Ay

Cg  PCA
�u � R�PCA��� dann gilt�

kT��Cg �Ay
Cgk � p�kuk

und

kA�T��Cg �Ay
Cg�k � �kuk�

d� stetige Abh	angigkeit vom Regularisierungsparameter�

F�ur alle �� 
 	 � und g � Y gilt�

��siehe auch ��� Bemerkung �		�
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kT��Cg � T��Cgk � j���j
�
kT��Cgk�

e� Monotonie�

F�ur g � Y ist kT��Cgk monoton fallend in ��

f� Konvergenz f	ur gest	orte Daten mit a�priori�Parameterwahl�

Es sei g � D�Ay
C�� F�ur fg�g��� � Y und eine Funktion � � IR� � IR� gelte�

kPR�A��g � g��k � �� lim
���

��

����
 ��

Dann ist

lim
���

T�����C g�  Ay
Cg�

g� Konvergenz f	ur gest	orte Daten bei Glattheitsbedingung�

Sei g � D�Ay
C� mit A

y
Cg � R�PCA�� und � 	 �� F�ur fg�g��� � Y sei kPR�A��g��g�k �

�� Dann gilt f�ur ���� � supf� 	 �j kAT�g� � g�k � ��g �

kT�����Cg� �Ay
Cgk  O�

p
���

Beweis �

a� Neubauer ���� Theorem ����

b� Michelli Utreras ���� Theorem ���� Best smoothing in a convex set�

c� Neubauer ���� Theorem ����

d�� e� Neubauer ���� Theorem ����

f� Neubauer ���� Theorem ����

g� Engl� Hanke und Neubauer ��� Proposition ����� �

Satz ����� liefert wichtige Eigenschaften der Tikhonov�Regularisierung� Interessant f	ur

die Stabilit	at des Verfahrens ist besonders Aussage g�� die eine Konvergenzrate angibt�

Die Voraussetzung Ay
Cg � R�PCA�� spielt eine entscheidende Rolle�
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��� Die Landweber�Iteration

Im n	achsten Kapitel werden Methoden zur L	osung restringierter Probleme angegeben�

Diese basieren auf der Iterationsvorschrift des Landweber�Verfahrens� die nun kurz

vorgestellt werden soll�

Die meisten Iterationsverfahren zur N	aherung von Ayg beruhen auf der Umformung

der Normalengleichung A�Af  A�g zu einer Fixpunktgleichung�

f  f �A��g �Af��

F	ur kAk� � � ist der Fixpunktoperator �I�A�A� nichtexpansiv� F	ur schlecht gestellte

Probleme ist dieser Operator jedoch keine Kontraktion� Man f	uhrt bei der Landweber�

Iteration den Relaxationsparameter � mit � � � � �
kAk� ein�

Somit erh	alt man�

fn��  fn � �A��g �Afn��
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Iterationsverfahren zur L�osung

restringierter Probleme

In diesem Abschnitt werden drei Iterationsverfahren zur L	osung restringierter Probleme

vorgestellt� Sie werden eingesetzt zur Regularisierung� nicht zur L	osung bereits �zum

Beispiel durch Tikhonov�Verfahren� regularisierter Probleme� Im ersten Abschnitt wird

die projezierte Landweber�Iteration untersucht� Der zweite Abschnitt enth	alt eine Mo�

di�kation f	ur den Fall� da� die restringierte verallgemeinerte Inverse einer gewissen

Glattheitsbedingung gen	ugt� Schlie�lich wird im letzten Teil auf ein nichtstation	ares

Verfahren eingegangen�

��� Die projezierte Landweber�Iteration

Untersucht werden zun	achst Verfahren der Form�

�V� f� beliebig � fn��  PCUfn  �PCU�
n��f��

Der Operator U ist dabei nur vonA und g� jedoch nicht von der Menge C abh	angig� Die

Verwendung von �V � bietet sich an� falls sich der Projektor PC einfach darstellen l	a�t�

��
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Iterationsverfahren besitzen eine 
Selbstregularisierungseigenschaft�� das hei�t� da� bei

gest	orten Daten ein Problem durch fr	uhen Abbruch der Iteration ohne weiteren Eingri�

bereits regularisiert wird�

Satz ��� Sei G  fxj x  Ay
Cg � v� v � N �A�g� Die Menge der Fixpunkte der

Iterationsabbildung �V � ergibt sich dann zu�

Fix�PCU� 

��
� G � C f�ur g � D�Ay

C�


 sonst �

Beweis �

F	ur einen Fixpunkt x von PCU gilt�

x  PCUx �� x � C� �Ux� x� x� y�  �Ux�PCUx� x� y� � � y � C gem	a� den

Eigenschaften der Projektion� Nach Lemma ����� folgt die Behauptung� �

Bei den vorgestellten Verfahren entspricht U der Iterationsabbildung des Landweber�

Verfahrens� Uf  �I � �A�A�f � �A�g� � � � � �kAk���
Daraus ergibt sich f	ur das Verfahren ��

�V�� Startwert f� beliebig� � � � � �kAk��
fn��  PCUfn  PC ��I � �A�A�fn � �A�g��

F	ur C  X erh	alt man die herk	ommliche Landweber�Iteration� Da im allgemeinen

weder PC noch U Kontraktionen sind� l	a�t sich die starke Konvergenz von �V �� nur

schwer zeigen� Andererseits gilt jedoch das folgende Lemma�
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Lemma ��� Die oben de�nierten PC und U erf�ullen�

a� PC ist nichtexpansiv� das hei�t�

kPCx� PCyk� � kx� yk� � k�I � PC�x� �I � PC�yk�

�� kPCx� PCyk� � �x� y� PCx� PCy��

b� U ist nichtexpansiv� das hei�t�

kUx� Uyk� � kx� yk� � � �

�kAk� � ��k�I � U�x� �I � U�yk��

c� PCU ist nichtexpansiv� das hei�t�

kPCUx� PCUyk� � kx� yk� � �� � �kAk�
�

�k�I � PCU�x� �I � PCU�yk��

Beweis �

a� F	ur Projektoren gilt die Ungleichung� ��I � PC�x� PCx � PCy� � � y � X �vgl�

Anhang��

�� ��I � PC�x� PC�x� y�� � �
�� ��I � PC�y� PC�y � x�� � � x� y � X

Die Subtraktion ����� liefert� ��I � PC�x� �I � PC�y� �PC�x� y�� � ��
also ��I � PC�x� �I � PC�y� PC�x� y�� � �
�� ��I � PC�x� �I � PC�y��PC�x� y�� � � �������
�� k�I � PC��x� y�k� � ��I � PC��x� y�� x� y� � �

�� k�I � PC��x� y�k� � kx� yk� � �PC�x� y�� x� y� � ��
Damit ist die Behauptung erf	ullt� denn ������� ist 	aquivalent zu�

� �x� y� PC�x� y�� � �PC�x� y�� PC�x� y�� � ��

womit �PC�x� y�� x� y� � kPC�x� y�k� folgt�
Dies impliziert auch die 	aquivalente Formulierung von a��

b� Formuliert man kUx� Uyk� aus� so erh	alt man�
kUx� Uyk�
 �I�x� y�� �A�A�x� y�� I�x� y�� �A�A�x� y��

 �x� y� x� y�� ��I�x� y�� �A�A�x� y�� � ���A�A�x� y�� A�A�x� y��

 kx� yk� � ���A�x� y�� A�x� y�� � ��kA�A�x� y�k�
 kx� yk� � ��kA�x� y�k� � ��kA�A�x� y�k��
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Die Behauptung lautet�

kUx� Uyk� � kx� yk� � � �
	kAk� � ��k�I � U�x � �I � U�yk�

 kx� yk� � � �
	kAk� � ��k�A�A�x� y�k��

Sie ist erf	ullt� falls

� �
	kAk� � ��k�A�A�x� y�k� � ��kA�x� y�k� � ��kA�A�x� y�k��
Es gilt�

�
�

�kAk� � ��k�A
�A�x� y�k�  �

��

kAk� � ���kA�A�x� y�k�


��

kAk�kA
�A�x� y�k� � ��kA�A�x� y�k�

� ��

kAk�kA
�k�kA�x� y�k� � ��kA�A�x� y�k��

Damit ist die Behauptung erf	ullt� da kA�k  kAk�
c� Setze k � �

	kAk� � �� Aus a� ergibt sich dann�
kPCUx� PCUyk� � kUx� Uyk� � k�I � PC�Ux� �I � PC�Uyk�

� kx� yk� � kk�I � U�x� �I � U�yk�

�k��I � PCU�x� �I � PCU�y�� ��I � U�x� �I � U�y�k��

Mit der Identit	at kkuk� � kv � uk�  kpk � � u� �p
k��

vk� � ��� �
k�� �kvk� folgt�

kPCUx � PCUyk� � kx� yk� � � kpk � ���I � U�x� �I � U�y�

� �p
k � �

��I � PCU�x� �I � PCU�y�k�

���� �

k � �
�k�I � PCU�x � �I � PCU�yk��

� kx� yk� � �� � �

k � �
�k�I � PCU�x� �I � PCU�yk�

 kx� yk� � �� � �kAk�
�

�k�I � PCU�x� �I � PCU�yk�� �

Satz ����� gibt die Menge der Fixpunkte von PCU an� Der folgende Satz liefert Aus�

sagen 	uber die Konvergenz von �V ��� Zu seinem Beweis wird der folgende Hilfssatz

ben	otigt�
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Hilfssatz �nach Browder ����� Jede nichtexpansive Selbstabbildung Tf einer nichtlee	

ren� beschr�ankten� abgeschlossenen� konvexen Teilmenge C eines gleichm�a�ig konvexen

Raumes hat einen Fixpunkt�

Satz ��� F�ur beliebiges f� erf�ullen die Iterierten des Verfahrens �V �� �

a� fn ist beschr�ankt �f�ur ein f�� genau dann� wenn g � D�Ay
C��

b� kAfn�� � gk� � kAfn � gk� � � �
	
� kAk��kfn�� � fnk��

c� F�ur g � D�Ay
C� f�allt der Defekt kAfn � gk monoton gegen dist �A�C�� g��

d� kfn�� �Ay
Cgk� � kfn �Ay

Cgk� � �� � 	 kAk�
� �kfn�� � fnk� f�ur g � D�Ay

C��

e� F�ur g � D�Ay
C� konvergiert die Folge ffng schwach gegen einen Fixpunkt von PCU�

f� Jeder H�aufungspunkt von ffng ist Fixpunkt� Gibt es eine konvergente Teilfolge� so

konvergiert die ganze Folge�

Beweis �

a�
�� ���� PCU ist nichtexpansiver Operator� also gilt�

k�PCU�n��f� �Ay
Cgk � k�PCU�nf� �Ay

Cgk � kf� �Ay
Cgk�

�� ���� ��� Zum Beweis wird der vorhergehende Hilfssatz betrachtet� Sei d der Durch�

messer der Menge fn� und f	ur jedes f � X sei Bd�f� die abgeschlossene Kugel mit

Radius d um f � Wenn Ck � �j�kBd�fj� ist� ist Ck nichtleer und konvex f	ur jedes k

und Tf�Ck� � Ck��� C bezeichne den Abschlu� der Vereinigung der Ck f	ur k � �� Da

Ck mit k w	achst� ist C eine abgeschlossene� beschr	ankte� konvexe Teilmenge von X�

Weil Tf C in C abbildet� besitzt Tf einen Fixpunkt in C� Nach Satz ����� folgt die

Behauptung�

b� Es gilt zun	achst�

kfn�� � fnk�  kPC ��I � �A�A�fn � �A�g�� fnk�
� ���A�Afn �A�g� fn�� � fn� ������� �vgl� Anhang��

F	ur die Di�erenz kAfn�� � gk� � kAfn � gk� erh	alt man�
kAfn�� � gk� � kAfn � gk�
 �Afn�� � g�Afn�� � g�� �Afn � g�Afn � g�

 �A�Afn�� �A�g� fn���� �Afn��� g� � �g� g�� �A�Afn �A�g� fn� � �Afn� g�� �g� g�
 �A�Afn��� fn���� �A�g� fn���� �fn��� A�g�� �A�Afn� fn� � �A�g� fn� � �A�g� fn�
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 ���A�g� fn�� � fn� � �A�Afn��� fn���� �A�Afn� fn�

 ��A�Afn �A�g� fn�� � fn�� ��A�Afn� fn�� � fn� � �A�Afn��� fn���� �A�Afn� fn�

 ��A�Afn �A�g� fn�� � fn�� �A�Afn� �fn�� � fn� � �A�Afn��� fn���

 ��A�Afn �A�g� fn�� � fn� � �A�A�fn�� � fn�� fn�� � fn� ��������

F	ur den ersten Summanden gilt nach ��������

��A�Afn �A�g� fn�� � fn� � � �
	
kfn�� � fnk��

F	ur den zweiten Summanden gilt�

�A�A�fn�� � fn�� fn�� � fn� � kAk�kfn�� � fnk�
� kAfn�� � gk� � kAfn � gk� � � �

	
kfn�� � fnk� � kAk�kfn�� � fnk��

c� �durch Widerspruch�

Die Behauptung b� gew	ahrleistet� da� der Defekt monoton gegen ein c � � konvergiert�
Stimmt sie nicht� so existiert ein � � C mit kA�� gk � c� und es gilt folgendes�

� � kA�� gk� � c� � kA�� gk� � kAfn � gk��
Mit der Gleichung ������� folgt�

kA�� gk� � kAfn � gk�  ��A�Afn �A�g� �� fn� � ��� fn� A
�A��� fn��

 ��A�Afn �A�g� �� fn� � kA��� fn�k�

� ��A�Afn �A�g� �� fn�

 ��
�

�
��I � �A�A�fn � �A�g � �� fn�� � ��

� �
�
�fn � �� fn�� � �� � �A�Afn �A�g� fn�� � fn��

� ��
�

�
kfn�� � �k� � �

�
�fn � �� fn�� � ��

��A�Afn �A�g� fn�� � fn���

Da �fn�� � �� fn�� � ��  kPCUfn � �k� � �Ufn � �� PCUfn � �� mit fn��  PCUfn

gilt� erh	alt man schlie�lich�

kA�� gk� � kAfn � gk�  ��
�

�
�fn�� � fn� fn�� � ��

��A�Afn �A�g� fn�� � fn��


�

�
�fn�� � �� �A��Afn � g�� fn�� � fn��

Der Ausdruck strebt gegen � gem	a� Ergebnis b� kfn�� � fnk �� � und wegen der

Beschr	anktheit der Folge ffng� Dadurch erh	alt man den Widerspruch�
d� Betrachte Lemma ����� c�� und setze x  fn und y  Ay

Cg� Man erh	alt dann die
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Behauptung� da Ay
Cg Fixpunkt von PCU ist�

e� Der Beweis dieses Teils erfolgt nach einem Ergebnis von Opial ����� PC � U� PCU

sind nichtexpansiv� Fix sei die Menge der Fixpunkte von PCU � F	ur y � Fix f	allt die

Folge fkfn � ykg� da kfn�� � yk  kPCUfn � PCUyk � kfn � yk gilt� Es existiert
daher f	ur jedes y � Fix ein d�y� derart� da� d�y�  limn�� kfn � yk ist� Fix ist eine
abgeschlossene� konvexe Teilmenge von C� Die Menge Fixd � fy � Fixjd�y� � dg
ist f	ur jedes d � � eine konvexe� abgeschlossene Teilmenge von Fix und nichtleer f	ur

hinreichend gro�es d� Da X als Hilbertraum re�exiv ist� gibt es ein kleinstes 
� so da�

Fix� nichtleer ist�vgl� ��� S� ����� Fix� enth	alt genau ein Element y��

Zu zeigen ist� da� die Folge ffng schwach gegen y� konvergiert�
Beweis durch Widerspruch�

Aus der Re�exivit	at von X und der Beschr	anktheit von ffng folgt die Existenz einer
schwach konvergenten Teilfolge ffnig� die gegen y konvergiert� wobei y � y��

Es gilt� ffni�� � fnig �� � f	ur n ��
� aber ffni�� � fnig  f�PCU � I�fnig� somit
ist y � Fix� Man erh	alt dann�


  d�y��  limn�� kfni � y�k 	 limn�� kfni � yk  d�y��

denn falls fxng schwach konvergent gegen ein x� ist� so gilt f	ur alle x � x� �

limn�� inf kxn � xk 	 limn�� inf kxn � x�k�
f� Aus

�PCU�
nkf� �� f f	ur k ��


folgt einerseits�

�PCU�
nk��f� � �PCU�nkf� �� PCUf � f�

andererseits wegen der asymptotischen Regularit	at�

�PCU�
nk��f� � �PCU�nkf� �� ��

Also ist f Fixpunkt� Damit ist aber k�PCU�nf� � fk monoton fallend� Die gesamte
Folge konvergiert� �

Anmerkung �

Die starke Konvergenz des Verfahrens �V �� gegen einen Fixpunkt kann nur f	ur gewisse

Spezialf	alle nachgewiesen werden� Wenn g � D�Ay
C� ist� dann tritt starke Konvergenz

auf� falls�
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a� R�A� abgeschlossen und N �A� endlichdimensional ist�
b� �I � �A�A� kompakt ist�

c� C ist beschr	ankt kompakt ist�

d� C abgeschlossener Unterraum von X ist�

Die Beweise hierzu �ndet man in ��� Satz ����

Ein Vorteil der Landweber�Iteration liegt darin� da� man auf einfache Weise Stabi�

lit	atsaussagen im Falle gest	orter Daten erhalten kann� Der folgende Satz liefert eine

Absch	atzung f	ur die Di�erenz der n�ten Iterierten im ungest	orten bzw� gest	orten Fall�

Satz ��� Es gelte� kPR�A��g � g��k � �� Die Iterierten fn �im Falle ungest�orter

Daten� und f �n �im Falle gest�orter Daten� des Verfahrens �V �� gen�ugen dann der

Absch�atzung�

kfn � f �nk � kfn�� � f �n��k� � kAk� � kf� � f ��k� n� kAk��

Beweis �

kPCUx� PCU�yk � kUx� U�yk  k�I � �A�A��x� y� � �A��g � g��k
� kx� yk� �kA��PR�A��g � g�� � PR�A���g � g���k
� kx� yk� �kA�PR�A��g � g��k
� kx� yk� �kAk�� �

��� Ein Verfahren f�ur �glatte� L�osungen

Die Ergebnisse f	ur die restringierte Tikhonov�Regularisierung aus dem vorherigen Ka�

pitel zeigen� da� die Bedingung Ay
Cg � R�PCA�� eine sinnvolle� abstrakte Glattheits�

bedingung an die L	osung darstellt �vgl� auch ��� Kapitel ����� In ��� in der Bemerkung
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zu Satz ��� �ndet man ein Beispiel� bei dem die Iterierten des Verfahrens �V �� nicht

notwendig in R�PCA�� bleiben und somit ihr Grenzwert �falls existent� nicht gleich

Ay
Cg sein mu�� Aus diesem Grunde f	uhrt man das folgende Verfahren ein�

�V�� Startwert z� � N �A�� beliebig� � � � � �
kAk�

zn��  zn � �A��g �APCzn�� fn  PCzn�

Man erkennt� da� f	ur z� � N �A�� bzw� z� � R�A�� die Iterierten zn in N �A�� bzw� in
R�A�� verbleiben� Daher sind die Verfahren �V �� und �V �� im allgemeinen verschieden�

Es erweist sich unter Umst	anden als g	unstiger� �V �� als

wn��  wn � ��PR�A�g �APCA
�wn��

fn  PCA
�wn

mit z�  A�w� � R�A�� zu schreiben�

Satz ��� Es seien Tx  x� �A��g �APCx� die Iterationsabbildung von �V�� und

fn� zn� wn� � de�niert wie oben�

Dann gelten die folgenden Behauptungen�

a� kAfn�� � gk� � kAfn � gk� � � �
	
� kAk��kfn�� � fnk��

b� Fix�T � � 
 genau dann� wenn PR�A�g � A�C��

c� Aus Fix�T � � 
 folgt� da� PC�Fix�T ��  G � C mit G  fxj x  Ay
Cg � v� v �

N �A�g gilt�
d� Falls Tz  z � N �A�� gilt� dann ist PCz  Ay

Cg�

e� Es seien PR�A�g � A�C� und Ay
Cg  PCA

�w � R�PCA��� Ist z�  A�w� � R�A���

dann gilt f�ur die oben de�nierte Folge fwng �
kwn�� � wk� � kwn � wk� � ���� �kAk��kfn �Ay

Cgk��
Insbesondere ist fkwm�wkg monoton fallend und ffng konvergiert gegen Ay

Cg mit der

Absch�atzung

NX
n��

kfn �Ay
Cgk� � ����� �kAk������kw� � wk� � kwN�� � wk���
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Beweis �

a� Wie im Beweis zu Satz ����� sieht man folgendes�

kfn�� � fnk�  kPCzn�� � PCznk� � �fn�� � fn� zn�� � zn�

 ��fn�� � fn� A
�g �A�Afn� �vgl� Anhang��

Nach demselben Satz gilt die Ungleichung�

kAfn�� � gk� � kAfn � gk�  ��A�Afn �A�g� fn�� � fn� � �fn�� � fn� A
�A�fn�� � fn��

� �kAk� � �

�
�kfn�� � fnk��

b� �� � �� � Tx  x ist 	aquivalent zu� x  x � �A��g � APCx�� Somit erh	alt man�

A��g �APCx�  � und PR�A�g � A�C� �vgl� Beweis zu Satz �������
�� � �� � Wenn PR�A�g � A�C� gilt� dann ist Tx  x � also Fix�T � � ��

c� Behauptung b� des Satzes gew	ahrleistet� da� PR�A�g � A�C� ist� somit gilt die

Gleichheit PR�A�g  PA�C�g� also g � D�Ay
C��

�� � �� � Es sei f  PCz� wobei z Fixpunkt von �V �� ist� also Tz  z� Es ergibt sich

A��g �APCz�  A��g �Af�  � und damit

Af  PR�A�g  PA�C�g  AAy
Cg �vgl� Satz �������

Zusammen erh	alt man Af  AAy
Cg und f �Ay

Cg � N �A��
Setzt man PCz f	ur f ein� so f	uhrt das zu� f �Ay

Cg  PCz �Ay
Cg � N �A��

�� � �� � Sei f � C mit Ay
Cg � f � N �A��

Dann gilt die Gleichheit� Af  AAy
Cg  PA�C�g  PR�A�g�

Zusammen erh	alt man� Tf  f und f � PC�Fix�T ���

d� F	ur einen Fixpunkt z gilt nach Teil b�� PR�A�g  APCz�

Aus Satz ����� a� und ����� c� folgt�

PCz � R�Ay
C�  ff � Cj Ay

CAf  fg  fPCzj Ay
CAPCz  PCzg�

Somit gilt f	ur PCz � PCz  Ay
CAPCz  Ay

CPR�A�g  Ay
Cg�

e� Aus den Voraussetzungen erh	alt man wie in d� � APCA
�w  AAy

Cg  PA�C�g 

PR�A�g�

Damit ergibt sich f	ur wn �

kwn�� � wk�  k�wn � w� � � �PR�A�g �APCA
�wn�k�

 k�wn � w�� � �APCA
�wn �APCA

�w�k�

 kwn � wk� � �� �wn � w�APCA
�wn �APCA

�w�

��� kAPCA�wn �APCA
�wk�
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 kwn � wk� � �� �A�wn �A�w�PCA�wn � PCA
�w�

��� kAPCA��wn �w�k�

� kwn � wk� � �� kPC�A�wn �A�w�k� � �� kAPCA��wn � w�k�

� kwn � wk� � �� kPCA��wn � w�k� � �� kAk�kPCA��wn � w�k�

 kwn � wk� � � ��� � kAk��kfn �Ay
Cgk��

F	ur die zweite Behauptung des Satzes gilt�

NX
n��

kfn �Ay
Cgk� � �� �� � � kAk�����

NX
n��

�kwn � wk� � kwn�� � wk��

 �� �� � � kAk�����kw� � wk� � kwN�� � wk��� �

Anmerkung �

a� Satz ����� zeigt� da� man f	ur das Verfahren �V �� die Aussage

�X
n��

kfn �Ay
Cgk� �


erh	alt� Beim Landweber�Verfahren f	ur das unrestringierte Problem konvergieren die

Iterierten unter der Voraussetzung Ayg � R�A�� mit der Absch	atzung

kfn �Aygk  O�
�p
n
�

�vgl� �����

b� Eicke gibt in ��� Kapitel ��� eine Modi�kation des Verfahrens �V �� an� die f	ur den

Fall C  X anwendbar ist�

Die Stabilit	at l	a�t sich 	ahnlich wie bei �V �� auch f	ur �V �� einfach untersuchen�

Satz ��� F�ur g� g� � Y gelte kPR�A��g � g��k � �� Seien w�� w
�
� � R�A���

wn� w
�
n� fn� f

�
n bezeichnen die zugeh�origen Iterierten des Verfahrens �V��� dann gilt f�ur

� � � � �
kAk� �

kwn�� � w�
n��k � kwn � w�

nk� � � � kw� � w�
�k� �n� ��� �

und damit

kfn � f �nk � kAk�kw� � w�
�k� n� ���
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Beweis �

F	ur die erste Behauptung gilt�

kwn�� �w�
n��k  k�I � �APCA

��wn � �I � �APCA
��w�

n � �PR�A��g � g��k
� k�I � �APCA

���wn � w�
n�k� � �

� kwn � w�
nk� � ��

Dabei folgt die letzte Ungleichung aus�

kwn �w�
n � � APCA

��wn � w�
n�k�

 kwn � w�
nk� � �� �A��wn � w�

n�� PCA
��wn � w�

n�� � k� APCA
��wn � w�

n�k�
� kwn � w�

nk� � � �� � � kAk��kPCA��wn �w�
n�k� � kwn � w�

nk��
Zusammen ergibt sich�

kwn�� � w�
n��k � kw� � w�

�k� �n � ��� ��

Nach Lemma ����� erh	alt man die zweite Behauptung des Satzes wie folgt�

kfn � f �nk  kPCA�wn � PCA
�w�

nk
� kA�wn �A�w�

nk
� kAk�kw� � w�

�k� n� ��� �

��� Die ged�ampfte Landweber�Iteration

In diesem Abschnitt wird ein nichtstation	ares Verfahren eingef	uhrt� Der nichtexpansive

Operator PCU wird dabei durch kontraktive Operatoren approximiert� Man mu� dann

jedoch auf die Forderung verzichten� da� Ay
Cg Fixpunkt der Iterationsabbildung ist� Zu

einer beliebigen Folge frng � � wird die ged	ampfte� projezierte Landweber�Iteration

de�niert als�

�V�� f� beliebig� fn��  PC�rnUfn�

 PCrn��I � � A�A�fn � �A�g��
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Den Zusammenhang zwischen �V �� und der Tikhonov�regularisierten L	osung erkennt

man� wenn man �V �� umformuliert�

fn��  PCrn��I � � A�A�fn �A�g�

 PCffn � rn��A
�g � �A�A�

� � rn
rn �

I�fn�g

�vgl� ��� Kapitel ����� Der folgende Satz beschreibt diesen Zusammenhang n	aher� �n

bezeichnet dabei den eindeutigen Fixpunkt des kontraktiven Operators PCrnU�

Satz ���

a� F�ur � � r � � entspricht der Fixpunkt von PCrU der restringierten Tikhonov	

regularisierten L�osung T��Cg mit �  ��r
	 r

�

b� Es sei m � n� F�ur die Fixpunkte �m� �n der Operatoren PCrmU�PCrnU gilt die

Ungleichung�

k�m � �nk � rn � rm
rn��� rm�

k�nk �

c� Ist rn so gew�ahlt� da� kfn � �nk �� �� dann konvergiert das Verfahren �V �� gegen

Ay
Cg�

Beweis �

a� Entsprechend zu Lemma ����� zeigt man� da� die Tikhonov�regularisierte L	osung

zum Regularisierungsparameter ��r
r 	

als eindeutige L	osung von

min
f�C

kAf � gk� � � � r

r �
kfk�

der eindeutigen L	osung der Variationsungleichung

��A�A�
� � r

r �
I�f �A�g� f � x� � � x � C

entspricht� Sie ist 	aquivalent zu

�r��I � �A�A�f � � A�g�� f� f � x� � � x � C

�� �rUf � f� f � x� � � ��������

Es gilt� �y � PCy� PCy � x� � � x � C� Daher ist ������� erf	ullt f	ur f  PCUrf�

b� Betrachte Satz ������ Die Behauptung folgt aus der stetigen Abh	angigkeit der L	osung
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vom Regularisierungsparameter�

c� Der Fehler bei �V �� l	a�t sich absch	atzen durch�

kfn �Ay
Cgk � kfn � �nk� k�n �Ay

Cgk�
Dabei strebt kfn � �nk gegen � nach Voraussetzung und T��Cg gegen Ay

Cg gem	a� Teil

a�� Es gilt also� kfn �Ay
Cgk �� �� �

Man gibt sich nun spezielle Folgen frng vor� die auch im letzten Kapitel bei der prakti�

schen Realisierung der Verfahren benutzt werden� Das folgende Lemma wird ben	otigt�

um basierend auf diesen frng Konvergenzaussagen bez	uglich �V �� tre�en zu k	onnen�

Lemma ��� F�ur � � � � � sei die Folge frng de�niert als rn  �� � n����� mit

r�  �� Wenn sich xn durch die Rekursion

xn��  rnxn �
rn�� � rn

rn����� rn�

berechnet� dann gilt� xn � �n����

Beweis �

F	ur � � � � � gilt� n� � n � � und ��
�
n��
n

���� � ��
F	ur das Produkt erh	alt man folgende Ungleichung�

�n� � n� ���
�
n� �

n

����
� � �

�� n� � n� �n� ����� n���� � n��n� ����� � �

�� n� �n� ����� � n�n� ����� � n���� � n� � �

�� �n� ����� �n� � �� n� ��� n���� � n� � �

�� �n� ����� �n� � ��� �n� ��� � n���� � n� � �

�� �n� ��� � n�

�n� ������n� � ��� n����
� � ��������

Die Behauptung wird nun durch vollst	andige Induktion gezeigt�

Die Ungleichung ist erf	ullt f	ur n  �� denn r�  � liefert� x�  � � � � ����  ��
Es gelte nun xn � �n����
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F	ur n � � folgt�

xn��  rnxn �
rn�� � rn

rn����� rn�
� �

� � n��
�n��� �

�n� ��� � n�

�n� ���
�

Zu zeigen ist�

�

� � n��
�n��� �

�n� ��� � n�

�n� ���
� ��n � ������

es gilt jedoch

�n� ��� � n�

�n� ���
� ���n � ����� � �� � n�����n�����

da

�

�n� ����� � �� � n�����n���
�n� ��� � n�

�n� ���


� � n�

�n� ���
�n � ��� � n�

�n � ������n� � ��� n����

� � � �  � nach �������� �

Satz ��� F�ur � � � � � sei die Folge frng de�niert wie oben�

a� Falls g � D�Ay
C�� dann konvergiert fn gegen Ay

Cg�

b� Falls g � D�Ay
C� und A

y
Cg � R�PCA��� dann hat die ged�ampfte� projezierte Landweber	

Iteration �V�� die Konvergenzordnung O�nmaxf������
�g�

kfn �Ay
Cgk  O�nmaxf������
�g��

Beweis �

Nach Satz ����� erh	alt man f	ur m � n �

k�m � �nk � rn � rm
rn��� rm�

k�nk�
Die Behauptungen e� �Monotonie� und a� �Konvergenz f	ur exakte Daten� des Satzes

����� liefern �

kfn�� � �n��k � kPCrnUfn � �nk� k�n�� � �nk
� kPCrnUfn � PCrnU�nk� rn�� � rn

rn���� � rn�
kAy

Cgk

� rnkfn � �nk� rn�� � rn
rn���� � rn�

kAy
Cgk�
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Im Falle Ay
Cg � � folgt�

kfn�� � �n��k
kAy

Cgk
� rn

kfn � �nk
kAy

Cgk
�

rn�� � rn
rn����� rn�

 xn��

� kfn � �nk
kAy

Cgk
� xn� wobei xn gem	a� Lemma ������

Damit erh	alt man die Konvergenz von fn� denn nach Lemma ����� strebt xn gegen

Null� Falls Ay
Cg  � ist� dann gilt f	ur alle n � �� da� �n  � und damit fn  PC��� 

�  Ay
Cg�

b� Es gilt nach Teil a� und Satz ����� �Konvergenzordnung��

kfn �Ay
Cgk � kfn � �nk� k�n �Ay

Cgk  O�n���� �O

�s
�� rn
� rn

�

 O�n���� �O�n��
��� �

Der Ein�u� gest	orter Daten wird im folgenden Satz untersucht�

Satz ��� Es sei kPR�A��g � g��k � �� fn� f
�
n bezeichnen die Iterierten der ged�ampf	

ten� projezierten Landweber	Iteration�

a� Dann gilt�

kfn � f �nk �
	

n��Y

j��

rj

�
A kf� � f ��k� �kAk

	

n��X

j��

n��Y
k�j

rk

�
A ��

b� Falls rn  �� � n������ r�  �� dann sind f�  f ��  PC��� und

kfn � f �nk � � kAk
	

n��X

j��

n��Y
k�j

rk

�
A � � � kAkn���

Beweis �

a� U sei de�niert wie oben� f	ur U� gelte U�fn��  �I� � A�A�fn��A�g�� Dann erh	alt
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man folgende Absch	atzung�

kfn � f �nk  kPCrn��� �I � � A�A�fn�� � �I � � A�A�f �n���

�� PCrn��A��g � g��k
� kPCrn���I � �A�A��fn�� � f �n���k� rn�� � kAk�
� rn��kfn�� � f �n��k� rn�� � kAk�

�
	

n��Y

j��

rj

�
A kf� � f ��k�

	

n��X
j��

n��Y
k�j

rk

�
A � kAk��

b� Es gilt� f�  f ��  �� also folgt�

kfn � f �nk �
	

n��X

j��

n��Y
k�j

rk

�
A � kAk��

Zu zeigen bleibt�

zn �
n��X
j��

n��Y
k�j

rk � n��

Durch Induktion nach n erh	alt man die Behauptung� z�  � � ��  ��

Sei zn � n�� dann gilt�

zn�� 
nX

j��

nY
k�j

rk  rn �
n��X
j��

nY
k�j

rk  rn � rn
n��X
j��

n��Y
k�j

rk

 rn�� � zn� � n�

� � n�
�� � n�� � �n� ���� �



Kapitel �

Numerische Realisierung der

Verfahren

In diesem Abschnitt werden zwei Integralgleichungen mittels der in Kapitel � vorgestell�

ten Verfahren gel	ost� Als Einf	uhrung dienen zwei Beispiele� bei denen die zu l	osenden

Gleichungen auftreten�

��� Einf�uhrende Beispiele

����� Fredholmsche Integralgleichung

Die Dichteverteilung eines Seils

Groetsch ���� Ein Seil� dessen Dichte sich 	uber seine L	ange 	andert� h	angt frei zwischen

zwei horizontalen Punkten� Die vertikale Auslenkung sei klein im Verh	altnis zur L	ange�

die Spannung T im Seil konstant�

��
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10

g(t)

t
t

Abbildung ���� Auslenkung des Seils

Gesucht ist die Dichteverteilung f�s�� die zu einer beobachteten Auslenkung g�s� f	uhrt�

Am Punkt �s� g�s�� stellt sich dabei folgendes Kr	aftegleichgewicht ein�

T sin �� T sin �  F�

1
g(s)g(t)

t

0

F

βα
T T

s

Abbildung ���� Kr	aftegleichgewicht am Punkt �s� g�s��

F	ur kleine Auslenkungen gilt die N	aherung sin�  tan� und sin �  tan �� so da�

man die Gleichung

g�s�

s
�

g�s�

�� s

F

T
�� g�s� 

F

T
s�� � s�

erh	alt�

Die 	Ahnlichkeit der Dreiecke ��� t� g�t�� und ��� s� g�s�� f	ur t � s f	uhrt zu�

g�t�

t

g�s�

s


F

T
�� � s� �� g�t� 

F

T
t��� s��

Ebenso �ndet man f	ur t 	 s �

g�t� 
F

T
s�� � t��
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Also stellt sich g�t� als

g�t�  Fk�t� s�

dar� mit

k�t� s� 

��
� s��� t�T f	ur � � s � t

t��� s�T f	ur t � s � ��
Geht man von einer stetigen Verteilung der Kraft F hervorgerufen durch die Dichte

f�s� aus� so erh	alt man f	ur g�t� �

g�t�  Af�t� 
Z �

�
k�t� s�f�s�ds�

Dieser Ausdruck entspricht einer Fredholmschen Integralgleichung erster Art �

����� Abelsche Integralgleichung

Die Radon	Transformation f�ur radialsymmetrische Funktionen

Goren�o und Vessella ���� Die zweidimensionale Radon�Transformation R bildet eine

gesuchte Funktion f � IR� �� IR auf die Menge der Linienintegrale von f 	uber L��s

mit

�Rf���� s� 
Z
L��s

f�x�S�dx�

ab� wobei

L��s � fsx��� � tx���� � t � IRg� s � ��
x��� � �cos �� sin ��T � x���� � �� sin �� cos��T � � � ��� ����

Wenn die Funktion f kompakten Tr	ager im Einheitskreis � � fx � IR� � jxj� � �g
�mit der euklidischen Norm j � j�� besitzt und eine radialsymmetrische Funktion ist�
dann gibt es eine Funktion u� so da� gilt�

f�x�  u�jxj��� x � IR��

So erh	alt man f	ur die Radon�Transformation�

�Rf���� s� 
Z
L��s

f�x�S�dx� 
Z
L��s

u�jxj��S�dx�


Z �

��
u��s� � t���
��dt  �

Z �

�
u��s� � t���
��dt

 �
Z �

s

ru�r�

�r� � s���
�
dr  �

Z �

s

ru�r�

�r� � s���
�
dr�
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-1

0

1

x

y

-1

φ

sx
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 0  1

Abbildung ���� Geometrische Beschreibung� L  L��s� sx  sx���

Daraus folgt� da� h � Rf auch eine radialsymmetrische Funktion mit Tr	ager � ist�

Die letzte Gleichung f	uhrt mit g�s� � h��� s�� s � ��� �� bis auf eine Konstante zu

einer Abelschen Integralgleichung erster Art�

��� Numerische L�osungen

Als Anwendung f	ur die in Kapitel � vorgestellten Verfahren werden in diesem Abschnitt

Integralgleichungen mit Restriktion gel	ost� Diese besteht darin� da� die L	osungen in

dem abgeschlossenen� konvexen Kegel C der positiven Funktionen in L���� �� enthalten

sein sollen� Zur Diskretisierung werden die �N����dimensionalen R	aume XN der linea�

ren Splines mit N �� Knoten in ��� �� zur kanonischen Basis f�jj � � j � Ng� �j� kN � 

jk betrachtet� Dadurch erh	alt man schlie�lich die Menge CN � C � XN � auf der

kAPXN
f � gk minimiert wird� F	ur die Verfahren ergibt sich folgende Gestalt�

�V �� fn��  PCN
��I � �PXN

A�APXN
�fn � �PXN

A�g��

�V �� zn��  �I � �PXN
A�APXN

PCN
�zn � �PXN

A�g� fn  PCN
zn�

�V �� fn��  PCN
rn��I � �PXN

A�APXN
�fn � �PXN

A�g��

Bez	uglich der kanonischen Basis von XN berechnet sich die Matrix PXN
A�APXN

zu

���i� �j��
��
i�j ��A�i� A�j��i�j und der Vektor PXN

A�g zu ���i� �j����i�j ��A
�g� �i��i �vgl������
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Die Matrix ���i� �j��i�j hat folgende Gestalt�

B � ���i� �j��i�j 
�

�N

	
BBBBBBBBBB


� � � � � � �

� � � � � � � �
���

� � �
���

� � � � � � �

� � � � � � �

�
CCCCCCCCCCA

Der Raum XN ist isometrisch isomorph zu IRN�� mit dem Skalarprodukt �x� y� 

xTBy� Der Projektor PCN
wird gen	ahert� indem man negative Anteile eines Vektors y�

auf den er wirkt� abschneidet� das hei�t� PCN
y  max��� yj� f	ur � � j � N� Die exakte

Berechnung bedarf der Minimierung von yTBy� wobei alle Komponenten von y gr	o�er

gleich Null sein m	ussen� In den Tabellen zu den gel	osten Integralgleichungen wird als

Fehler einer N	aherung fn die Gr	o�e kfn�PXN
Ay
CgkXN

angegeben� Die St	orung in den

Daten wurde durch Addition von c sin�j��� zur j�ten Komponente des Vektors
PXN

A�g erzeugt� In den gerechneten Beispielen entspricht N  ���

����� L�osung einer Fredholmschen Integralgleichung

Als erste Anwendung der vorgestellten Verfahren soll eine Fredholmsche Integralglei�

chung erster Art

Af�t�  g�t��

Af�t� 
Z �

�
k�s� t�f�s�ds

gel	ost werden� Das folgende Problem wurde aus Eicke ��� entnommen� F	ur den Kern

des Integraloperators gelte�

k�t� s� 

��
� s��� t� f	ur � � s � t

t��� s� f	ur t � s � ��

Der Operator A ist dann selbstadjungiert und injektiv� seine BildmengeR�A� bestimmt
durch R�A�  fg � H���� �� j g���  g���g� Aus der Singul	arwertzerlegung

fp� sin n�s�p� sin n�s� �n����g
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von A berechnet sich die Norm von kA�Ak zu�

kA�Ak  ��� 
�

��� � � � �
�
Z �

�

Z �

�
k��t� s�dtds 

�

��
�

Als rechte Seite von Af  g wird

g�t� 

��
�

	

��

t f	ur � � t � �
�

�
��t

� � �
�t

� � �
�t

 � �

��t�

	

�� f	ur �

� � t � �

gesetzt� Daraus ergibt sich f	ur die exakte L	osung

f�s� 

��
� � f	ur � � t � �

�

s��s� ���� � s� f	ur �
� � s � ��

In den folgenden Tabellen wird jeweils der Fehler kfn�PXN
Ay
CgkXN

 kfn�PXN
fkXN

angegeben� n bezeichnet die Anzahl der Iterationen�

� 
kc sin�j���k
kPXN

gk mit j  �� � � � � N

die Gr	o�e der St	orung�

Zur Erinnerung seien noch einmal die verschiedenen Verfahren angegeben�

F	ur die Verfahren �V ��� �V �� und �V �� gilt�

�V �� fn  �PCU�nf�

�V �� zn  zn�� � �A��g �APCzn���� fn  PCzn

�V �� fn  PC�rn��Ufn����



KAPITEL �� NUMERISCHE REALISIERUNG DER VERFAHREN ��

Tabelle ���� N  ��� �  ��� rn  �� � n���
����� �  ����� c  �����E � �
Verfahren �V �� �V �� �V �� �V �� �V �� �V ��

n �  � �  �E � �
� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
�� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
���� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �

Minimum � � � ����E � � ����E � � ����E � �
n � � � ��� ��� ���

F	ur gest	orte Daten tritt wie erwartet Semikonvergenz auf� das hei�t� da� der Fehler

sich zun	achst mit wachsendem n verkleinert� dann jedoch wieder w	achst� In diesem

Fall mu� bei gr	o�erem � die Iteration fr	uher abgebrochen werden� Die Verfahren �V ��

und �V �� liefern in allen F	allen fast identische Resultate� In den Abbildungen wird das

Fehlerverhalten von �V �� und �V �� in Abh	angigkeit von der Anzahl der Iterationen f	ur

�  �� und �  ��� jeweils f	ur gest	orte �gestrichelte Linie� und exakte Daten �durch�

gezogene Linie� dargestellt� Der zweite Wert von � ist gr	o�er als nach Voraussetzung

zugelassen�
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Tabelle ���� N  ��� �  ���� rn  ��� n���
����� �  ����� c  �����E � �
Verfahren �V �� �V �� �V �� �V �� �V �� �V ��

n �  � �  �E � �
� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
�� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
���� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �

Minimum � � � ����E � � ����E � � ����E � �
n � � � �� �� ���

200 400 600 800 1000
n

0.01

0.02

0.03

0.04

Fehler

200 400 600 800 1000
n

0.01

0.02

0.03

0.04

Fehler

Abbildung ���� �V ��� Das Fehlerverhalten f	ur �  �� und �  ��� bei gest	orten

�gestrichelte Linie� und exakten �durchgezogene Linie� Daten�
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200 400 600 800 1000
n
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Fehler
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n
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0.04

Fehler

Abbildung ���� �V ��� Das Fehlerverhalten f	ur �  �� und �  ��� bei gest	orten

�gestrichelte Linie� und exakten �durchgezogene Linie� Daten� � hat jeweils den Wert

�����

����� L�osung einer Abelschen Integralgleichung

Als zweite Anwendung wird nun eine Abelsche Integralgleichung

Af�x�  g�x��

Af�x� 
�p
�

Z x

�
�x� y���
�f�y�dy

mittels �V �� � �V �� gel	ost� Es existiert zu ihr folgende Inversionsformel�

f�y� 
�p
�

d

dy

Z y

�
�y � x���
�g�x�dx�

Darin taucht jedoch eine Di�erentiation auf� die sich bei gest	orten Daten numerisch

ung	unstig auswirkt�

Das folgende Problem stammt aus Louis ����� F	ur den Raum X  L���� �� betrachtet

man den Operator Af�x�  g�x�� Als rechte Seite wird

g�x�  �

p
�

�
x�

gew	ahlt� womit man als exakte L	osung

f�x�  x
�
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erh	alt� F	ur die Wahl des Parameters � in der Iterationsvorschrift wird� wie im Anhang

B erl	autert� eine Absch	atzung aus Goren�o und Vessella ��� herangezogen�

kA�fkLr���b� �M���� b� r�kKkL��T �kfkL������a�

mit M���� b� r� 
b��r

����
�� � ��� ��r�����

�
r �

Setzt man K  �� r  �� �  �
� � b  �� a  �� so f	uhrt diese Ungleichung zu�

kAfk
kfk � �p

�
�

Damit �ndet man als 
sichere� obere Schranke f	ur � �

� � �

�
 ������ � � � �

�

kAk� �

In den Tabellen ist wieder der Fehler kfn�PXN
Ay
CgkXN

 kfn�PXN
fkXN

angegeben�

Die Gr	o�e � bezeichnet die St	orung�

� 
kc sin�j���k
kPXN

gk mit j  �� � � � � N�

�

Tabelle ���� N  ��� �  ���� rn  ��� n���
����� �  ���� c  �E � �
Verfahren �V �� �V �� �V �� �V �� �V �� �V ��

n �  � �  �E � �
� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
�� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
���� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �

Minimum � � � ����E � � ����E � � �

n � � � ��� ��� �
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Der Wert von � in der zweiten Rechnung ist wieder gr	o�er als zugelassen� Das Ph	ano�

men der Semikonvergenz tritt bei der L	osung der Abelschen Integralgleichung nicht so

stark auf wie in der ersten Anwendung� In den Abbildungen wird f	ur die Verfahren �V ��

und �V �� jeweils der Fehler in Abh	angigkeit von der Anzahl der Iterationen dargestellt�

Die gestrichelte Linie beschreibt den Verlauf f	ur gest	orte Daten� die durchgezogene den

f	ur exakte Daten� Der Parameter � nimmt die Werte ��� und ��� an�

Tabelle ���� N  ��� �  ���� rn  ��� n���
����� �  ����� c  �E � �
Verfahren �V �� �V �� �V �� �V �� �V �� �V ��

n �  � �  �E � �
� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
�� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
��� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �
���� ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � � ����E � �

Minimum � � � ����E � � ����E � � ����E � �
n � � � ��� ��� ���

200 400 600 800 1000
n

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

Fehler
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Abbildung ���� �V ��� Das Fehlerverhalten f	ur �  ��� und �  ��� bei gest	orten

�gestrichelte Linie� und exakten �durchgezogene Linie� Daten�
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Abbildung ���� �V ��� Das Fehlerverhalten f	ur �  ��� und �  ��� bei gest	orten

�gestrichelte Linie� und exakten �durchgezogene Linie� Daten� � hat jeweils den Wert

�����

��� Ausblick auf nichtlineare Probleme und Litera�

tur

Es gibt eine ganze Reihe von Ver	o�entlichungen zum Thema Iterationsverfahren zur

L	osung inverser Probleme� speziell auch zum Landweber�Verfahren� Die in Abschnitt

����� angegebene Literatur bezieht sich allein auf nichtlineare inverse Probleme�

����� Das nichtlineare Landweber�Verfahren

Setzt man F �fk�  Afk� so hat die Verallgemeinerung der Landweber�Iteration zu einer

nichtlinearen Operatorgleichung die Gestalt�

fk��  fk � F ��fk���g � F �fk��� k � IN�

F � bezeichnet die Fr�echet�Ableitung von F � an die jeweils Stetigkeitsforderungen ge�

stellt werden� Die Gleichung entspricht der des herk	ommlichen Verfahrens� wenn F �f� 

Af linear ist�
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����� Weiterf�uhrende Literatur

Einen allgemeinen 	Uberblick 	uber die Regularisierung inverser Probleme bieten Engl�

Hanke und Neubauer in ���� Sie besch	aftigen sich auch eingehend mit der Behandlung

nichtlinearer Aufgabenstellungen� Als L	osungsverfahren f	ur diese Problemklasse wer�

den die Tikhonov�Regularisierung und Iterationsverfahren untersucht�

Hanke� Neubauer und Scherzer geben in ���� eine Konvergenzrate des Landweber�

Verfahrens f	ur nichtlineare Probleme an� In der Herleitung dieser Aussage ersetzen

sie die 	ubliche Voraussetzung der Nichtexpansivit	at von F ��f���g � F �f��� die sich oft

nur schwer zeigen l	a�t� durch eine lokale Eigenschaft von F in einer Kugel B��f�� mit

Radius � um f� �

kF �f�� F �f�� F ��f��f � f�k � �kF �f�� F �f�k �������

f� f � B��f�� � D�A�� � � � � �

�
�

Die Fr�echet�Ableitung F � soll lokal gleichm	a�ig beschr	ankt sein� F	ur kg�g�k � � geben

sie dann als bestm	ogliche Konvergenzaussage f	ur die L	osung

kF yg � f �k����k  O���
��

an� wobei f	ur die Bestimmung von k���� als h	ochsten� zul	assigen Iterationsindex ein

Abbruchkriterium angegeben wird�

F� Hettlich und W� Rundell betrachten in ���� ein inverses� nichtlineares Potentialpro�

blem� das mittels Iterationsverfahren gel	ost wird� Sie stellen dabei Newton�Verfahren

der Landweber�Iteration entgegen� die im Vergleich zu anderen Methoden nur sehr lang�

sam konvergiert� Es wird jedoch auf Situationen hingewiesen� in denen dieser Nachteil

auch positive Konsequenzen mit sich bringt� Bei stark schlecht gestellten Problemen

divergieren Newton�Verfahren oft schon� bevor man eine hinreichend gute N	aherung

an die exakte L	osung erh	alt�

Scherzer f	uhrt in ���� die Ver	o�entlichung von Hanke� Neubauer und Scherzer ���� wei�

ter aus� Er liefert eine geometrische Interpretation der Gleichung ������� und eine Zu�

sammenstellung des Konvergenzverhaltens der nichtlinearen Landweber�Iteration f	ur

verschiedene Forderungen an den Operator F�



Anhang A

Projektoren

Alt ��� beschreibt in Kapitel � ausf	uhrlich die algebraischen Eigenschaften von Projek�

toren� Der Schwerpunkt liegt jedoch auf orthogonalen Projektoren� Zarantonello ����

betrachtet diese Operatoren allgemein auf konvexen Mengen�

De	nition und Eigenschaften

De�nition A�� C sei ein konvexer� abgeschlossener Unterraum des Hilbertraumes

X� Eine lineare Abbildung P � X � X hei�t �lineare� Projektion auf C� falls gilt�

P �  P und R�P �  C�

Dies ist �aquivalent zu

P � X �� C und P  I auf C�

PCx bezeichne die Projektion von x � X auf C� Die charakteristische Eigenschaft von

PCx lautet�

�A� kx� PCxk � kx� yk y � C

Ihr Beweis ergibt sich aus dem Projektionssatz �vgl� Alt ���� Abschnitt ������ Er sichert

auch die Existenz und Eindeutigkeit der Abbildung P � Zarantonello ���� leitet aus �A�

weitere Merkmale her�

��
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Lemma A�� Es ergeben sich folgende Aussagen f�ur PC �

a� �A� ist �aquivalent zu� �x� PCx� PCx� y� � � y � C� x � D�PC��
b� F�ur alle x� y � D�PC � gilt� �B� �x� PCx� PCx� PCy� � ��
c� ��I � PC�x� �I � PC�y� PCx� PCy� � � x� y � D�PC �
ist �aquivalent zu� �x� y� PC�x� y�� � kPCx� yk� f�ur y � C�

Beweis �

a� Es gilt� kx� PCxk� � kx� yk�  kx� PCxk� � k�x� PCx� � �PCx� y�k
 ���x� PCx� PCx� y�� kPCx� yk� � �� Es folgt also �A� aus a��
Umgekehrt l	a�t sich a� mit y�  ty���� t�PCx� � � t � � anstelle von y schreiben als�

kx� PCxk� � kx� y�k�  ��t�x� PCx� PCx� y�� t�kPCx� yk��

Falls nun �A� gilt� folgt nach Division durch t f	ur t� � a��

b� Die Behauptung b� folgt aus a�� da PCy � C �siehe auch Zarantonello ���� Theorem

�����

c� Die Gleichung in Behauptung c� erh	alt man� indem man zu Gleichung �B� denselben

Ausdruck jedoch mit vertauschtem x und z addiert� Die 	Aquivalenz folgt f	ur y � C�

�



Anhang B

Zur Norm des Abelschen

Integraloperators

In dem folgenden Teil sollen Ungleichungen aufgef	uhrt werden� die dabei helfen� die

Norm des Abelschen Integraloperators

�J�f��x� 
�

����

Z x

�
�x� t����u�t�dt� � � x � a

in Lp�R	aumen abzusch	atzen� F	ur a gilt� � � a � �
� ��s� entspricht der Gamma�

funktion�

Die Ergebnisse dieses Abschnitts stammen aus Goren�o und Vessella ����

B�� Stetigkeit des Abelschen Integraloperators J�

in L
p�R�aumen

F	ur auf IR de�nierte Funktionen f� g bezeichnet man das Integral

�f � g� 
Z
IR
f�x� y�g�y�dy

als Faltung von f und g�

Die Wirkung des Abelsche Operator auf f entspricht einer Faltung dieser Funktion mit

einem  ��x�� Es gilt

J�f   ��x� � f ���

��



ANHANG B� ZUR NORM DES ABELSCHEN INTEGRALOPERATORS ��

auf ��� a�� wobei

 ��x� 

��
�

x���

����
f	ur x 	 �

� f	ur x � �

und

f 

��
� f f	ur � � x � a

� sonst�

F	ur Faltungen gilt die folgende Ungleichung� auf die sich auch die weiter unten an�

gef	uhrten Absch	atzungen zur	uckf	uhren lassen�

Satz B�� �Youngsche Ungleichung�

Es seien f � Lq�IR� und g � Lp�IR� mit � � q � 
� � � p �
� �
p
� �

q
� �� Dann gilt�

kf � gkLr�IR� � kfkLq�IR�kgkLp�IR��
wobei

�

r

�

p
�
�

q
� ��

Beweis � Siehe z�B�� Zeidler �����

Dieser Satz liefert zusammen mit ��� die erste Absch	atzung f	ur kJ�fk�

Satz B�� Es sei f � Lp��� a� mit � � a �
� � � p � �� und

s  p�� � p�� � ���� � 	 �� Dann gilt�

kJ�fkLs���a� � a�

����
�� �

� � �

�
������ kfkLp���a��

Beweis � Mit der Wahl von s erh	alt man f	ur q � q  � � � � �� Die Behauptung

ergibt sich dann aus der Youngschen Ungleichung� wenn man f	ur obiges q die Norm

k ��x�kq berechnet�

Unter der Zusatzbedingung � � p � �
�
l	a�t sich eine sch	arfere Absch	atzung als die in

Satz B���� beweisen�
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Satz B�� Es seien � � a � 
 und � � p � �
�
� dann gilt die Ungleichung�

kJ�fk p

L���p���a�
�M��� p�kfkLp���a�

mit einer Konstanten M� die von � und p abh�angt�

Beweis � Siehe Goren�o und Vessella ����

Aus der vorherigen Behauptung folgt� da� J� als Operator von L
�
� ��� a� nach L���� a�

nicht stetig sein kann�

J� kann verallgemeinert werden zu einem Operator A�� der wie folgt de�niert ist�

�A�f��x� 
�

�

Z x

�

K�x� t�f�t�

�x� t����
dt� � � x � a�

wobei K eine Funktion auf T  f�x� t� � IR� � � � t � x � ag ist� In der An�
wendung aus Kapitel � gilt jedoch� K � �� Schlie�lich liefert der letzte Satz dieses

Abschnitts basierend auf A� die gew	unschte Absch	atzung f	ur die Norm des Abelschen

Integraloperators�

Satz B�� F�ur den Abelschen Integraloperator A� gilt�

A� ist stetig als Operator von L
�
� ��� a� nach Lr��� b� f�ur alle � � ��� �

��� �� r � ��

b � ��� a�� �b �
 wenn a 
��
Es gilt die Ungleichung�

kA�fkLr���b� �M���� b� r� kKkL��T �kfkL �
� ���a�

�

mit M���� b� r� 
b
�
r

������ � r��� �������
�
r �

Beweis � Die Behauptung folgt aus Satz B���� f	ur r  �
�
�

Damit l	a�t sich nun �  �
kAk� aus den Verfahren �V ����V �� f	ur den Abelschen Inte�

graloperator absch	atzen�
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