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Kapitel 1

Einleitung

In den Naturwissenschaften werden viele zeitabhédngige Phénomene mit
gewOhnlichen Differentialgleichungen modelliert. Haufig sind dabei die
Modellparameter nicht aus theoretischen Analysen zu bestimmen; vielmehr
muss anhand von Messdaten versucht werden, die unbekannte Grofe abzu-
leiten. In diesem Fall ist also nicht das direkte Problem, d.h. die numerische
Simulation zu 16sen, sondern das inverse Problem, bei welchem von der zu be-
obachtenden Wirkung eines Systems auf ihre Ursache geschlossen wird [5].
Der Kern der vorliegenden Arbeit bildet die Bestimmung der Modellpa-
rameter in nichtlinearen gewohnlichen Differentialgleichungssystemen. Aus
experimentell erhobenen bzw. synthetisch generierten Daten wird mit
verschiedenen Algorithmen versucht, eine optimale Schétzung des Parameters
zu liefern und gleichzeitig eine Aussage iiber die Effektivitéit bzw. Genauigkeit
der Algorithmen zu treffen.

Nach einem Uberblick iiber die verwendeten mathematischen Grundlagen im
anschlieflenden Kapitel wird eine kurze Einfiihrung in die Theorie und Nume-
rik der Differentialgleichungen gegeben. Darauthin werden die Ideen zur Para-
meterschatzung vorgestellt und basierend auf den Ergebnissen von Wikstrom
[14] ein erster Algorithmus zum Auffinden des gesuchten Parametervektors
vorgestellt.

Diese Methode bildet die Grundlage zur Entwicklung eigener Algorithmen, die
in den Kapiteln 4 und 5 erlautert werden. Zunéchst wird hierbei ein iteratives
Verfahren vorgestellt: Die Idee ist, mit einem bereits berechneten Parameter-
satz abschnittsweise das Vorwartsmodell zu 16sen, um weitere Funktionswerte
generieren zu konnen. Diese wiederum dienen einer verbesserten Integration
der rechten Seite, was im Algorithmus von Wikstrém lediglich mit Hilfe der
Messdaten erfolgt. Basierend auf der verbesserten Integration wird eine exak-
tere Naherung des Parametervektors erzielt.

In Kapitel 5 wird ein weiterer Ansatz zur Parameterschéitzung prasentiert, der
speziell auf verrauschte Daten abzielt. Hierbei 16st man sich von der Integral-



1 Einleitung

auswertung mittels Quadraturformeln und integriert stattdessen exakt iiber
eine glattende Splinefunktion.

Das resultierende Gleichungssystem zur Bestimmung des Momentevektors geht
dabei iiber in eine Tikhonov-Philips regularisierte Version. Der Regularisie-
rungsparameter ist in diesem Zusammenhang gekoppelt an eine a priori-
Information beziiglich des Rauschmodells und kann mit Hilfe des Verfahrens
von Hebden explizit bestimmt werden.

Die numerischen Experimente in dieser Arbeit geben Hinweise darauf, dass das
in der Literatur beschriebene Verfahren {iberregularisiert. Durch Einfiihrung
eines Skalierungsfaktors konnten die Resultate jedoch verbessert werden.

Der Bezug zur Praxis wird durch Beispiele aus der Chemie und Biologie
geliefert: Bei der analytisch-numerischen Umsetzung wird exemplarisch der
Zerfall radioaktiver Substanzen sowie ein modifiziertes Rauber-Beute-Modell
aus der Biologie betrachtet. Die vorgestellten Methoden lassen sich - sofern
die Differentialgleichungssysteme die geforderte Struktur aufweisen - ohne
Weiteres auf analoge Fragestellungen in Medizin, Physik und andere natur-
wissenschaftliche Sparten iibertragen.

In Kapitel 7 werden die entwickelten Algorithmen der Methode von Wikstrom
gegeniibergestellt und entsprechende Vergleiche durchgefiihrt. Dabei stellt
sich heraus, dass die neuen Varianten dem Grundalgorithmus nur zum Teil
iiberlegen sind. Dies wird schlieflich in Kapitel 8 diskutiert und im Anschluss
daran ein Ausblick auf weitere Forschungsaktivititen gegeben.



Kapitel 2

Mathematische Grundlagen

Um in den sich anschliefenden Kapiteln ohne Weiteres von bestimmten Sétzen,
Definitionen und Umformungen Gebrauch zu machen, wird zunachst die da-
zugehorige Theorie geklart.

2.1 Die Normalgleichung

Das Ziel ist die Minimierung des Funktionals I(x) := || Az — b||> mit A € R™™,
welche vollen Rang besitzt. Dabei bezeichnet || . ||, die euklidische Norm in R".
Zunachst werden dazu die wichtigsten Eigenschaften des Standardskalarpro-
dukts erlautert.

Definition 2.1 (siche [9]). Sei V' ein reeller Vektorraum. Unter einem
Skalarprodukt auf V versteht man die Abbildung

VxV-—R, (v,w)— (v,w)
mit folgenden Eigenschaften:

1. Fir jedes w € V ist (-, w); V — R linear, das heifst es ist stets
(V1 + Vo, w) = (v1, W) + (v, w) und (v, w) = (v, w),
analog fiir festes v und (v, - ); V. — R (| Bilinearitat).

2. (v,w) = (w,v) fir alle v,w (,Symmetrie).
3. (v,v) >0 fiir alle v, und (v,v) = 0 nur firv =0 (,,Positive Definitheit®).
Die Ableitung einer vektorwertigen Funktion ist definiert als:

Definition 2.2 (Differenzierbarkeit (siehe [8])). Sei G eine offene Teilmenge
des RP und & ein Punkt aus G. Dann heifst die Funktion f : G — RY
differenzierbar in &, wenn es eine (¢ X p)-Matriz D gibt, so dass fir alle £ + h



2.1 Die Normalgleichung

aus einer 6-Umgebung U C G das Inkrement f(& + h) — f(§) die Darstellung
gestattet:

rth) (2.1)

f(€+h) = f(&§) =Dh+r(h) mit EN

Dabei ist Dh definiert als Dh .=V f - h.

Um I(z) minimieren zu konnen, schreibt man das Funktional mit Hilfe des
Skalarprodukts:

[(z) = || Az — b||5 = (Azx — b,Az —b). (2.2)
Fiir beliebige Vektoren h € R™ berechnet man
I(x+h) = Az +h) —b|;
= (A(x +h) —bA(x+ h) —b;)
= (Az — b+ Ah,Az — b+ Ah).
Der Zahler des Differenzenquotienten aus Definiton 2.2 ergibt sich wie folgt:
I(x+h) — I(z) = 2(Az — b,Ah) + (Ah,Ah)
2(Az — b, Ah) + || Ah||
2(AT Az — ATb, h) + || ARl
2(

= 2(AT Az — ATD)" h + || Ah|)3. (2.3)
~~ > N /s
=D r(h)
Es gilt die Abschitzung
r(h) = | Ahll3
< (1ALl - 12115

wobei ||Al|5 die mit der euklidischen Vektornorm vertriigliche Spektralnorm
bezeichnet. Damit ergibt sich fiir das Restglied:

. r(h) . 2 _
vy o) =ty AR - 0, =0

Das Funktional I(z) ist also differenzierbar in x mit der Ableitung
VI(z) = 2(AT(Az — b))T = D. Damit folgt:

Vi(z)=0 & ATAz = ATy

s oz — (ATA) AT — Ath. (24)



2.2 Das Hebden Verfahren

Die Gleichung 2.4 wird als Normalgleichung bezeichnet und mit
At = (ATA)TAT (2.5)

als Pseudoinverse gelost.

2.2 Das Hebden Verfahren

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit spielt das sogenannte Verfahren von Hebden
eine wichtige Rolle. Es repréasentiert ein Iterationsverfahren, das dazu genutzt
wird, Nullstellen spezieller, nichtlinearer Funktionen zu bestimmen. Neben den
bekanntesten Verfahren, dem Newton- und dem Sekantenverfahren, nimmt das
Hebden-Verfahren eine Sonderstellung ein, da die Funktionen zunéchst gewisse
Voraussetzungen erfiillen miissen, damit dieses Verfahren angewendet werden
darf. Sind diese erfiillt, konvergiert es schneller gegen die gesuchte Nullstelle
als das Newton-Verfahren.

Zunéchst zu den Voraussetzungen, die die Funktion erfiillen muss:

Satz 2.3. Sei
n ZiQ !
T(ﬂf):Zm:P (2.6)
=1

mit 2z, di,p>0  und dy >dy > ... >d,.
Dann gilt: r(x) hat genau dann eine Losung xo, wenn r(0) > p erfillt ist.

Beweis:
Wegen dy > dy > ... > d,, besitzt r(x) genau n Polstellen x; = —d;, i = 1,..., M.
Aufgrund des quadratischen Nenners in r ist jeder Pol von der Ordnung
Zwei, d.h. an den Polstellen findet kein Vorzeichenwechsel statt. Weiter gilt
—d; < —dy < ... < —d, woraus ersichtlich ist, dass —d,, < 0 die grokte
Polstelle darstellt. Auf dem offenen Intervall | — d,,, oo gelten offensichtlich
folgende Grenzwerte:
lim r(z) =0 und
T—r—00
lim r(z) =00
z——d}
Fiir x > 0 nimmt die Funktion » Werte zwischen 0 und 7(0) an. Das bedeutet:
Liegt p im Intervall |0, 7(0)[, so existiert ein x €]0, co[ mit r(z) = p. Gilt da-
gegen p > r(0), so gibt es keine Losung der Gleichung (2.6). Da nach Voraus-
setzung p positiv ist, besitzt die Gleichung r(z) = p genau dann eine Losung,
wenn 7(0) > p erfiillt ist. O



2.2 Das Hebden Verfahren

Um zum Hebden-Verfahren zu gelangen, betrachtet man zunéchst das Newton-

Verfahren zur Losung eines Nullstellenproblems f(x) = 0. Fir gegebenen
Startwert xq schreibt sich das Iterationsverfahren in der Form
f(x) k=0,1,.. (2.7)

Lh+1 = Tk — f,(xk),

Da die Tangenten beim Newtonverfahren fiir x nahe 0 sehr steil sind, konver-
giert das Iterationsverfahren zunéchst relativ langsam. Allerdings lasst sich fiir
grofe x folgendes asymptotisches Verhalten fiir » beobachten:

r(r) = %
(z) ; (d; + x)?
n 2
N i=1 2
[EllE
2
Damit folgt:
2
r(z) = H;!Q
- 1 _ .z
r(z) 2l

Das bedeutet, dass sich —— fiir groke x wie eine Ursprungsgerade verhilt.
r(x

Anschaulich ist klar, dass das Newton-Verfahren fiir eine fast lineare Funktion
sehr schnell konvergiert. Wegen

und aufgrund des asymptotischen Verhaltens von e wendet man das

Newton-Verfahren auf

L0 (2.8)



2.3 Voriiberlegungen zu glattenden Splines

an und erwartet eine rasche Konvergenz. Mit

/ r'(z)
) = =5

berechnet man schlieBlich die Hebden-Iterierten:

. k(.iﬁk)
Tpy1 = Tk —
k' ()
. 2r(ay)(1— /52) 29)
=X . .
’ (1))
2.3 Voriiberlegungen zu glattenden Splines
In Kapitel 5 tritt unter anderem folgendes Problem auf:
r(A) = [T+ AT GT Y y|s = (1 - 1) (2.10)

mit [ € N. Dabei ist vorauszusetzen, dass G € R"*" eine symmetrische, positiv
definite (=: spd) Matrix sei.

In dieser Gleichung soll A mit Hilfe des Hebdenverfahrens bestimmt werden.
Dazu muss zunéchst gezeigt werden, dass r(\) der Form aus Abschnitt 2.2
entspricht mit

r(/\):zlmié.

Zunachst jedoch folgendes Lemma vorweg:

Lemma 2.4. Sei T-' € R™ " eine requlire Matriz und G € R™™ spd. Dann
ist die Matriz A == T~1GT~' symmetrisch und positiv definit.

Beweis:
Es ist zu zeigen, dass

2" Az >0 fiiralle o€ R™\{0}.
Sei also 0 # x € R™ beliebig. Es gilt:
2T Ax = 2TT'\GT 2
=2 (T H'GT'x
= (T '2)'GT'x
=yTGy >0 mit y =7 "z

10



2.3 Voriiberlegungen zu glattenden Splines

Da 7! regulir ist und o # 0 gilt: y = T 'x # 0. Aufgrund der positiven
Definitheit von G ist y? Gy = 27 Az > 0 fiir alle z # 0. O

Satz 2.5. Sei r(\) = ||(I +XT'GT)"'y||3 mit einer symmetrischen,
requliren Matriz T—' € R™", einer spd-Matriz G € R™™ und y € R™. Dann
lasst sich r(\) schreiben als:

Sy
r(\) =
, 2
=1 <dz + )\)
Beweis:
Zur Notation: Mit A := T'GT~! schreibt sich r(\) in der Form
= [t =24yl

Man betrachtet nun die Matrix A. Da mit Lemma 2.4 gezeigt wurde, dass A
spd ist, gilt dies auch fiir AL,

Sei {uy, ..., u,} die Orthonormalbasis des R™ mit Eigenvektoren u; der Matrix
A™! = TG'T. Es gilt also fiir beliebige Eigenvektoren u; zum Eigenwert
d; > 0, dass

Ailui = dzul
1
d;
S A
s (I + A\A) = (1+ 2)u
1
& I+MA
Sl (I+24)

Schreibe y € R™ als Linearkombination der wu;:
Yy = szuz (2.11)
i=1
Es folgt:

(I+AA) "y = wi(I+AA) "y

i=1

_Zud

11



2.3 Voriiberlegungen zu glattenden Splines

Dann gilt:
H(I +AA)” yH2 (I + )\A)_ly, (I +XA)"y)

o ZZ 1+ wzw] ) <ui7uj>

=1 j=1 6;;=1fiir i=4, sonst 0
n 2
Wy
2 T+ 37
o (diwy)?
= =
— (di + )
n 2
25
=) it i = d; - w;.
; RS mi 2 w

O

Um nun das Hebdenverfahren anwenden zu kénnen, miissen noch einige Uber-
legungen zur Darstellung von r/(\) getétigt werden.

Satz 2.6. Sei
N = ||+ AT aT Y Yy
mit T—1, G € R™™ requlér, symmetrisch und G zusdtzlich positiv definit. Dann
hat die Ableitung die Darstellung
7'(A) = =2((I + XA) "y, (I + NA) AT+ A)1y) (2.12)
mit A =T-'GT~'.
Vor dem Beweis des Satzes 2.6 noch ein technisches Lemma:

Lemma 2.7. Seien B, C, B+C regulire, quadratische Matrizen aus R"*",
dann gilt:

(B+C)y'-B'=—(B+C)'-.CcB™.

Beweis:

(B+O)*'—-B'=B+0)'-(B+0)(B+0)B™!
=(B+0)"-(I-(B+C)B™)
=(B+C)y'-(I-I-CB™

—(B+0)*t.oB™.

12



2.4 Gléattende Splines

Nun zum Beweis des Satzes 2.6.

Beweis:
Die Kettenregel liefert:

Qi

oy (207

(T + M) )i (T +A4) )

= DA A) )i (1A )

Die innere Ableitung beziiglich der skalaren Grofe A berechnet sich wie folgt:

d . T+ A+hA) =T+ 247!
pd AT =lim I
. -1 _ -1
:hm(I+A+h A) (I +XA)
h—0 h

Aus Lemma 2.7 folgt mit B=1+ A und C=h-A

d (T M) T B A (I AA)
AT = lim 2
=—(IT+ XA A-(T+24)71

"(\) = =2 i(([ FAA) ) (T + XA A (T+H XAy,

—2 <_(I +AA) Ty, (T+HAA) A (T+ XA y).

2.4 Glattende Splines

Splines bestehen im Gegensatz zu interpolierenden Polynomen aus stiickweise
zusammengesetzten Polynomen niedrigen Grades. Dadurch haben sie den Vor-
teil, die gesuchte Funktion qualitativ besser zu approximieren, da man jeweils

13



2.4 Gléattende Splines

nur auf den Subintervallen I; operiert, wobei fiir jedes I; ein eigenes Poly-
nom berechnet wird. Der Grad des Polynoms ist abhédngig von der gewiinsch-
ten Genauigkeit bzw. Grofenordnung des Fehlers und den Eigenschaften der
zugrundeliegenden Funktion.

Auch wenn lineare und quadratische Splines zur Verfiigung stehen, werden in
den meisten Féllen kubische Splines verwendet, da der Mensch diese visuell als
glatt empfindet.

Im Zusammenhang mit der Parameterschétzung ist besonders der Fall der soge-
nannten gegldtteten oder glattenden Splines interessant. Im Folgenden werden
die allgemeinen Kenntnisse zu interpolierenden kubischen Splines vorausge-
setzt.

Um nédher auf das Thema der gldttenden Splines eingehen zu konnen, werden
zunachst die wichtigsten Eigenschaften eines natiirlichen kubischen Splines
dargelegt.

Satz 2.8. Ein natiirlicher kubischer Spline s € Sy o mit x € I; = [z;-1, ;] C
[a,b],i =1,...,1 hat die Darstellung:

(x — ;) LT % (x —2;)°
2 h; 6 ’

s(x) = yi+ si(x — zi) + 7
s"(a) = §"(b) = 0.

Der reelle Vektorraum s € Ss a stellt einen Unterraum der C*- Kurven dar,
wobei A = xg < x <..<x=>b ein Gitter tber [a,b] und s'(x) die erste
Ableitung des Splines s bezeichnet.

Die Koeffizienten ~v; = s"(x;) reprasentieren die sogenannten Momente des
kubischen Splines und h; = x; — x;_1 bezeichnet die Linge des Intervalls I;.

Der Beweis kann in [6] nachgelesen werden.

Um nun zu einem glattenden Spline zu gelangen, iiberlegt man sich folgendes:
Wurden zuvor die Messwerte y; als Interpolationspunkte genommen, so geht
man jetzt davon aus, dass diese in einer gewissen Fehlerbandbreite des In-
tervalls [—6, 0] zu der exakten Funktion y liegen. Hierbei wird zum einen die
Funktion y als hinreichend glatt vorausgesetzt, zum anderen homogene Werte
y(a) = y(b) = 0 an den Réndern gefordert. Der Spline wird jetzt nicht mehr
iiber die Messwerte y; bestimmt, sondern fordert eine ,,glatte Funktion s, wel-
che die Interplationsaufgabe nach der ,, Kleinste-Fehlerquadrat-Methode* 10st.
Das Problem lautet also folgendermafsen:

14



2.4 Gléattende Splines

Problem 2.9. Minimiere |[s"| 12, unter allen hinreichend glatten Funktio-
nen s mit s(a) = s(b) = 0 unter der Nebenbedingung

-1

Z s(z;)? < 62 (2.13)

Dies fiihrt zu folgendem Satz:

Satz 2.10. Sei s ein natirlicher kubischer Spline iber dem Gitter /A mit
s(a) = s(b) =0, der die Nebenbedingung (2.13) mit Gleichheit erfillt,

Z lyi — s(x))? = (1 —1)6? (2.14)

und dessen dritte Ableitung an den Gitterknoten fir ein A > 0 die folgenden
Spriinge aufweist:

["]a, = 8" (2i4) — " (2i—) = A(yi — s(=:)) (2.15)
i=1,..,01—1. Dann ist s die eindeutig bestimmte Lésung von (2.13).

Der Beweis sowie auch der Satz selbst ist [6] zu entnehmen.

Nun ist zwar gezeigt, dass die Losung eindeutig ist, jedoch ist noch keine
Aussage getroffen worden, ob und unter welcher Voraussetzung sie iberhaupt
existiert! Die Frage wird im folgenden Satz 2.11 beantwortet, dessen konstruk-
tiver Beweis zugleich einen Losungsansatz liefert. Der Satz sowie der Beweis
sind zum grofiten Teil ebenfalls aus dem Kapitel ,,Gegldttete kubische Splines
von [6] iibernommen.

Satz 2.11. Unter der Voraussetzung

1 -1
T
=1

existiert ein Spline s, der alle Bedingungen aus Satz 2.10 erfillt.

Beweis:
Zunichst nimmt man sich einen Vektor ¢ € R!™! als Vektor der Momente
~vi = §"(x;) mit ¢ = 1,...,] — 1 eines natiirlichen kubischen Splines s. Aus der
Theorie der kubischen Splines ist bekannt, dass der Zusammenhang

Ge=Ts (2.16)

15



2.4 Gléattende Splines

zwischen ¢ und den Funktionswerten s = (s1,...,5.1)7 € R, s; = s(z;) besteht.
Die (I — 1) x (I — 1)-Matrizen G und T sind dabei wie folgt definiert:

2(hy + hy) hy 0

1
a_1 hy 2(hg + hs) (2.17)
6 . .
0 iy 2(hi—y + )
und
hit+hyt —hyt 0
-1 1, -1
T—_| Th Tt (2.18)
- —hi
0 “hl Ry
Ebenso gehen die Eintrdge von T bei der Berechnung der Spriinge [s”],, an
den Gitterknoten mit ein. Man berechnet in diesem Fall fiir i = 1,...,1
[Sm]a:i = Sm(l’i—i-) . S”/(ZEZ-—) _ Yi+1 — Vi i Yi — %‘—1' (219>
hita h;
Mit Hilfe von (2.19) schreibt sich (2.15) in vektorieller Schreibweise als
Te= Ay — s). (2.20)

Da T regulér ist, kann man nach Multiplikation mit 7" von links und mit Hilfe
von (2.16) die Gleichung umformen zu

T?c = NTy — Ts) = ATy — A\Gc
& (G+aT*c=Ty mit o= —. (2.21)

Die Bedingung (2.15) wird erfiillt, denn G und 7% sind beide symmetrisch und
positiv definit, weswegen G + o fiir jedes o > 0 invertierbar ist und ein na-
tiirlicher kubischer Spline mit homogenen Randwerten existiert. Abschliefsend
muss nur noch nachgewiesen werden, dass der Parameter A > 0 so gewahlt
werden kann, dass s die Nebenbedingung

-1
S Iy = sl = (1= 1)

erfiilllt. Einsetzen von (2.20) in die Nebenbedingung (2.14) liefert die
aquivalente vektorielle Notation

ro 1
(- 16 £ 5 Tl

16



2.5 Rechteckregel vs. Trapezregel

Weiterhin lisst sich mit obigen Uberlegungen der Momentenvektor explizit
darstellen:

c=(G+ %TQ)_lTy.

Damit gilt:

D1
(1—1)0% = IV |ITe|
1 1o |I?

)\ 2
= H)\—I(T—l)—l(G+ %TQ)_l(T_l)_ly 2 (2‘22)
= (I + XTI GT Y Yy|s = r(N) (2.23)

Da schon in 2.5 gezeigt wurde, dass () eine Darstellung der Form ﬁ
=1

besitzt und der Parameter A genau dann die eindeutige positive Losung von
r(\) = (I — 1)§? ist, wenn

r(0) = llyllz > (1 - 1)8” (2.24)

erfiillt ist, hat man somit den Beweis erbracht, denn mit (2.24) wurde gerade
die Voraussetzung aus Satz 2.11 erfiillt. O

Bemerkung 2.12. Es ist offensichtlich, dass (2.21) genau einer Tikhonov-
Philipps-Regularisierung [10] der Gleichung Gec = Ty mit Regularisierungs-
term oT? entspricht. Im vorliegenden Fall liefert das Hebdenverfahren eine

explizite Wahl des Regularisierungsparameters o = %

2.5 Rechteckregel vs. Trapezregel

Mit Hilfe der Rechteckregel kann man das Integral einer Funktion [ €
C([a,b],R) approximieren.

Definition 2.13 (Rechteckregel). Mit Hilfe der Rechteckregel wird eine Funk-
tion f € C([a,b],R) folgendermaflen integriert:

b
[ Ha)ds =0~ 1@ + B (2.25)
mit Rr als Fehler.
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2.5 Rechteckregel vs. Trapezregel

Eine ebenfalls héufig verwendete Approximation des Integrals ldsst sich mit
der sogenannten Trapezregel realisieren:

Definition 2.14 (Trapezregel). Mit Hilfe der Form eines Trapezes wird eine
Funktion f € C([a,b],R) folgendermafen integriert:

/ab f(z)dx = b g C(f(a) + F(b) + Ry (2.26)
mit Ry als Fehler.
y
@ ® f(b) f(a) ¢
f(b)
_Txo=a X:b_) X,=a XM:b/

Abbildung 2.1: Eine Funktion f(x) links mit der Rechteckregel integriert, rechts mit
der Trapezregel.

Um eine genauere Abschitzung des Integrals tiber die Funktion f im Intervall
[a, b] zu erhalten, betrachtet man nun eine Zerlegung des Integrationsgebiets in
M-Subintervalle I; = [x;, ;41],a = ¢ < 21 < ... < xpy = b. Das gesamte Inte-
gral wird iiber die Summe jedes einzelnen Integrals iiber I; wie folgt berechnet:

Zusammengesetzte Rechteckregel:

b
/ F@)dz = h{F(zo) + F(x1) + o+ F(ear )] + B, (2.27)

ri=a+1th, 1=0,1,...M —1.
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2.5 Rechteckregel vs. Trapezregel

Zusammengesetzte Trapezregel:

b
/ f(z)dz = g[f(l“o) +2f(w1) + oo+ 2f (xpa) + flon)] + Re, (2.28)

_b—a

h -
M )

ri=a+1h, 1=0,1,..., M.

f(a) f(a)

f(b) f(b)

j . . . . —>

Xg=a X X, X X =b WA x

X2

Abbildung 2.2: Die gleiche Funktion f(x) aus Abbildung 2.1 auf den Intervallen I;
links mit der zusammengesetzten Rechteckregel, rechts mit der zusammengesetzten
Trapezregel integriert.

In beiden Féllen wird in dieser Arbeit von einer dquidistanten Zerlegung in M —
1 Subintervalle I; ausgegangen, wobei die Schrittweite jeweils h betrigt. Die
Fehler R und Rt sollen im weiteren Verlauf nicht naher beachtet werden; es ist
jedoch aus Abbildung 2.1 ersichtlich, dass die Rechteckregel unter bestimmten
Voraussetzungen fiir spezielle Schrittweite und Funktionen nicht automatisch
schlechter approximiert als die Trapezregel.

Bemerkung 2.15. Im weiteren Verlauf dieser Arbeit werden ausschliefSlich
die Begriffe Trapez- und Rechteckregel verwendet; gemeint ist jedoch immer
die zusammengesetzte Version der Quadraturformeln.
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Kapitel 3

Parameterbestimmung bei
Systemen autonomer
Differentialgleichungen

Zur Parameterschiatzung wird in diesem Fall der Weg iiber die numerische
Integration von Systemen gewohnlicher Differentialgleichungen gewéhlt. Dies
ist moglich, da der gesuchte Parametervektor linear eingeht. Der Ausgangs-
punkt der sich anschliefsenden Kapitel 4 und 5 basiert auf den Arbeiten von G.
Wikstrom, die sich mit dem Thema der Parameterschiatzung in ihrer Disser-
tation [14] befasst hat. Im Folgenden werden diese Ergebnisse kurz erlautert.

3.1 Grundlagen zu gewohnlichen Differentialgleichungen

Bevor nun im Speziellen auf das Thema der Parameterschatzung eingegangen
wird, noch ein paar allgemeine Erkldarungen zu Systemen gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen vorweg.

Definition 3.1. Die allgemeine Form eines Anfangswertproblems (AWP)
1. Ordnung ist definiert als

y=1(tyd), y(to) = yo (3.1)
mit f € C(R x R™ R™) und y, € R™.

Wie unter anderem in [2| nachgelesen werden kann, existiert nach dem Satz
von Picard-Lindel6f genau eine eindeutige Losung y € C!(I,R™) welche das
AWP 16st. Dabei bezeichne I C R ein Intervall, welches ¢y enthélt. Die Vor-
aussetzungen fiir die Anwendung dieses Satzes sind erfiillt, denn die rechte
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3.2 Parameterschétzung bei Systemen gewGhnlicher Differentialgleichungen

Seite (3.1) ist stetig als Komposition stetiger Funktionen auf jedem Intervall
I.

Im weiteren Verlauf werden ausschlieflich autonome Differentialgleichungssys-
teme betrachtet, welche durch folgende Definition charakterisiert sind:

Definition 3.2. FEin System

y:f(tay)

heiffit autonom, wenn die rechte Seite nicht von der unabhdingigen Verdnder-
lichen t abhdngt, d.h.

fty) = fy).

Im Fokus dieser Arbeit stehen nichtlineare Systeme, deren Parametervektor
k € R™ linear eingeht. Bei dieser Art von Problemen lasst sich f faktorisieren
in die Form

mit G(t,y) € R™". Wenn die DGL

integriert wird, léasst sich der Parameter offensichtlich aus dem Integranten
herausziehen. Dies bildet die Grundlage der vorgestellten Methoden zur Para-
meterschitzung.

Trotz dieser vereinfachten Darstellung sei an dieser Stelle darauf hingewiesen,
dass das System nichtlinear in y ist. Fiir Probleme dieser Art existieren in der
Regel keine geschlossenen Losungsdarstellungen. Lediglich in wenigen Spezial-
fallen kann man eine solche Losung explizit darstellen [1].

3.2 Parameterschiatzung bei Systemen gewohnlicher
Differentialgleichungen

Héufig werden dynamische Prozesse, wie sie in der Natur auftreten, durch
gewohnliche Differentialgleichungen (DGL) dargestellt [4], [7], [11]. Dabei ist
es zunéchst unerheblich, ob die beeinflussenden Parameter bekannt sind oder
nicht: In Experimenten kann man Werte der abhingigen Variablen fiir ge-
gebene Werte der unabhéngigen Variable messen und durch Nutzung dieser
Messwerte im Anschluss den Parameter schétzen.
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3.2 Parameterschétzung bei Systemen gewGhnlicher Differentialgleichungen

Der iibliche Weg eine Parameterschiatzung bei gewohnlichen DGL ist die
numerische Integration der Gleichung, um die Differenzen zwischen den
numerisch gewonnenen und den gemessenen Daten zu minimieren. Ein gén-
giger Ansatz hierzu stellt die Methode der kleinsten Fehlerquadrate dar, welche
auch die Grundlage dieser Arbeit bildet.

Das allgemeine mathematische Modell, welches den Ausgangspunkt fiir alle
weiteren Berechnungen bildet, lautet wie folgt:

y(tv U) = f(ta y(t7 U)7 k) ?J(to) =Y (34)

mit vT = (y, k) als erweiterter Parametervektor und y = y(t,v) als Losung
zum Zeitpunkt ¢.

Bemerkung 3.3. In dieser Arbeit wird der Startwert yo als bekannt voraus-
gesetzt, auch wenn sich diese Bedingung in der Realitdt nicht immer erfil-
len ldisst. Sollte dieser Fall eintreten, kann man den Wert anhand der iibrigen
Messdaten ,,abschdtzen® oder ithn durch eine Variation der unten beschriebenen
Verfahren bestimmen. Fir eine ausfihrliche Beschreibung und algorithmische
Umsetzung wird auf [14] verwiesen.

Das zu l6sende Minimierungsproblem lésst sich formulieren als

min = —Znyz y(ti, k)| (3.5)

ky(t.k)

mit Messwerten y; zum Zeitpunkt ti, ¢t = 1,...,M und der von k abhéangigen
Funktion y. Dieser Ausdruck lautet in diskreter Notation

| M
. _ - ~ 2
min = 5 'E_ 19: = wills (3.6)
wobei y; = y(t;) die numerisch bestimmte Losung des AWP ’s (3.4) bezeichnet.

Wenn nun die numerische Losung des gewohnlichen Differentialgleichungsys-
tems in den Termen fiir k£ berechnet ist, gelangt man zu

min = o ZHyz yi (k)3 (3.7)

mit y;(k) als numerischer Losung von 3.4 beziiglich des Parameters k. Das
Minimierungsproblem lasst sich somit auf die Bestimmung des Parameters &
reduzieren.
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3.4 Lésung des Minimierungsproblems

3.3 Algorithmus von Wikstrom

Wie in (3.3) hergeleitet, bildet folgender spezieller Typ von Anfangswertpro-
blemen den Ausgangspunkt der Arbeit von Wikstrom:

Yt k) = Gt y(0))k, (3.8)

wobei der Parametervektor k linear auf der rechten Seite eingeht. Eine globale
Integration von Gleichung (3.8) iiber dem Intervall I; = [to, t;] liefert

t
y(ti) = yo + k‘/G(T,y(T))dT, (3.9)
to
Alternativ kann auch lokal iiber das Intervall I; = [t;_1,t;] integriert werden:
ty
()~ yltis) =k [ Glry(rar
ti—1

Ist statt dem Anfangswert y, nur die Grofe y; zum Zeitpunkt ¢; bekannt, so
kann etwa mit folgender Integraldarstellung gearbeitet werden:

ym%ﬂMDIk/GﬁwﬁDW-

Da diese Integrale im Regelfall nicht exakt bestimmt werden kénnen, bedient
man sich einer numerischen Integration wie beispielsweise der zusammenge-
setzten Rechteck- bzw. Trapezregel aus Kapitel 2.5. Als einzusetzende Funkti-
onswerte dienen die zuvor erhobenen und als exakt angenommenen Messwerte

Yi-

Bemerkung 3.4. Auf die Analyse von Rundungsfehlern, die bei einer numeri-
schen Approximation der Integrale entstehen, wird hier verzichtet und auf [14]
sowie auf die Lehrwerke [2] bzw. [6] verwiesen. Ebenso wird im weiteren Verlauf
ausschliefflich die globale Integration betrachtet. Die Methoden und Algorith-
men tbertragen sich analog auf den Fall der lokalen Integration.

3.4 Losung des Minimierungsproblems

Zunéachst konstruiert man sich Matrizen J; € R™*™ mit ¢ = 1,..., M, welche
die jeweiligen Integrationswerte speichern, die man durch die Verwendung der
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3.4 Lésung des Minimierungsproblems

entsprechenden Quadraturformeln (Rechteck-/ Trapezregel) erhélt:
7 - {h(Go + ...+ Gi1) (Rechteckregel), (3.10)

B(Go+2G1 + ...+ 2G;_1 + G;) (Trapezregel),

mit G; = G(t;,7;) € R™" und Schrittweite h = 22, Gleichung (3.9) kann
explizit nach y; aufgelost werden, wobei je nach Verwendung der Rechteck-
oder Trapezregel die entsprechende Matrix J; auftritt:

Yi = yo + Jik, i=1,..., M. (3.11)

Die Messwerte y; = y(t;, k) dienen also zur numerischen Approximation der
Integralgleichung in (3.9). Mit der exakten Losung stimmen diese in der Regel
nicht exakt tiberein, da die Fehler (sowohl Mess- als auch Rundungsfehler) in
der Praxis unbekannt sind. Wie bereits oben erwéhnt werden diese im Algo-
rithmus vernachléssigt, sodass die numerisch bestimmten y; als exakte Werte
behandelt werden.

Um nun das gesamte Minimierungsproblem formulieren zu kénnen, werden
die einzelnen Matrizen J; in eine ,erweiterte” Matrix H € RM™*" geschrieben:

Ji
H, - J.Q . 1, f?r d%e Rechteckregel, (3.12)
: 2, fiir die Trapezregel
Jm
Das nun zu lésende , Kleinste-Fehlerquadrat-Problem* lautet daher:
1 2 1 2
min || Hyh — By + woll3 = min | Hk b (3.13)

mit b = By — yo. Die Matrix B € RM™*Mm enthilt auf der Hauptdiagonalen
die Einheitsmatrizen I,,, € R™™; y;, yo € RM™*! repriisentieren die Vektoren
mit den Messdaten bzw. Startwerten:

I, Y1 Yo
B = ; Yj = N Yo= 1| :
I, Ym Yo

Offensichtlich ist das Minimierungsproblem auf ein Problem der Form

1 2
min > || Az — b3,
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3.5 Pseudocode

zuriickzufithren, welches in Kapitel 2.1 thematisiert wurde. Mit Bezug auf (2.5)
ist die Losung gegeben durch:

k= H*, (3.14)
wobei HY = (HTH)™'HT die Pseudoinverse von H bezeichnet.

Bemerkung 3.5. Um reale Daten zu simulieren werden kiinstliche Messfeh-
ler eingefiihrt. Dazu addiert man zu den exakten Daten sogenannte Pseudo-
zufallszahlen, die in den meisten Programmiersprachen bereitgestellt werden.
Auf diese Weise entstehen kiinstlich verrauschte Daten, deren Fehlerniveau und

Art (zum Beispiel: Normalverteilung, Gleichverteilung) vom Anwender selbst
bestimmt werden kann.

3.5 Pseudocode

Zur Parameterschitzung:
Gegeben:

1. Messdaten y; e R™, i =1,..., M,

2. Zeitpunkte t;, i =1,..., M,

3. Abbildung G : R x R™ — R™*",
Gesucht: EeR"

— Initialisiere J; nach (3.10), i = 1,..., M.
— Ubergebe J; in H,

— Initialisiere b nach 3.4, =1, ..., M.

— Lose nun die Normalgleichung

H'HE = H"b (3.15)
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Kapitel 4

Ein i1teratives Verfahren zur
Parameterschatzung

Der Algorithmus von Wikstrom basiert im Wesentlichen auf der Approximation
der Integrale

ti

/ G(t,y(r))dr (4.1)

ti—1

durch die Rechteck- bzw. Trapezregel, d.h. fiir h = =% berechnet sich (4.1) als

ti
[ G(r,y(r))dr = h-G(t;,5;) Rechteckregel,

ti—1

t;

[ G(r,y(r))dr = % -G(t;,y;) Trapezregel.

ti—1

Hier wird vorausgesetzt, dass der Messwert g; rauschfrei ist und zu dem exakten
Parameter k* gehort. Formal liefert dies die Notation:

gi = y(ti, k7).
In diesem Fall bezeichnet y die exakte Losung des AWP’s mit korrektem
Parametervektor £*.
Allerdings kénnen in der Praxis die Knotenpunkte ¢;_; und ¢; weit auseinander
liegen, was lediglich eine grobe Néherung des Integrals (4.1) moglich macht.
Um die Qualitdt der Approximation zu erhohen, 16st man jetzt mit Hilfe des

bereits geschitzten Parameters k = k(¥ auf jedem Intervall I; = [ti_1,t;] das
AWP

fir ¢ € [t;_1,t;]. Somit ldsst sich mit den neu gewonnenen Funktionswerten

zum Parametervektor k = £(©) das Integral (4.1) genauer bestimmen.
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4.1 Der Algorithmus im Speziellen

4.1 Der Algorithmus im Speziellen

Es wird davon ausgegangen, dass der Parameter k = k) bereits mit der
in Abschnitt 3.4 thematisierten Methode bestimmt ist. Zu diesem Parameter
werden nun N weitere ,Messdaten* ug-l), 7 =1,...,N + 1 auf jedem Intervall
I; gewonnen. Dazu wird ein explizites Einschrittverfahren gewéhlt, in diesem
Fall das Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung [7] bzw. [?]. Als Startwerte
dienen jeweils die bekannten Messdaten ¢; € I; und als Parameter wird k()
eingesetzt (vgl. (4.2)). Die hierfiir bendtigte Schrittweite betragt hyjeim = %
Insgesamt ergeben sich (M — 1) - (N + 1) zusétzliche Werte zu den bereits
bekannten Messdaten hinzu. Hat es also zuvor geniigt

ti
| G(r,y(r))drk =h-y; - k Rechteckregel
ti—1

ti
f G(r,y(7))drk = % (Yi—1 + ;) - k  Trapezregel
i—1

i

(4.3)

zu berechnen, geht man jetzt dazu iiber die Werte ug-l) als Argumente der
Funktion G einzusetzen und in eine summierte Rechteck- bzw. Trapezregel
einzubauen. Mittels der verwendeten Quadraturformeln werden nun erneut
die Matrizen J; generiert (vgl. (3.10)). Diese werden wiederum in der Matrix
J gemif (3.12) konkateniert. Wird also

t NA+1

/ G(r,y(7))drk = hygein Y G(ti + hpiein(j — 1))k (4.4)

1
ti—1 J

auf die summierte Rechteckregel iibertragen, ergibt dies:

ti i N+1
yi—yo = J; = / G(r,y(7))dTk = higein - »_ Y _G(ul) - k. (4.5)
o =1 j=1

Dieser Ausdruck tibertragt sich analog auf die Trapezregel (vgl. (3.10)). Die
Losung ist gegeben durch:

KD = H*b,

In der Grafik 4.1 sind im oberen Bild die beiden Komponenten der Barnes-
funktion (Erlduterungen und Eigenschaften sind in Kapitel 6.2 gegeben) mit
exaktem Parameter k* = [2,5,7]" abgebildet. Aus ihnen werden jeweils 10
aquidistante Messwerte genommen, welche als (x) markiert sind. Mit diesen
Vorgaben und dem Parameter k) wird nun im unteren Bild versucht, mit
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4.1 Der Algorithmus im Speziellen

jeweils N = 40 zusétzlichen Messwerten pro Intervall I; die Barnesfunktion zu
rekonstruieren. Die hier sichtbaren Abstdnde der Funktionswerte an den In-
tervallgrenzen y(tn4+1) € I; und y(t1) € I;11 sollen durch wiederholte Iteration
reduziert werden.

DSW

VARV
T/ N N

0

Abbildung 4.1: Ein Beispiel zur iterativen Methode anhand der Barnesfunktion.

Insgesamt besteht das Ziel also darin, die Fehler durch die numerische Integra-
tion in den Matrizen J; zu reduzieren und sich so eine genauere Abschitzung
des Parameters k© bzw. k* zu erhoffen. Nach Bestimmung des neuen Para-
meters k() ist es moglich, die gesamte Vorgehensweise zu wiederholen und mit

einer Folge von Parametern k = k©, kM, k) . ein iteratives Verfahren zu
konstruieren.

Die Fragen, die an dieser Stelle auftauchen, lauten wie folgt:

1. Liefert die Folge k = k@, kM k@ . eine verbesserte Schitzung des
Parametervektors?

2. Wie wirkt es sich aus, wenn die Anzahl M der Messdaten relativ klein
ist, die Anzahl N der , kiinstlichen“ Zwischenstellen hingegen sehr grof?

3. Wie wirkt es sich aus, wenn eine Streuung statt mit einer Gleichverteilung
mit einer Normalverteilung verursacht wird?

28



4.2 Pseudocode

4.2 Pseudocode

— Pseudocode wie in Abschnitt 3.5, um & zu bestimmen

Gegeben
1. Anzahl N der zusétzlichen ,kiinstlichen Messwerte pro Intervall I;.
2. Parameter £ aus 3.5

Gesucht: kD e R»

— Berechne den Vektor als Losung des AWP’s (4.2) ugl), j=1,.. ,N+1.
— Initialisiere J; nach (4.5), ¢ = 1,..., M basierend auf den Werten uy)
zur Schrittweite Ao, .

— Ubergebe J; in H,

— Initialisiere b nach 3.5

— Lose die Normalgleichung

HTHEY = HTp, (4.6)
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Kapitel 5

Parameterschatzung mit Hilfe
glattender Splines

In diesem Kapitel wird ein weiterer Algorithmus zur Parameterbestimmung
vorgestellt, welcher speziell auf stark verrauschte Daten abzielt. Die Idee ist,
mit Hilfe von glattenden, kubischen Splines Regressionskurven zu berech-
nen, die auf den einzelnen Intervallen exakt integriert werden kénnen. Die
grundlegende Theorie und Eigenschaften glattender Splines wurde bereits in
Kapitel 2.4 ndher erlautert und wird somit als bekannt vorausgesetzt.

Zur Erinnerung:
Ein glattender Spline s ist wie der interpolierende iiber einem Gitter A

definiert, jedoch fordert man statt Gleichheit in den Knoten eine
Fehlergleichung der Art:

3 o~ sl = (- )57

Dabei wird in den Daten ein gleichverteiltes Rauschen iiber den Intervallen
[—4, §] angenommen.

Zur Existenz- und Eindeutigkeit der glittenden Splines ist folgende Unglei-
chung der Messwerte notwendig:

1 M-1
i=1

Interessant fiir die hier durchgefiihrte Anwendung ist die Tatsache, dass sich
Splines als stiickweise kubische Polynome stets exakt integieren lassen: Der
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5.1 Der Algorithmus im Speziellen

Fehler der Integration liegt demnach bei Null und die Zuhilfenahme der Trapez-
und Rechteckregel ist nicht mehr von Noten.

5.1 Der Algorithmus im Speziellen

Zunachst werden die Messwerte g, ..., yps mittels einer affin-linearen Verschie-
bung auf homogene Randdaten transformiert. Dazu wird eine lineare Funktion

Ym — Yo
ta —to

I(t) = yo + (t —to)

von den Messdaten subtrahiert. Mit diesen Werten wird anschlieffend beziig-
lich des Gitters A = {to,...,tar} geméf dem Algorithmus aus Kapitel 2.4 der
glattende Spline berechnet.

Nach Riicktransformation auf die uspriinglichen Randdaten koénnen die Re-
gressionspolynome zur Approximation der Funktion G verwendet werden. Die
rechte Seite setzt sich nun aus stiickweise kubischen Polynomen zusammen
und die exakt approximierte rechte Seite G kann exakt integriert werden. Die
entsprechenden Integrale dienen damit der Initialisierung der Matrizen J;

Ji—h'ZGj—h~ZSj (5.1)

mit S; = /s(t)dt. (5.2)

Veranschaulicht ergibt sich die Grafik:
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5.1 Der Algorithmus im Speziellen

04 ! | I | I | I | I |

Abbildung 5.1: Splines im Vergleich: Zu sehen ist ein natiirlicher, kubischer Spline
(grin), die Originalfunktion (blau), die 40 Messpunkte (braun) und ein gldttender
Spline (schwarz) nach Transformation auf homogene Randdaten.

Die einzelnen Matrizen J; werden wie iiblich in die Matrix H € RMmxn
iiberfiihrt. Das bereits bekannte Minimierungsproblem || Hk — (By — yo)||3 16st
sich wieder mit

k=H"-(By - ) (5-3)

Bemerkung 5.1. Da in der Realitit die Messdaten niemals mit maximalem
Fehler eingehen, wird die Voraussetzung der Gleichheit der Nebenbedingung
(2.14) als zu einschrinkend angesehen. Der mazimale Fehler sollte mit einem
Skalierungsfaktor 5 € (0,1] gewichtet werden, um eine Uberglittung zu ver-
meiden. Die “neue Nebenbedingung lautet von daher:

Dl = slw)ff = 5 (1= 1)6* (5.4)

Numerische Experimente haben gezeigt, dass zumindest in diesem verwendeten
Beispiel die Wahl fiir ein 5 € [0.2,0.4] optimale Ergebnisse liefert. Dies veri-
fiziert anhand konkreter Beispiele die Finfiihrung des Skalierungsfaktors zur
Definition der glittenden Splines, falls von einer Gleichverteilung des Rau-
schens ausgegangen wird.

Die numerisch am besten approximierten Ergebnisse eines Zerfallsprozes-
ses (Erlauterung folgt in Kapitel 6.1) mit & = 0.25 und Transformation auf
homogene Randdaten im Vergleich:
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5.1 Der Algorithmus im Speziellen

s 1 1 1 1 1 1 1 . L )
0 . . . . .

Abbildung 5.3: Skalierungsfaktor 8 =1/5
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5.1 Der Algorithmus im Speziellen

01

L5

0.6
]

Abbildung 5.4: Skalierungsfaktor 8 = 2/5

01p

N5k

06
0

Abbildung 5.5: Skalierungsfaktor g = 1/3

Die weiteren Berechnungen in den folgenden Kapiteln werden sowohl mit dem
Faktor g = % als auch mit g = % durchgefiihrt.
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5.2 Pseudocode

5.2 Pseudocode

Gegeben:
1. Anzahl M der Messewerte ;.
2. exakter Parameter k
3. Funktion y

Gesucht: kO ¢ R®

— Transformation von g;, y auf homogene Randdaten.

— Initialisiere mit h = bﬁ als Schrittweite die Matrizen G, T aus (2.17),
(2.18).

— Durchfithrung des Hebdenverfahrens zur Bestimmung von A aus der
Gleichung r(\); Skalierungsfaktor beachten!

— Initialisiere den den gliattenden Spline s(z).

— Riicktransformation auf urspriingliche Randdaten.

— Exakte Integration des Splines auf jeden Intervall I; und Abspeiche-
rung nach 5.1 in die Matrizen J;.

— Initialisiere b = Bs; — yo mit den riicktransformierten Werten.

— Lose nun die Normalgleichung.

H"Hk = H"b (5.5)
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Kapitel 6

Klassische Beispiele aus den
Naturwissenschaften

In diesem Abschnitt wird die zuvor erarbeitete Theorie auf die Praxis ange-
wendet. Dazu werden zum einen die Modellgleichungen (radioaktiver Zerfall,
Barnes-Problem, Robertson-Problem) vorgestellt, zum anderen werden die
Parameter und ihre (Aus-)Wirkungen auf die Modelle néher erldutert.

6.1 Zerfallsprozesse

Zerfallsprozesse treten sowohl in der Biologie als auch in der Chemie und Phy-
sik auf. Wahrend es sich im erstgenannten Fachgebiet haufig darum dreht, die
Grofe bestimmter Zellkulturen zum Zeitpunkt ¢ zu bestimmen [11], [7] (je nach
Eigenschaften des Vorzeichens von « in (6.1) werden in diesem Fall vorwie-
gend Wachstumsprozesse beschrieben), betrachtet man in der Chemie/Physik
hauptséichlich den Vorgang eines sogenannten radioaktiven Zerfalls [7], mit
dem sich auch dieser Abschnitt beschéftigt.

Definition 6.1 (Zerfalls- bzw. Wachstumsgesetz). Die Anzahl der noch nicht
umgewandelten Atome radioaktiver Substanzen zum Zeitpunkt t und einer ge-
gebenen Anfangsmenge No zum Zeitpunkt t = 0 ldsst sich schreiben als

N(t)=Ng-e* a>0. (6.1)

Die physikalische Halbwertszeit (Zeitpunkt zu dem die Anfangsmenge sich hal-
biert hat) betrdgt

_ e (6.2)



6.1 Zerfallsprozesse

Radioaktiver Zerfall bedeutet entgegen der eigentlichen Bedeutung des Be-
griffs , zerfallen” nicht, dass sich eine Materie teilt oder Atome in sich zerfallen.
Vielmehr steht der Terminus fiir die iiber das Zerfallsgesetz (6.1) definierte
Umwandlung von Nukliden. Wahrend dieses Prozesses wird eine ionisierende
Strahlung freigesetzt, wobei hier je nach ihrer steigenden Fahigkeit eine feste
Masse zu durchdringen in a-, $- und ~- Strahlung unterschieden wird. Diese
Strahlung (lateinisch: radius = Strahl) gibt dem dynamischen Prozess ihren
Namen.

In diesem Abschnitt wird insbesondere der Zerfall der radioaktiven che-
mischen Substanz Céisium (37Cs) in den (metastabilen) Stoff Barium
(137 Ba) untersucht.

Das Alkalimetall 37C's ist strahlenbiologisch gesehen das bedeutendste unter
den 35 bekannten Céasium-Isotopen. Mit einer physikalischen Halbwertszeit von
30,2 Jahren zerfallt es sehr langsam. Dabei werden 6,5% direkt in ein stabi-
les 37 Ba umgewandelt, 93,5% indirekt {iber das metastabile Zwischenprodukt
B7Ba — m, welches wiederum mit einer Halbwertszeit von 2,55 min in den
stabilen Zustand iibergeht.

Exemplarisch wird im Folgenden die Umwandlung eines metastabilen zu einem
stabilen '"Ba beschrieben. Entsprechende Daten dieses radioaktiven Zer-
fallsprozesses sind in [13]|wiedergegeben.

In diesem Fall handelt es sich um eine gewthnliche Differentialgleichung erster
Ordnung der Form

y(t, k) =Fk-y mit y(0) =1y, k>0. (6.3)

Lemma 6.2. Die Losung dieses Anfangswertproblems lautet:

y(t) =yo-e ™.

Beweis:
Integration der Variablen liefert
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6.1.1 Das Gaufi-Newton Verfahren

= y(t) =yo-e™ (6.4)
0

Bemerkung 6.3. Ersetzt man y(t) durch N(t), k durch o und yo = Ny als
Anfangswert, so erhdlt man genau die Zerfallsgleichung (6.1)

6.1.1 Das Gaulti-Newton Verfahren

Im Falle eines Zerfallsprozesses kann die explizite Losung des Anfangswertpro-
blems

mit ¢ > t; explizit angegeben werden. Es gilt:

y(t) = y(t, k) = yo - e "

Die Bestimmung des unbekannten Parameters k fiihrt auf ein nichtlineares
Regressionsploblem zuriick welches mit Hilfe des Gaufi-Newton Verfahrens
gelosenst werden kann [3].

Das Ziel des Verfahrens besteht darin, den Parameter k im Sinne der
kleinsten Fehlerquadratmethode an die zur Verfiigung stehenden Messdaten g
anzupassen:

Lemma 6.4. Es gilt das zum Zerfallsprozess 6.1 gehérende Funktional

y(t. k) = | F ()|l = min (6.5)
tiber k zu minimieren, wobei
Yo - e — 1
Fk) = Yo~ e_kth — Y2 c RM

Yo - €M — g
Die Jacobimatriz F' von F beziiglich k ist gegeben durch
_tl . yo . e_ktl

—ty - yo - e F

F'(k) = c RM.

—tm Yo - e Kty

Die Léosung der Normalgleichung

(F)T - F - Ak=—(F)" - F
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6.2 Das Barnes Problem

bildet das Gauf-Newton-Inkrement Ak. Die Iterationsvorschrift lautet
K =K+ AK mit AR = —F' (k') F(K),
wobet der obere Index * die Pseudoinverse kennzeichnet.

Der Beweis von Lemma 6.4 kann im allgemeinen Fall in 3] nachgelesen werden.
In der aktuellen Anwendung interessiert man sich fiir die Bestimmung des
Parameters k£ im Céasium-Barium-Zerfall. Anhand dieses Beispiels gelingt die
Gegeniiberstellung der Resultate des Gauf-Newton-Verfahrens, der Methode
von Wikstrom und der in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmen. Der zum
Gaufs-Newton-Verfahren zugehorige Pseudocode lautet wie folgt:

Pseudocode

Gegeben:
1. Initialer Parameter k(.
2. Maximale Gauf-Newton-Korrektur abs(Ak) als Abbruchkriterium.
3. Messwerte g; firv=1,..., M.
4. Knotenpunkte ¢;, i =1,..., M.

Gesucht: k€ R als von ||[F(k)||; £ min
while abs(Ak) > eps und i < i,,0,

— ¢ =1+ 1 (Schleifenzéihler)

— Berechne F'(k) € R™ (Jacobimatrix)

— Lose die Normalgleichung (F')T - F' - Ak = —(F)T . F
— Setze k =k + Ak

6.2 Das Barnes Problem

Das sogenannte Barnes-Problem tritt ebenfalls in der Chemie auf. Viel haufiger
jedoch ist diese modifizierte Lotka-Volterra-Gleichung (LV-Gleichung) als
Rauber-Beute-Modell in der Biologie bekannt (siehe z.B. [12], [7]). Da-
bei geht man von zwei Populationsgrofsen aus, die in einem interspezifischen
Abhéngigkeitsverhéltnis stehen.

Die Population R (y:(t) = Anzahl der Réuber zum Zeitpunkt ¢) nutzen die
Mitglieder der anderen Population B (y(t) = Anzahl der Beutetiere zum Zeit-
punkt ¢) als Nahrung, wodurch sich auf einen lingeren Zeitraum gesehen
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6.2 Das Barnes Problem

gewisse quantitative Populationsschwankungen entwickeln. Das Basismodell
der zugrunde liegenden LV-Gleichung hat die Gestalt

g1 (t) = kaya(t) — kayn (8)y2(2),
Y2(t) = kayr (£)y2(t) — ksya(t).

Wahrend hier vier unbekannte Parameter auftreten, werden in dem Barnes-
Problem ky und k4 gleichgesetzt. Es bleiben also drei Parameter zu bestimmen:

U1(t) = ki (t) — kaya (t)ya(?),
Ua(t) = kayr (£)y2(t) — ksya(t). (6.6)

Da keine expliziten Losungsverfahren exisiteren, ist man zur Berechnung der
Losung auf numerische Methoden angewiesen. In dieser Arbeit wurde dazu auf
ein klassisches Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung zuriickgegriffen.
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Kapitel 7

Numerische Experimente

Die in Kapitel 6 vorgestellten Probleme werden auf den néchsten Seiten mit
den in den Kapitel 3.3 bis 5 beschriebenen Algorithmen numerisch ausgewertet.
Die Werte in den Tabellen reprasentieren den dazugehdrigen relativen Fehler

% —&Of

Fg="—— 1i=0,1,...,.D (7.1)
Il

mit D = Anzahl der Iterationen. Dabei wird unterschieden, ob es sich um
eine gleichméfige Erzeugung der auf die Funktion aufaddierten Zufallszahlen
handelt oder ob sie normalverteilt sind.
Dariiber hinaus werden auf jedes Verfahren zwei verschiedene Parameter k
angewendet, um zu untersuchen, ob die Grofe im Zusammenhang mit der
Funktion eine Rolle spielt oder eher unerheblich ist. Im Zuge der gldttenden
Splines fliefit zusétzlich noch der Streuparameter § mit in die Analyse ein.

7.1 Einmalige Integration mittels der Rechteckregel/
Trapezregel

7.1.1 Zerfallsprozesse

Zunéachst betrachtet man einen Zerfallsprozess mit synthetisch generierten Da-
ten.
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7.1.1 Zerfallsprozesse

Synthetisch generierte Daten mit £ = 0.8, § = 0.1

einmaliges Iterieren
gleichmifiige Verteilung Normalverteilung
M | Rechteckregel | Trapezregel | Rechteckregel | Trapezregel
10 0.0645 0.1122 0.9215 0.9654
20 0.0601 0.0364 0.8568 0.9433
50 0.0271 0.0089 0.3978 0.3897
100 0.0014 0.0063 0.5079 0.5098
250 0.0031 0.0018 0.4110 0.4129

Synthetisch generierte Daten mit £ = 0.25, § = 0.1

einmaliges Iterieren
gleichmiftige Verteilung Normalverteilung
M | Rechteckregel | Trapezregel | Rechteckregel | Trapezregel
10 0.0929 0.1193 2.0948 2.1822
20 0.1783 0.1607 1.6929 1.9111
50 0.0538 0.0223 0.7048 0.6876
100 | 9.7528 -10~* 0.0049 1.0166 1.0229
250 0.0090 5.5410 - 1074 0.7983 0.8046

Casium-Barium-Zerfall

Die genaue Zerfallskonstante des Césium-Barium-Zerfalls ist £ = 0.45. Die Er-
gebnisse, die mittels des in [13| vorgestellten Messverfahrens gewonnen wurden,
liefern unter Anwendung der Rechteckregel eine Approximation von k = 0.40.
Im Gegenzug ergibt das Trapezverfahren einen Wert von = 0.41. Der relative
Fehler liefert also fiir die 60 realen Messpunkte einmal fiir die Rechteckformel
10.49% und fiir die Trapezformel 7.87%.
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7.1.1 Zerfallsprozesse

(a) Rechteckregel (b) Trapezregel

Abbildung 7.1: Céasium-Barium Zerfall nach Wikstrom ausgewertet; zu sehen sind
die Originalfunktion (blau), die Messdaten (rot) und die Funktion mit den approxi-
mierten Parametern & (griin).

Grafik 7.2 zeigt deutlich, dass das Gaul-Newton Verfahren den Parameter
k schlechter approximiert, als die Methode Wikstréoms nach der Trapezregel.
Mit einer Abschétzung fiir £ = 0.3869 nach 12 Operationsschritten betriagt der
relative Fehler 14, 07%.
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Abbildung 7.2: Casium-Barium Zerfall nach Gau-Newton ausgewertet; zu sehen sind
die Originalfunktion (blau), die Messdaten (rot), die Funktion mit dem approximier-
ten Parameter k aus der Wikstrom-Methode (Trapezregel-griin) und die Auswertung
mit dem Parameter der Gauf-Newton Funktion (schwarz).
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7.2 Integration durch mehrfaches Iterieren

7.1.2 Das Barnes-Problem

Fiir das zweidimensionale Barnesproblem werden zum Abschétzen einmal der
Parametervektor k* = [2,5,7]7 eingesetzt, ein anderes Mal k* = [1,1,1]T.

Synthetisch generierte Daten fiir k* = [2,5,7]7

einmaliges Iterieren
Gleichverteilung Normalverteilung

M | Rechteckregel | Trapezregel | Rechteckregel | Trapezregel
10 0.5109 0.1013 0.8691 0.7931
20 0.2532 0.1966 0.8101 0.8177
50 0.3008 0.2806 0.4215 0.3990
100 0.1206 0.1148 0.2151 0.2354
250 0.0569 0.0060 0.1703 0.1773

Synthetisch generierte Daten fiir k* = [1,1,1]7

einmaliges Iterieren
Gleichverteilung Normalverteilung
M | Rechteckregel | Trapezregel | Rechteckregel | Trapezregel
10 0.0724 0.0307 0.2789 0.2316
20 0.0606 0.0463 0.1673 0.1566
50 0.0336 0.0319 0.1003 0.1005
100 0.0171 0.0168 0.0994 0.0996
250 0.0140 0.0139 0.1290 0.1299

7.2 Integration durch mehrfaches Iterieren

Zur mehrfachen Iteration fir D = 1 und D = 10 wird zusétzlich die Anzahl
7 der zuséitzlichen Messwerte auf jedem Intervall I; variiert. Auf das eindi-
mensionale Zerfallsproblem wird hier nicht ndher eingegangen, da die zuvor
erreichten Werte schon gute Naherungen an den Parameter k* gezeigt haben.
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7.2.1 Barnes-Problem

7.2.1 Barnes-Problem

Vektor [2,5,7]7, Gleichverteilung

mehrfaches Iterieren (Gleichverteilung)
Z =40 Z =100
Rechteckregel | Trapezregel | Rechteckregel | Trapezregel
M |D=1|D=10|D=1|D=10|D=1|D=10|D=1|D=10
10 | 0.3349 | 0.1867 | 0.1972 | 0.1761 | 0.3330 | 0.1829 | 0.2000 | 0.1013
20 | 0.1904 | 0.1839 | 0.2003 | 0.2000 | 0.1899 | 0.1834 | 0.2012 | 0.2009
50 | 0.3009 | 0.3007 | 0.2903 | 0.2900 | 0.3010 | 0.3008 | 0.2806 | 0.2902
100 | 0.1218 | 0.1219 | 0.1199 | 0.1200 | 0.1218 | 0.1220 | 0.1200 | 0.1202
250 | 0.0058 | 0.0058 | 0.0054 | 0.0054 | 0.0058 | 0.0058 | 0.0053 | 0.0054
Vektor [2,5,7]7, Normalverteilung
mehrfaches Iterieren (Normalverteilung)
Z =40 Z =100
Rechteckregel | Trapezregel | Rechteckregel | Trapezregel
M |D=1|D=10|D=1|D=10|D=1|D=10|D=1|D=10
10 | 0.8334 | 0.8178 | 0.7202 | 0.7235 | 0.8328 | 0.8165 | 0.7177 | 0.7208
20 | 0.8069 | 0.8072 | 0.8279 | 0.8275 | 0.8069 | 0.8072 | 0.8280 | 0.8276
50 | 0.4023 | 0.4050 | 0.3910 | 0.3946 | 0.4021 | 0.4049 | 0.3909 | 0.3946
100 | 0.2248 | 0.2256 | 0.2457 | 0.2465 | 0.2250 | 0.2258 | 0.2459 | 0.2466
250 | 0.1744 | 0.1744 | 0.1817 | 0.1819 | 0.1745 | 0.1747 | 0.1818 | 0.1820
Vektor [1,1,1]7, Gleichverteilung
mehrfaches Iterieren (Gleichverteilung)
Z =40 Z =100
Rechteckregel | Trapezregel | Rechteckregel | Trapezregel
M |D=1|D=10|D=1|D=10|D=1|D=10|D=1|D=10
10 | 0.0298 | 0.0316 | 0.0094 | 0.0117 | 0.0294 | 0.0313 | 0.0099 | 0.0126
20 | 0.0484 | 0.0505 | 0.0491 | 0.0514 | 0.0483 | 0.0505 | 0.0493 | 0.0517
50 | 0.0338 | 0.0343 | 0.0356 | 0.0361 | 0.0339 | 0.0344 | 0.0357 | 0.0362
100 | 0.0171 | 0.0172 | 0.0182 | 0.0184 | 0.0171 | 0.0173 | 0.0183 | 0.0184
250 | 0.0139 | 0.0139 | 0.0141 | 0.0141 | 0.0139 | 0.0139 | 0.0141 | 0.0141
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7.3.1 Zerfallsprozesse

Vektor [1,1,1]7, Normalverteilung

mehrfaches Iterieren (Normalverteilung)

Z =40 Z =100
Rechteckregel | Trapezregel | Rechteckregel | Trapezregel
M| D=1|D=10|D=1D=10|D=1|D=10D=1|D=10
10 | 0.2221 | 0.2216 | 0.2048 | 0.2091 | 0.2216 | 0.2211 | 0.2047 | 0.2091
20 | 0.1570 | 0.1577 | 0.1598 | 0.1610 | 0.1570 | 0.1577 | 0.1600 | 0.1612
50 | 0.0994 | 0.0997 | 0.1013 | 0.1016 | 0.0994 | 0.0998 | 0.1013 | 0.1017
100 | 0.0982 | 0.0982 | 0.0988 | 0.0988 | 0.0982 | 0.0982 | 0.0988 | 0.0988
250 | 0.1290 | 0.1290 | 0.1299 | 0.1300 | 0.1290 | 0.1290 | 0.1299 | 0.1299
7.3 Exakte Integration durch glattende Splines

In diesem Fall werden die Fehler in den Messdaten ausschliefslich durch eine
Gleichverteilung erzeugt. Dariiber hinaus geht der Streuparameter fiir 6 =
0.1 und 6 = 0.01 in die Untersuchungen mit ein sowie die in Bemerkung 5.1
angesprochenen Skalierungsfaktoren § = % und g = %

7.3.1 Zerfallsprozesse

k=08,0=01
M =] 05-1
10 [ 0.2085 |  0.1446
20 | 0.1434 | 0.0627
50 | 0.0728 | 0.0188
100 | 0.0897 | 0.0092
250 | 0.0258 | 8.1348 - 10~*

10
20

50
100
250
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k=0.8,8 = 0.01
M 5-1[5-1
10 | 0.1308 | 0.1264
20 | 0.0704 | 0.0643
50 | 0.0309 | 0.0260
100 | 0.0202 | 0.0144
250 | 0.0105 | 0.0058

k = 0.25,8 = 0.01
M [ 5—1]5-1
10 | 0.1548 | 0.1420
20 | 0.0864 | 0.0705
50 | 0.0392 | 0.0288
100 | 0.0304 | 0.0150
250 | 0.0116 | 0.0054




7.3.2 Das Barnes-Problem

7.3.2 Das Barnes-Problem

k*=1[2,5,7",6 =0.1 k*=1[2,5,7",6 = 0.01
EES RIEE M 5=} 5=1
10 | 0.2647 | 0.2532 10 | 0.0095 [ 0.0130
20 | 0.1192 | 0.1225 20 | 0.0151 | 0.0148
50 | 0.2701 | 0.1710 50 | 0.0135 | 0.0136
100 | 0.0845 | 0.0933 100 | 0.0166 | 0.0166
250 | 0.0327 | 0.0245 250 | 0.0164 | 0.0161

Synthetisch generierte Daten fiir k* = [1,1,1]7

k*=1[1,1,1]7,6 = 0.1 k*=[1,1,1]7,5 = 0.01
MI5=115=1 MI5={15=1
10 | 0.0828 | 0.0807 10 | 0.0821 | 0.0818
20 | 0.0983 | 0.0959 20 | 0.1037 | 0.1033
50 | 0.1054 | 0.1011 50 | 0.1164 | 0.1159
100 | 0.1156 | 0.1098 100 | 0.1213 | 0.1207
250 | 0.1222 | 0.1177 250 | 0.1243 | 0.1238
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Kapitel 8

Auswertung der Ergebnisse

8.1 Methode Wikstrom

8.1.1 Zerfallsprozesse

Betrachtet man das eindimensionale Zerfallsproblem mit £* = —0.8, so stellt
man fest, dass bei einer gleichméfigen Verteilung der Messwerte um die
eigentliche Funktion y und einer Streubreite von 6 = 0.1 der relative Fehler
der Parameterschiatzung schon bei wenigen Messwerten unter 10% liegt. Bei
einer grofen Anzahl der Messwerte werden mit einer Fehlerungenauigkeit von
weniger als 0.5% hervorragende Schiatzungen erzielt, wobei die Trapezregel fiir
Messwerte M > 10 in den Regel genauere Approximationen liefert, was die
Erwartungen beziiglich der Fehleranalyse in [14] bestétigt.

Die gleichen Voraussetzungen fiir k* = —0.25 lassen keine eindeutigen Aus-
sagen iliber die Effizienz beziiglich der verwendeten Quadraturformeln treffen.
Fir M = 10 Messwerte liegt der relative Fehler bei ca. 10%, steigt anschlie-
end fast auf das Doppelte an und fallt dann rapide auf weniger als 5% ab.
Allerdings liegt der Ausreifser bei M = 250 fiir die Rechteckregel unter 1%,
jedoch ist anzumerken, dass dies wieder das Neunfache des relativen Fehlers
fiir M = 100 ist.
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8.1.1 Zerfallsprozesse

k=08, Gleichverteilung

(a) Gleichverteilung, k = 0.8

k=0.25, Gleichverteilung
T T

(b) Gleichverteilung, k = 0.25

Abbildung 8.1: Zu sehen ist der relative Fehler (Angaben in Prozent). Dabei steht
der rote Graph fiir die Rechteckregel, der griine fiir die Trapezregel.

Anders sieht es bei einer normalverteilten Streuung der Funktionswerte aus.
Mit Fehlern fiir wenige Messwerte von fast 100% bzw. 200% fiir den Parameter
k* = —0.25 ist diese Methode ginzlich ungeeignet. Zwar dezimiert sich der
relative Fehler fir &* = —0.8 und M = 250 der F,. auf ca. 40%, doch eine
gute Approximation lasst sich in diesem Fall nicht feststellen. Insgesamt sinkt
der relative Fehler fiir £* = —0.25 nicht unter 60%.

Die Methode Wikstroms auf die realen Messdaten (sieche Anhang) angewendet
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8.2 Ergebnisse des Iterationsverfahrens

ergibt einmal einen relativen Fehler von 10.49% fiir die Rechteckregel und fiir
die Trapezformel 7.87%. Die Trapezregel approximiert also fiir M=60 Mess-
werte den gesuchten Parameter k* = 0.45 besser als die Rechteckregel. Man
erkennt zudem, dass das Gaufs-Newton Verfahren fiir nichtlineare Regressions-
probleme in diesem Fall deutlich schlechter den gesuchten Parameter approxi-
miert, als der zuvor verwendete Algorithmus.

8.1.2 Barnes-Problem

Vergrofkert man nun die Dimension sowohl des Differentialgleichungssystems
als auch die des Parameters und betrachtet exemplarisch das zweidimensio-
nale Barnes-Problem, so erkennt man, dass fiir einen ,komplizierten Para-
metervektor k* = [2,5,7]7 die Rechteckregel allgemein schlechtere Resultate
liefert. Bei einer Gleichverteilung des Fehlers ist diese Methode fiir wenige Da-
ten mit einem relativen Fehler von 50% und sogar iiber 80% unter einer Nor-
malverteilung aufterhalb des verwertbaren Bereichs anzusiedeln. Fiir M = 250
Messwerte wird bei der Gleichverteilung mit der Rechteckregel ein Fehler von
ca. 5% erzielt. Dies ist mit dem Ergebnis von 0.6% unter Verwendung der
Trapezregel qualitativ nicht zu vergleichen. Probleme ergaben sich bei dieser
Quadraturformel jedoch fiir M € {20, ...,100}; hier steigt der relative Fehler
auf bis zu 30% an.

Auf normalverteilte Datenfehler angewendet liefert die Trapezregel vergleich-
bare Ergebnisse wie die Rechteckregel: Beide Resultate weisen inakzeptable
Fehler auf.

Fiir k* = [1,1,1]7 wird der Parameter bei einer Gleichverteilung des Datenfeh-
lers und steigender Anzahl der Messwerte M hingegen sehr gut ausgewertet.
Angefangen bei einem maximalem relativen Fehler von 7,5% (M = 10) sinkt
er auf 1,4% (M = 250) herab - sowohl unter Verwendung der Rechteck- als
auch der Trapezregel.

Zwar liefert der relative Fehler bei einer normalverteilten Streuung des Da-
tenfehlers fiir diesen Parametervektor bessere Resultate als fiir k* = [2,5, 7|7,
weniger als 10% sind aber auch hier nicht zu erwarten.

8.2 Ergebnisse des Iterationsverfahrens

Da die Auswertung mittels der Methode von Wikstrom bereits sehr gute
Ergebnisse gezeigt hat, wird der einfache Zerfallsprozess in diesem Fall nicht
naher betrachtet und direkt auf das mehrdimensionale Problem von Barnes
eingegangen.

Bei der Auswertung der mehrfachen Iteration sind nun zwei weitere Faktoren
zu beachten: Zum einen die Anzahl Z der zusétzlichen Zwischenstellen, zum
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8.2.1 Barnes-Problem

anderen die Anzahl D der durchgefiihrten Iterationen.

8.2.1 Barnes-Problem

Zunichst wird die Schitzung des Parametervektors k* = [2,5,7]7 mit gleich-
verteilten Messwerten betrachtet. Hier ist unter Verwendung der Rechteckregel
bereits fiir die erste Iterierte k! im Vergleich zu k(©) eine sehr gute Verringe-
rung des relativen Fehlers von ca. 51% auf 33% zu erkennen. Je hoher jedoch
die Anzahl der Messwerte wird, desto weniger zieht eine wiederholte Iterati-
on eine signifikante Verbesserung nach sich. Ausgenommen ist der untersuchte
Maximalwert M = 250: Bereits eine einfache Iteration bringt eine Verbesse-
rung von 5.69% auf 0.58%. Bemerkenswert ist die Tatsache, dass fiir M = 100
der relative Fehler 12% betrigt, fiir das zweieinhalbfache der Werte der Fehler
kleiner ist als 1%, der Parameter also sehr gut approximiert wird.

Bei der Trapezregel wird die Schitzung von k(M) schlechter im Vergleich zu
k© d.h. die zusitzlichen Iterationen bringen hier keine Verbesserung. Die
Ausnahme liegt wieder bei M = 250: hier ist eine minimale Verbesserung von
0.06% von k@ zu k™ bzw. k(10 festzustellen. Interessant ist die Tatsache, dass
die Erhohung der Zwischenstellen von Z = 40 auf Z = 100 keinen nennens-
werten Unterschied erzeugt.

Ahnlich sieht die relative Fehlerauswertung des Vergleichs von &© und &™)
bzw. k© und k% im Hinblick auf die normalverteilten Datenfehler aus. Teil-
weise werden sogar schlechtere Resultate erzielt, sodass man sagen kann, dass
das Verfahren in diesem Fall keine Nutzen in sich birgt.
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8.2.1 Barnes-Problem

(a) Gleichverteilung, Rechteckregel, Z = 40

(b) Gleichverteilung, Trapezregel, Z = 40

Abbildung 8.2: Zu sehen ist der relative Fehler (Angaben in Prozent) des Parameters
k = [2,5,7]7. Dabei steht der rote Graph fiir k© der griine fir k") und der blaue
fiir £10).

Bei Betrachtung von k* = [1,1,1]7 zeigt sich bei gleichverteiltem Zufallsrau-
schen, einer wiederholten Iteration und wenigen Messdaten wieder ein positives
Ergebnis, besonders im Hinblick auf die Rechteckregel. Auch wenn bei zuneh-
mender Anzahl an Messwerten die Approximation zunéchst leicht schlechter
wird, so ist sie insgesamt besser als die Schitzung bei k() und auch als bei
k(lO)'

Unter Verwendung der Trapezregel niitzt diese Methode lediglich etwas fiir
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8.2.1 Barnes-Problem

D = 1. Ansonsten wird fiir mehrere Messwerte der relative Fehler des ge-
schiitzten Parameters grofer fiir D >> 1. Insgesamt werden fiir £(©) durch die
Methode Wikstréms immer noch bessere Ergebnisse erzielt, sodass die Mehr-
fachiteration in diesem Fall ,yversagt".

S —

(a) Gleichverteilung, Rechteckregel, Z = 40

S —

(b) Gleichverteilung, Trapezregel, Z = 40
Abbildung 8.3: Zu sehen ist der relative Fehler (Angaben in Prozent) des Parameters

k = [1,1,1]7. Dabei steht der rote Graph fiir k(*), der griine fiir £(!) und der blaue
fiir £(10),

Unerheblich ist auch hier wieder die Anzahl der zusatzlichen Stiitzstellen Z.
Die Fehlerbetrége sind fiir Z = 40 und Z = 100 anndhernd austauschbar und
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8.2.1 Barnes-Problem

mit einem relativen Fehler zwischen 5% und 1.4% im Allgemeinen gut aus-
gewertet. Die Iterationsmethode ausgewertet auf normalverteilte Datenfehler
zeigt wie im Fall zuvor nur fiir wenige Messdaten einen Nutzen und auch nur
bei einer Wiederholung der Iteration zu k(). Bei M = 250 ist der relative Fehler
identisch mit &(© beziiglich der initialen Parameterschitzung; die hier erzielten
13% des relativen Fehlers sind im Vergleich zu dem Parameter k = [2,5,7]"
jedoch ca. 5% kleiner.

0 50 100 150 200 250

(a) Normalverteilung, Rechteckregel, Z = 40

I I I
0 50 100 150 200 250

(b) Normalverteilung, Trapezregel, Z = 40
Abbildung 8.4: Zu sehen ist der relative Fehler (Angaben in Prozent) des Parameters

k = [2,5,7]7. Dabei steht der rote Graph fiir k(©), der griine fiir £(!) und der blaue
fiir £(10),
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8.3.1 Zerfallsprozesse

I I I
0 50 100 150 200 20

(a) Normalverteilung, Rechteckregel, Z = 40

an- —

5 —

I I I
0 50 100 150 200 20

(b) Normalverteilung, Trapezregel, Z = 40

Abbildung 8.5: Zu sehen ist der relative Fehler (Angaben in Prozent) des Parameters
k = [1,1,1]7. Dabei steht der rote Graph fiir k@ der griine fir k") und der blaue
fiir £10).

8.3 Glattende Splines

8.3.1 Zerfallsprozesse

Fiir einen einfachen Zerfallsprozess mit Parameter k* = —0.8 und gleichver-
teiltem Maximalfehler 6 = 0.1 ist der relative Parameterfehler beziiglich des
Skalierungsfaktors f = % mit ca. 20% signifikant grofer als fiir § = % mit 15%.
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8.3.2 Barnes-Problem

Wihrend im letztgenannten Fall schon fiir M = 50 der relative Fehler bei 2%
liegt, sind fiir die gleiche Anzahl M und § = % noch 9% Fehlerbandbreite zu
erkennen. Die numerischen Experimente zeigen, dass bei einem ([ = % eine
bestmogliche Approximation der Funktionswerte erzielt wird.

Interessant ist, dass fiir 6 = 0.1 gerade bei vielen Messdaten eine Verschlech-
terung des zuvor abgeschitzten relativen Fehlers zu erkennen ist und zwar so-
wohl fiir £* = —0.8 als auch fiir £* = —0.25. Dieses Phénomen ist fiir 6 = 0.01
augenscheinlich nicht zu erkennen.

Wihrend die Auswertung beider Parameter £* = —0.8 und k* = —0.25 fiir
wenige Messdaten und § = % mit einem relativen Fehler zwischen 14% und
21% relativ hoch ist, wird im Vergleich dazu bei 8 = % die Bandbreite mit
ca. 6% — 18% niedriger begonnen. Fiir groke M wird der Fehler kleiner als
1%, bleibt dennoch insgesamt schlechter als der nach der Wikstrom-Methode
gemessene Wert. Auch eine Verkleinerung der Streubreite zu § = 0.01 zeigt
zwar bedingt Verbesserungen, diese sind jedoch nicht weiter beachtenswert.
Insgesamt kann man fiir das eindimensionale Problem behaupten, dass das Ver-
fahren sehr sensibel auf Variation der Skalierungsparameter reagiert. Dagegen
zeigt eine Streuung der Daten innerhalb gewisser Grenzen eher einen geringen
Effekt, was vermutlich auf die glattende Wirkung der numerischen Integration
zuriickzufiihren ist.

Die numerischen Experimente zeigen, dass ein kompletter Verzicht auf den
Skalierungsfaktor (d.h. § = 1) schlechte Resultate liefert. Die Annahme, dass
der maximale Fehler in jedem Datenpunkt angenommen wird, scheint zu pessi-
mistisch und entsprechend erfolgt im Verfahren eine Uberregularisierung, d.h.
der ,,Regularisierungsparameter wird zu hoch angesetzt.

8.3.2 Barnes-Problem

Im zweidimensionalen Fall fiir k* = [2,5,7]7 kann man bis auf M = 10 beob-
achten, dass die Methode fiir beide Skalierungsfaktoren besser funktioniert als
die Methode Wikstroms.

Fiir k* = [1,1,1]7 hingegen ist der Fehler fiir zunehmende Anzahl an Mess-
werten nach oben hin ansteigend, was fiir beide verwendete Streu- und Ska-
lierungsfaktoren in diesem Fall eine relative Fehlerbandbreite von 8% — 12%
ausmacht, also insgesamt etwa 10% schlechter auswertet, als der Algorithmus
Wikstroms.
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8.3.2 Barnes-Problem

1
) 50 100 150 200 260

k=025

Abbildung 8.6: Zu sehen ist der relative Fehler (Angaben in Prozent) des Parameters
eines Zerfallsprozesses fiir § = 0.1. Im oberen Bild erfolgte die Auswertung fiir k =
0.8, im unteren fiir £k = 0.25. Der rote Graph steht fiir den Skalierungsfaktor 5 = %,
der griine fiir § = %

k=[257]"

1) 50 100 160 200 260

k=011

Abbildung 8.7: Zu sehen ist der relative Fehler (Angaben in Prozent) des Parameters
des Barnesproblems fiir § = 0.1. Im oberen Bild erfolgte die Auswertung fiir &k =
[2,5,7]7, im unteren fiir & = [1, 1, 1]”. Der rote Graph steht fiir den Skalierungsfaktor

b= %, der griine fiir g = %
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Kapitel 9

Fazit und Ausblick

Abschliefsend ldsst sich nach der experimentellen Analyse der Algorithmen
festhalten, dass fiir das eindimensionale Problem eines Zerfallsprozesses die
Methode Wikstroms am effektivsten den gesuchten Parameter abschétzt, so-
fern die auf die Messwerte aufaddierten Fehler gleichverteilt sind. Der gleiche
Algorithmus liefert bei einer Normalverteilung des Rauschens schlechtere Er-
gebnisse. Ein Grund konnte darin liegen, dass der Algorithmus sehr sensibel
auf Ausreifser reagiert.

Obwohl bei der Durchfiihrung des Gauf-Newton Verfahrens die exakte Losung
der Differentialgleichung bekannt ist, liefert es eine schlechtere Approximation
des Parameters k als die Wikstrom-Methode. Dieses Resultat zeigt die gute
Verwertbarkeit der letztgenannten Methode beziiglich dieser Art von Anfangs-
wertproblemen.

Bei der Barnes-Funktion spielt der zu approximierende Parameter eine weitaus
grofere Rolle: Fiir gleichverteilte Fehler in den Eingabedaten ist fiir den Pa-
rameter k* = [2,5,7]7 die Wikstrém-Methode mit 10 bis 50 Messdaten in der
Praxis nicht verwertbar, da mit einer Fehlerbandbreite von 30% bis 50% ge-
rechnet werden muss. Dahingegen zeigt sich fiir k* = [1,1,1] eine sehr gute
Auswertung mit maximalem relativen Fehler F,, = 7.24%, der auf ca. 1%
sinkt, wenn die Anzahl M der Messwerte erhoht wird. Der kleinste relative
Fehler fiir k* = [2,5,7]7 betriigt unter der Annahme einer normalverteilten
Streuung der Daten ca. 17%, fiir k* = [1,1,1]7 etwa 10%. Fiir diesen Rausch-
typ lésst sich die Tendenz festhalten, dass mit zunehmender Grofe M der
Parametervektor besser approximiert wird. Die Auswertung des relativen Feh-
lers bleibt jedoch im Vergleich zu den bereits gewonnenen Ergebnissen einer
Gleichverteilung eher schlecht.

Insgesamt zeichnet sich ab, dass die Anwendung der Trapezregel ab 20 Mess-
werten die kleineren Abweichungen an den Originalparameter liefert. Diese
Beobachtung deckt sich mit der theoretischen Fehleranalyse in den Arbeiten
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9 Fazit und Ausblick

von [14].

Zumindest in den numerischen Experimenten dieser Arbeit setzt sich die Uber-
legenheit der Trapezregel in der mehrmaligen Iteration nicht zwangléufig fort:
Nur fiir M = 10 wertet die Trapezregel noch besser aus als die Rechteckregel,
fiir grokere M werden die relativen Fehlerbetrige der Trapezregel schlechter.
Wie schon erwahnt birgt eine hohere Anzahl Z an zusétzlichen Funktionswer-
ten keine Vorteile in sich: Mit Z = 40 Zwischenstellen auf jedem Intervall
werden Resultate erzielt, die denen fiir Z = 100 in etwa entsprechen.
Offensichtlich bringt eine zusétzliche Iteration nur dann etwas, wenn wirklich
sehr wenige Messwerte vorliegen, denn schon ab M = 20 ist auch die Veran-
derung von kM zu k1% nur noch auf den Nachkommastellen sichtbar. Da in
der Realitdt mitunter nur wenige oder unvollstindige Daten erhoben werden
konnen, ermoglicht die vorgestellte Iterationsmethode eine Verbesserung der
Resultate im Vergleich zum urspriinglichen Wikstréom-Verfahren.

Die relative Fehlerauswertung bei der Iterationsmethode fiir eine normalver-
teilte Fehlerstreuung auf die exakten Werte einer Funktion y zeigt im Vergleich
zu k© keine signifikante Verbesserung.

Der dritte Algorithmus der Integration mittels gldttenden Splines, in dem
gleichverteilte Messfehler betrachtet werden, offenbart im eindimensionalen
Problem im Vergleich zur Methode Wikstroms fiir lediglich 10 bis 50 Mess-
werte zwar eine schlechtere Approximation des Parameters, allerdings sind die
relativen Fehler fiir viele Messwerte vergleichbar und teilweise sogar besser.
In der Analyse des zweidimensionalen Barnes-Problems wird der ,komplizier-
te Parameter fiir k = [2,5,7]7 mit dem Splineansatz besser bestimmt, als mit
der entsprechenden Wikstrom-Methode: Die relativen Fehler unter Verwen-
dung der Rechteckregel sind in diesem Fall grundséatzlich besser ausgewertet;
fiir die Trapezregel gilt dies nur bedingt.

Dahingegen ist bei der ,einfachen“ Barnes-Funktion mit k* = [1,1,1]7 ein
ausschlieklich negativer Effekt zu beobachten: Der relative Fehler wéchst mit
steigender Zahl M an Messwerten. Zwar sind 12% je nach Fragestellung noch
vertretbar, denn in den vorangehenden Algorithmen treten weitaus grofere
Fehler auf. Dennoch muss man sagen, dass die Methode den numerischen Auf-
wand in diesem Fall nicht rechtfertigt.

Interessant ist in diesem Algorithmus, dass eine Verkleinerung der Streubreite
0 nicht unbedingt impliziert, dass die Approximation des Parameters genauer
wird. Die numerischen Experimente haben gezeigt, dass die Qualitdt der Re-
sultate stark von dem in Kapitel 5.1 eingefiihrten Skalierungsfaktor 5 abhéngt.
In der Regel gewinnt man fiir g = % eine genauere Approximationen als fiir
g=3.

Ledigglich beim Barnes-Problem fiir k* = [2,5,7]7 ist bei einer Reduktion von
0 eine deutliche Verbesserung der Approximationsgiite zu erkennen.
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9 Fazit und Ausblick

Zusammenfassend ist hervorzuheben, dass die Methode Wikstroms in der
Mehrheit der untersuchten Funktionen gute Resultate beziiglich der Para-
meterschatzung liefert. Fiir sehr wenige Messwerte sollten einige Iterationen
durchgefiihrt werden; zu viele Iterationen ziehen jedoch wieder eine Verschlech-
terung des abgeschéatzten Parameters nach sich. Eine Normalverteilung der
fehlerhaften Messdaten bewirkt eine allgemein relativ schlechte Schétzung des
Parameters. Fiir den Ansatz der glattenden Splines ist die Fehlerannahme nicht
ohne Weiteres umsetzbar. Die exakte Integration iiber die glattenden Splines
16st erst bei komplizierteren Differentialgleichungssystemen und einer hohen
Zahl an zur Verfliigung stehenden Messwerten einen positiven Effekt aus. Ist
man an einem schnellen Algorithmus interessiert und steht eine Vielzahl an
Messwerten zur Verfiigung, so sollte im Allgemeinen jedoch eher auf die Me-
thode Wikstroms zuriickgegriffen werden, da keine nennenswerte Verbesserung
mehr erzielt werden kann.

Fiir zukiinftige Forschungsansétze beziiglich dieser Thematik kénnte man un-
tersuchen, was passiert, wenn die Messdaten nicht dquidistant verteilt sind be-
ziehungsweise wenn Messdaten fehlen. Dariiber hinaus konnte man eine weitere
Quadraturformel wie etwa die Simpsonregel implementieren und untersuchen,
wie die Methode Wikstréms anschliefend funktioniert bzw. ob eine wieder-
holte Iteration weitere Verbesserungen bewirkt. Zudem wiére es interessant
zu erfahren, ob bei steifen Differentialgleichungssystemen die hier vorgestell-
ten Algorithmen moglicherweise Vorteile gegeniiber der Standardmethode mit
sich bringen.

Im Zuge der gldttenden Splines sollte die Wirkung des Skalierungsfaktors noch
intensiver analysiert werden, um Uberregularisierungen zu vermeiden.

Weder in den Publikationen von Wikstrom noch in dieser Arbeit wurde un-
tersucht, wie sich eine Gewichtung bei der Summe der Fehlerquadrate auf die
Parameterbestimmung auswirkt. Denkbar ist es zum Beispiel statt des abso-
luten Fehlers ||y; — ¢:||5 den relativen Fehler

~ 112
||y¢—yi||2
~ 112
Hyin

Zu minimieren.
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Experimentell erhobene Daten eir@sesium-137/Barium-137m-Zerfalls.

Zeit (9) M essdaten Zeit (9) M essdaten Zeit (9) M essdaten
20 1174 420 209 820 49
40 1095 440 209 840 36
60 1101 460 169 860 39
80 917 480 159 880 22
100 874 500 181 900 24
120 775 520 132 920 28
140 783 540 117 940 32
160 633 560 116 960 22
180 578 580 84 980 25
200 565 600 111 1000 20
220 456 620 106 1020 19
240 456 640 86 1040 14
260 437 660 69 1060 18
280 390 680 71 1080 28
300 374 700 59 1100 20
320 305 720 66 1120 22
340 299 740 44 1140 16
360 284 760 45 1160 18
380 257 780 47 1180 19
400 215 800 57 1200 11

Quelle:http://www.buetzer.info/fileadmin/pb/pdf-Dateien/B&87m. pdf
(zuletzt eingesehen: 29.07.2010)

Fir diese Messungen wurde der ,Vernier Radiatiomitdo‘ verwendet. Die Messdauer pro
Probe betragt 20 Sekunden, die gesamte Messdab@SEkunden.
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