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Einleitung

In den letzten Jahren hat die Forschungsrichtung Compressed Sensing die Theorie
der Datenakquisition und Rekonstruktion in der Signal- und Bildverarbeitung stark
beeinflusst. Compressed Sensing ist eine Methode zur Erfassung und Wiederherstel-
lung von diinn besetzten (sparsen) oder komprimierbaren Signalen. Das zugrunde
liegende Prinzip beruht auf dem Wissen der Sparsity bzw. Komprimierbarkeit der
Signalen, welches in den Rekonstruktionsprozess integriert wird. Dadurch kann die
Abtastrate bei der Datenerfassung im Vergleich zu den klassischen Verfahren deut-
lich gesenkt werden.

Der Ursprung einiger Ansétze, wie beispielsweise die [1-Minimierung, liegen bereits
rund 40 Jahre zuriick. Das eigentliche Forschungsgebiet Compressed Sensing ent-
stand 2004, als Candes, Romberg, Tao und unabhéingig davon Donoho mit ihren
Arbeiten [3] und [12] den Grundstein fiir die mathematische Theorie des Compres-
sed Sensing legten. Seitdem hat sich der Anwendungsbereich enorm erweitert und es
wird stéindig nach neuen Ubertragungsmoglichkeiten gesucht. Unter anderem wird
Compressed Sensing bereits erfolgreich in der Magnetresonanztomographie einge-
setzt, um die Untersuchungsdauer zu verkiirzen.

Die vorliegende Arbeit behandelt das Anwendungsgebiet Computertomographie. Die
Computertomographie (CT) ist ein bildgebendes Verfahren, bei dem Réntgenauf-
nahmen von einem Untersuchungsobjekt aus verschiedenen Richtungen gemacht wer-
den und das Objekt anschliefend rechnergestiitzt rekonstruiert wird. Da Réntgen-
strahlen langfristig gesundheitsschédlich sein kdnnen, ist es sinnvoll zu erforschen,
welche Moglichkeiten es gibt, die Strahlendosis bei der medizinischen Untersuchung
zu reduzieren, ohne dass die Bildqualitéit darunter leidet. Ein vielversprechender An-
satz ist die Verringerung der Aufnahmewinkel. In diesem Fall werden jedoch nicht
geniigend Projektionsdaten erfasst, um mit herkémmlichen Methoden, wie der ge-
filterten Riickprojektion ein CT-Bild mit verniinftiger Qualitdt rekonstruieren zu
konnen. An dieser Stelle kommt die Idee des Compressed Sensing ins Spiel.

Die ersten drei Kapitel dieser Arbeit bilden die Grundlage fiir die Modellentwicklung
in Kapitel 4. Zu Beginn werden allgemeine mathematische Grundlagen behandelt.
Im zweiten Kapitel wird dann auf das Prinzip des Compressed Sensing eingegangen.
Dabei werden grundlegende Begriffe, wie etwa Sparsity und Incoherence, definiert
und das zu lsende Problem formuliert. Auflerdem werden die Bedingungen fiir eine
erfolgreiche Rekonstruktion vorgestellt und die wichtigsten Ergebnisse aufgezeigt.
Kapitel 3 liefert einen Uberblick iiber die mathematischen Aspekte der Computer-
tomographie, wobei die Radon-Transformation eine zentrale Rolle spielt. Aufler-
dem werden die iiblicherweise angewendeten CT-Bildrekonstruktionsalgorithmen,
die spéater in den Experimenten als Vergleich dienen, vorgestellt.



In Kapitel 4 wird die Anwendung von Compressed Sensing in der sparse-view Com-
putertomographie hergeleitet. Unter der CT-Bildrekonstruktion, basierend auf Com-
pressed Sensing, wird die Rekonstruktion sparser Bilder durch Losen eines Minimie-
rungsproblems verstanden. Fiir das sparse-view Szenario wurden bereits verschiede-
ne Losungsalgorithmen entwickelt. Beispielsweise sind Methoden, die auf der TV-
Minimierung basieren, wie in [28], sehr vielversprechend, da die Gradientenbilder
tomographischer Bilder héufig komprimierbar sind. Bei diesen Verfahren wird die
Totalvariation des Bildes beziiglich der Bedingung minimiert, dass die Differenz der
geschitzten Projektionsdaten und der gemessenen Daten eine vorgegebene Fehlerto-
leranz nicht iiberschreitet. Ein positiver Effekt dieser Vorgehensweise ist, dass hohe
rdumliche Frequenzanteile, wie beispielsweise Streifenartefakte und Rauschen, im re-
konstruierten Bild unterdriickt werden. Ein Nachteil der TV-basierten Compressed
Sensing Methoden ist allerdings, dass der Gradient unabhéngig von den zugrunde
liegenden Bildstrukturen minimiert wird. Dadurch kénnen bei der Rekonstruktion
kontrastarme Bereiche verloren gehen. Um dieses Problem zu beheben wird in Ka-
pitel 4 in Anlehnung an die Arbeit [31] ein verbessertes Verfahren vorgeschlagen, bei
dem eine Kombination aus TV- und Wavelet-Minimierung zum Einsatz kommt.

Im letzten Kapitel wird der zuvor entwickelte Algorithmus mit Hilfe von Matlab
getestet und bewertet. Dazu werden verschiedene Szenarien betrachtet und die neue
Methode wird mit bekannten CT-Bildrekonstruktionsverfahren, wie der gefilterten
Riickprojektion oder der algebraischen Rekonstruktionstechnik, verglichen. Aufler-
dem werden die theoretischen Erkenntnisse in Hinblick auf ihre praktische Anwen-
dung kritisch hinterfragt.









Kapitel 1

Mathematische Grundlagen

Zu Beginn werden einige grundlegende Begriffe eingefiihrt, die in den folgenden

Kapiteln verwendet werden.

1.1 Allgemeine mathematische Grundlagen

Definition 1.1.1. Sei V ein R-Vektorraum. Eine Norm auf V ist eine Abbildung
-V —[0,00), 2 [z

mit den folgenden Eigenschaften:

i) |z]| =0 <= z=0, VzeV (Definitheit)
(ii) [zl = [Alflz]], YVzeV,VAeR (Homogenitét)
(iii) lz+yl < |zll+lyll, Vz, yeV (Dreiecksungleichung)

Bemerkung. Eine Seminorm ist eine Abbildung, die die Homogenitétseigenschaft
und die Dreiecksungleichung erfiillt.

Bemerkung. Die Abbildung
lp: RY — [0, 00)

ist fiir einen Vektor 2 € RN und 0 < p < oo definiert durch

N 1
p
fell = ((Ylei) "
i=1
1) Fir 1 < p < oo ist die obige Abbildung eine Norm, die I,,-Norm.

2) Fir 0 < p < 1 ist die obige Abbildung nur eine sogenannte Quasinorm, da die
Dreiecksungleichung nicht erfiillt ist.

Definition 1.1.2. Ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung
(,):VxV =R

mit den Eigenschaften:



(x,z) > und  (r,z) =0 <= =0, VzeV
(ii) (z,y) = (y,z), Va,yeV
(

(il)) (Az1 + pxe,y) = Mo, y) + pl@2,y)

(z, Ay1 + py2) = M, y1) + plx,y2), Vo, 21,22,9,91,02 €V, VA, neR

Satz 1.1.3. (Cauchy-Schwarz) Ist (-, -) ein Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum
V', so gilt:
(o, 9)* < (z,2) (y.y), VayeV.

Es gilt Gleichheit genau dann, wenn z und y linear abhéngig sind.

Bemerkung. Durch
2]l = v/ {z, z)

wird eine Norm auf V definiert.

Definition 1.1.4. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber R mit Skalar-
produkt (-, ).

(i) Die Vektoren v,w € V sind orthogonal, falls (v, w) = 0.

(ii) Ein Orthonormalsystem ist eine Familie {uy,...,uny}, u; € V, wobei die Ba-
siselemente normiert und paarweise orthogonal sind, das heifit

1, fliri=j,

i Uj) = O =
(i, ug) = 0 {0, fiir i 2 .

Bemerkung. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber R mit Orthonormal-
system {u1,...,un}. Dann ist fir v € V

N
v = E vy, mit v; = (v, u;),
i=1

denn
N

N
(v,u;) = <Zvjuj,ui> = Z (uj, uj)vj = Zél]v] = v;.
j=1

J=1

Definition 1.1.5. Eine Teilmenge M eines linearen Raumes X heifit konwvez, falls
fir alle z,y € M und fiir alle A € [0, 1] gilt:

Ar+ (1— ANy e M.

Definition 1.1.6. Sei M C RY eine konvexe Menge. Eine Funktion f: M — R
heifit konvez, falls

FOz+1=Ny) <A@+ 1 =Nfly) Ya,yeM, VArelo1]

Definition 1.1.7. Es seien X und Y zwei Vektorrdume. Eine Abbildung
A: X — Y heifit linearer Operator, falls gilt:
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1.2 GRUNDLAGEN DER OPTIMIERUNG

(i) ANF) = MA(f), VAeER

(ii) A(f+g)=A(f)+Alg), V/[fgeX.
Definition 1.1.8. Es sei A: X — Y ein linearer, stetiger Operator und X, Y
Hilbertraume. Gilt
(Af.9)y =(f, A"g)x, VfEX, VgeY
dann ist A* der zu A adjungierte Operator. Fiir X = RM, Y = R™ ist A* = A" und
(Af)Tg=fTATg.
Definition 1.1.9. Die Funktion f: RV — R sei in einer Umgebung der Stelle

x = (x1,...,zyN) definiert. Existiert der Grenzwert

of .. flx+he)— f(x)
B, (%) = Jimmy h

I

so wird dieser als partielle Ableitung der Funktion f nach x; an der Stelle x bezeich-
net.

Definition 1.1.10. Der Gradient einer nach allen z; (i = 1, ..., N) partiell differen-
zierbaren Funktion f: RY — R an der Stelle z € RY ist definiert als Spaltenvektor
der partiellen Ableitungen

of of T

Vf(l'l,...,.%'N) = (a—xl(:cl,...,xN),...,%(xl,...,xN)) .

Bemerkung. Der Gradient einer Funktion f zeigt in die Richtung des steilsten
Abstiegs von f und ||V f(z)|| misst die GroBe des Abstiegs.

Bemerkung. Eine Funktion J € C(RY) ist richtungsdifferenzierbar im Punkt x €
RN, wenn fiir alle ¢ € RV der Grenzwert

2e(0) = ﬁJ(x + 1E)ym = lim (z + tﬁt) (z)

existiert. Ist J partiell differenzierbar in alle Richtungen &, dann gilt

%J(x +t6) im0 = (VJ(x)) "€ VEeRY. (1.1)

1.2 Grundlagen der Optimierung

Der folgende Abschnitt ist angelehnt an das Skript zur Vorlesung Optimierung von
Prof. Dr. A. K. Louis, vgl. [22]. In den folgenden Kapiteln werden Optimierungs-
probleme eine wichtige Rolle spielen. Deshalb zunéchst eine allgemeine Definition:

Definition 1.2.1. Gegeben seien eine Menge M C X und eine Funktion f: X — R.
Die mathematische Formulierung eines allgemeinen Optimierungsproblems lautet:

Minimiere fin M, das heiit gesucht ist ein x* € M, so dass fiir alle x € M gilt:
f@®) < f(=).
Die Funktion f wird als Zielfunktion bezeichnet und M ist die Menge der zuldssigen

Punkte. Gilt M C X, dann wird von einem restringierten Problem gesprochen. Fiir
M = X liegt ein unrestringiertes Problem vor.

11



1.2.1 Lineare Optimierung

Es wird von einem linearen Optimierungsproblem gesprochen, wenn sowohl die Ziel-
funktion als auch alle Nebenbedingungen lineare Funktionen sind. Eine allgemeine
lineare Optimierungsaufgabe ist also von der Form

min ¢'z in M,

wobei M C RY ein Polyeder ist. Ublicherweise wird ein lineares Optimierungspro-
blem in eine der beiden folgenden Normalformen iiberfiihrt.

Definition 1.2.2. Es seien A € R™*" cine Matrix mit Rang m, wobei m < N ist
und b € R™, ¢ € RN, Dann ist

(i) die kanonische Form einer linearen Optimierungsaufgabe definiert durch

Minimiere f(z) =c¢'z in M = {z € RN | Az = b, 2 > 0}.

(ii) die Standardform einer linearen Optimierungsaufgabe definiert durch

Minimiere f(z) =c¢'z in M = {x € RV | Az > b, > 0}.

Bemerkung. Alle linearen Optimierungsaufgaben lassen sich auf die kanonische
Form (und auch auf die Standardform) zuriickfiihren.

Fiir lineare Optimierungsprobleme gibt es verschiedene Verfahren, die auch grofle
Probleme effizient l6sen. Die zwei bekanntesten Methoden zum Losen linearer Pro-
bleme sind zum einen das Simplexverfahren und seine Erweiterungen und zum an-
deren die Innere-Punkte-Methode.

1.2.2 Unrestringierte nichtlineare Optimierung

Ein unrestringiertes nichtlineares Optimierungsproblem wird wie folgt formuliert

min f(x) beziiglich z € RY,

wobei f eine nichtlineare Funktion f: RN — R ist.

Gradientenverfahren

Gradientenverfahren sind eine Moglichkeit unrestringierte nichtlineare Optimierungs-
probleme zu l6sen. Eine spezielle Form davon wird hier erldutert und in Kapitel 4
eingesetzt.

Die Idee des Verfahrens ist, dass iterativ eine Folge von Vektoren

" = ok ¢ o dF
konstruiert wird mit dem Ziel, dass
f@F) < f(2*) und  Vf(2*) — 0 fiir E — oo.

Dabei wird zuniichst eine Abstiegsrichtung d* bestimmt und anschlieBend die Schritt-
weite oy, die angibt wie weit in diese Richtung gegangen wird.

12



1.2 GRUNDLAGEN DER OPTIMIERUNG

Satz 1.2.3. Sei f € CY(RV), 2 € RY und d € RV mit
Vf(z)'d<o.
Dann heiit der Vektor d € RV Abstiegsrichtung fiir f in 2 und es gibt ein @ > 0 mit
flx+0d) < f(x) fiir alle o € (0,0).

Beweis. Definiere g € C*(R) durch g(o) := f(x +od). Die Taylorreihenentwicklung
von g lautet

9(o) = g(0) + o4'(0) + (o),

wobei @ — 0 fiir 0 \( 0. Umformen und die Division durch ¢ > 0 ergibt

= Vf(z) d+ 7@

Wegen o) 0 fiir o N\, 0 und f(x)"d < 0 existiert ein 7, so dass

9(o) —9(0)

g

Aus g(0) = f(z) folgt dann die Behauptung. O

<0 fiir alle o € (0,5).

Definition 1.2.4. Sei f € C1(RY), 2 € RY und d € RY Abstiegsrichtung fiir f in
x. Die Schrittweite o erfiillt das Prinzip des hinreichenden Abstiegs in (z,d), falls

f(z+0d) < f(x) +c1oVf(x)'d

und
Vf(x)Td
I3

gilt, mit ¢, co > 0 unabhéngig von = und d.

JZ—CQ

Die erste Bedingung sorgt dafiir, dass die Funktionswerte fallen. Die Zweite verhin-
dert zu kleine Schrittweiten.

Definition 1.2.5. Sei f € C*(RY), z¥ € RY die aktuelle Iterierte und d* € RY die
Abstiegsrichtung fiir f in 2. Dann erfiillt die Schrittweite o die Armijo-Bedingung,
falls

f(@F + odb) < f(aF) + coVf(F) T dF

unabhéngig von der Konstante ¢ € (0, 1).

Verfahren zur Bestimmung der Schrittweite werden als line-search Verfahren be-
zeichnet. Die Schrittweitenstrategie, die hier verwendet wird, ist die backtracking
line-search Methode. Dabei wird zuerst von einer beliebigen Schrittweite o > 0 aus-

gegangen und die Armijo-Bedingung iiberpriift. Ist die Bedingung nicht erfiillt, wird
die Schrittweite mit einem Parameter n € (0,1) solange verkleinert

g =no,

13



bis ein hinreichender Abstieg erreicht wird.

Beim herkémmlichen Gradientenverfahren wird als Richtung in jeder Iteration d* =
—V f(z*) gewihlt. Fiir hochdimensionale Probleme, wie das in Kapitel 4, sind kon-
jugierte Gradientenverfahren besser geeignet. Bei diesen Verfahren werden durch
einen Korrekturterm zuséatzlich Informationen aus dem vorherigen Iterationsschritt
mit einbezogen

d’ = -V f(°)
A" = V(%) + Brd®.
Im Laufe der Jahre wurden in der Literatur verschiedene Vorschlége fiir die Wahl von
Br gemacht. Einen guten Uberblick dariiber verschafft [16]. In dieser Arbeit wird eine
Mischform benutzt, die in [10] vorgeschlagen wird und sich aus ﬁf S vorgeschlagen

von Hestenes und Stiefel in [18], und B2, vorgeschlagen von Dai und Yuan in [9],
zusammensetzt. Fiir yy, = Vf(2¥1) — Vf(2F) ist in diesem Fall

VIR T HVf(:I?k“)H%}}
(dk)T,U/k ? (dk)'l'luk '

Bk+1 = max {O, min {

Insgesamt liefert das:

Algorithmus 1: Konjugiertes Gradientenverfahren mit backtracking line-
search

%Initialisierung

Wiihle einen Startpunkt 20 € R, eine Startschrittweite o, d® = —V f ()
und setze k = 0.

%Iterationen

1. Berechnung von f(z*) und V f(z*). Ist ||V f(z¥)||2 klein genug, dann stopp.
2. Schrittweitenbestimmung mittels backtracking line-search.

3. Setze zFt1 = 2F + odF.

4. Bestimmung der neuen Abstiegsrichtung.

5. Setze k =k + 1 und wieder zu (1).

1.3 Sampling Theorie

Ein Signal ist im mathematischen Sinne eine Funktion einer Variablen. Analog ent-
spricht ein Bild einer Funktion mit zwei Variablen. Dabei wird zwischen kontinuier-
lichen und diskreten Signalen beziehungsweise Bildern unterschieden. In praktischen
Anwendungen kénnen kontinuierliche Signale und Bilder oft nicht vollstindig erfasst
werden. In diesen Fillen wird die entsprechende diskrete Funktion durch Abtasten
der kontinuierlichen Funktion gewonnen. Die anschlieende Rekonstruktion der kon-
tinuierlichen Funktion aus dem diskreten Messdatensatz spielt eine wichtige Rolle
in vielen wissenschaftlichen und technischen Anwendungen.
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1.3 SAMPLING THEORIE

Definition 1.3.1. Fiir eine Funktion f € Li(R"Y) oder f € S(RY) ist die Fourier-
Transformierte F f definiert als

(FF)(E) = F(€) = (2m) N2 / f() exp(—iz"€) de.
RN
Satz 1.3.2. Die Abbildung f: S(RY) — S(RY) ist bijektiv und es ist
(Fg)(6) = F(6) = (2m) N2 / 9(€) explizT€) de.
RN

Definition 1.3.3. Seien f € L1(RY), g € Ly(RY) oder f € Lo(RY), g € Li(RY).
Die Faltung von f und g ist definiert als

(f*g)(x) = / f(x — 1)g(y) dy.
RN

Satz 1.3.4. (Faltungssatz) Die Faltung zweier Funktionen kann als Produkt ihrer
Fourier-Transformierten ausgedriickt werden

(fx9)~ =@M f 4.
Definition 1.3.5. Eine Funktion f € Ly (RY) heifit b-bandbeschrinkt, wenn gilt

f(&) =0 fiir alle € ¢ [—b, ).
Derzeit beruhen viele Abtasttechniken auf dem Shannon’schen Abtasttheorem.

Satz 1.3.6. (Shannon’sches Abtasttheorem) Die Funktion f sei b-bandbe-
schrinkt und die Schrittweite h < 7. Dann ist f eindeutig bestimmt durch die
Werte f(hl), mit [ € ZV. In Ly(RY) kann f dargestellt werden als

f@) =" f(nl) sinc(%(az — hl)).

lezN

Der Satz besagt, dass das Ursprungssignal exakt wiederhergestellt werden kann,
wenn die Abtastrate, das heifit der Abstand zwischen zwei Messpunkten, mindestens
doppelt so hoch ist wie die hochste auftretende Frequenz.

Bemerkung.
1) Die Forderung h < 7 wird als Nyquist-Bedingung bezeichnet.

2) Fiir h > 7 ist die Abtastfrequenz zu gering (Unterabtastung) und es kommt zur
Uberschneidung benachbarter Terme. In diesem Fall treten bei der Rekonstruk-
tion Aliasing-Effekte auf.
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1.4 Wavelet-Transformation

Im mathematischen Sinne wird unter einer Transformation ein Basiswechsel verstan-
den. Dabei wird eine Funktion von Interesse in einer anderen Basis dargestellt, mit
der Absicht, dass sich gesuchte Informationen anhand der transformierten Funktion
leichter ablesen lassen.

Bei der Wavelet-Transformation werden die Daten (Signal bzw. Bild) in Bezug auf
Ort und Frequenz zerlegt. Dazu werden rdumlich begrenzte Wavelets (kleine Wellen)
verwendet. Wavelets sind ein vielfdltiges Werkzeug in der Signal- und Bildverarbei-
tung. Die fiir die praktische Anwendung relevante diskrete Wavelet-Transformation
wird beispielsweise bei der Bildkompression (JPEG 2000) und Bildanalyse (Rausch-
reduktion oder Mustererkennung) eingesetzt. Im folgenden Abschnitt werden die
grundlegenden Aspekte der Wavelet-Transformation aufgezeigt. Die Einfiihrung der
Wavelets und die kontinuierliche Wavelet-Transformation orientiert sich an dem
Buch Wawvelets von Louis et al. [21]. Die diskrete Transformation ist angelehnt an
die Vorlesung Image Processing and Computer Vision von Prof. Weickert [30].

1.4.1 Wavelets und kontinuierliche Wavelet-Transformation

Die Wavelet-Transformation schreibt keine spezielle Basis vor. Ausgehend von einer
beinahe beliebig wihlbaren Funktion ¥, Mutter-Wavelet genannt, wird eine Menge
von Basisfunktionen erzeugt. Diese sogenannten Tochter-Wavelets entstehen durch
Verschieben und Skalieren der Mutter-Wavelet

t—>b
V) (®) = o] 20(==), aeR\{0}, beR
und werden bei der Transformation eingesetzt.

Definition 1.4.1. [21, Def. 1.1.1] Eine Funktion ¥ € Ly(R), welche die Zuléssig-
keitsbedingung

\i, 2
0<c\p::27r/|(w)’dw<oo
J el

erfiillt, heifit Wavelet. Fiir eine Funktion f € Lo(R) ist die Wavelet- Transformierte
zum Wavelet U durch den Ausdruck

w@f(a,b)—\/%myU?/f(t)q/(t;b)dt, 4 €R\{0}, beR,
R

definiert.

Bemerkung. [21, Kapitel 1.1]

1) Abhéngig von der Lokalisierung im Ortsraum durch den Verschiebungsparameter
b, besitzen Wavelets mittels a eine entsprechende Lokalisierung im Frequenzraum.
Dadurch kann die Funktion innerhalb eines ortlich beschrankten Bereichs um b
in ihre Frequenzanteile zerlegt werden. Anschaulich bewegt der Parameter b das
Wavelet so, dass in Wy f(a, b) lokale Informationen von f um ¢ = b enthalten
sind. Dabei gibt der Skalierungsparameter a die Gréfie des Einflussbereiches vor.
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1.4 WAVELET-TRANSFORMATION

2) Aus der Zulidssigkeitsbedingung an ¥ kann eine notwendige Bedingung an ein
Wavelet abgeleitet werden. Nach dem Satz von Riemann-Lebesgue ist die Fourier-
Transformierte ¥ eines Wavelets U € L;(R) stetig in R. Da 1/|w| nicht in L;(R)
liegt folgt

0=0(0) = (277)—1/2/\1;(75) dt, (1.2)
R
das heifit der Mittelwert von ¥ verschwindet.
3) Ist 0 # ¥ € Ly(R) eine Funktion mit kompaktem Triger, dann ist ¥ genau dann

ein Wavelet, wenn
/ U(t)dt = 0.

R

4) Wichtig ist, dass eine Transformation wieder riickgéingig gemacht werden kann.
Der adjungierte Operator Wy, invertiert die Wavelet-Transformation und es gilt
die Umkehrformel

1 dadb
) = = R/ R/ Wi f(a,6)W(a,b) (1) “5~.

5) Die kontinuierliche Wavelet-Transformation ist redundant, da sich die Wavelets
iiberschneiden.

1.4.2 Diskrete Wavelet-Transformation

In der praktischen Anwendung wird in der Regel nur mit einer diskreten Auflésungs-
menge und einer diskreten Positionenmenge gearbeitet. In diesem Fall wird von der
diskreten Wawvelet-Transformation gesprochen.

Bemerkung. Wird eine Funktion durch eine endliche Summe approximiert, dann
geniigt die Wavelet-Familie allein nicht. Denn wird iiber eine endliche Summe mit
Wavelets integriert, dann ist das Ergebnis wegen (1.2) und da Summe und Integra-
tion vertauscht werden konnen, immer Null. In diesem Fall ist die Einfithrung einer
weiteren Funktion, der Skalierungsfunktion @, mit nicht verschwindendem Mittel-
wert notwendig.

Beispiel 1.4.2. Das einfachste und &lteste bekannte Wavelet ist das Haar Wavelet,
benannt nach dem Mathematiker Alfréd Haar (1909). In diesem Fall ist das Mutter-
Wavelet die Treppenfunktion

1, firo<t<i,

U(t):=q—1, firj<t<l1,
0, sonst.

Das Haar Wavelet ist ein Beispiel fiir ein unstetiges Wavelet mit kompaktem Trager.
Die zugehorige Skalierungsfunktion ist hier die Boxfunktion

1, fir0<t<1,

d(t) :=
®) {O, sonst.
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Die skalierten und verschobenen Versionen von ¥ mit a = 2/ und b = k27 sind die
Tochter-Wavelets

1 t .

mit supp(¥; ) = [k27, (k + 1)27]. AuBerdem ist

1 t .

2/ 1
Y
k2’
. i 1
Y I [ 2J: 2
k2’
-1
””””””””””””” - 2

Abb. 1.1. links: Skalierungsfunktion und die zugehorige Haar Wavelet-Familie auf
dem Intervall [0,22]. Von oben nach unten: D20, Va0, Y10, Yi1.

rechts: Die Daten werden mit unterschiedlichen Auflésungen (Skalen) zerlegt. Durch
die Skalierung konnen verschiedene Frequenzen erfasst werden. Durch die Transla-
tion wird die Zeit bzw. der Ort der auftretenden Frequenz bestimmt.

Bemerkung.

1) Bei einer Orthogonal-Transformation sind die Informationen redundanzfrei.

2) {¥;klk,j € Z} ist ein vollstandiges Orthonormalsystem in Ly(R).

Im Rahmen dieser Arbeit geniigt es, die diskrete Haar Wavelet-Transformation end-
licher Datenmengen zu betrachten.
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1.4 WAVELET-TRANSFORMATION

Eindimensionale Haar Wavelet-Transformation

Fiir ein diskretes Signal f € R der Linge N = 2" werden die N Basisfunktionen

(I)n,()a

‘I]n,07

\Ijn—l,Oa \Ijn—l,la

U0, Y11, «ooy Yyon-1y

auf dem Intervall [0, N] an den Gitterpunkten (1/2,3/2,..., N — 1/2) abgetastet.
Die Funktionen ®,, o(t) und ¥, ;(¢) werden mit den Vektoren

1 T
@mozéﬁﬁ(L“.J) e RN
Uip=-—7(0,...,0,1,...,1,—1,...,—1, 0,...,0 )T ¢ RV
’ 2i/2 e N N——— T N —
k2 2i-1 2i-1 N—(k+1)2

identifiziert und folgende Bezeichnungen eingefiihrt:

Cjk = qu)ch Skalierungskoeffizienten (Grobauflosung)

dig:=f W, Wavelet-Koeffizienten (Feinauflésung)
Die Wavelet-Transformierte von f ist dann durch den Vektor

T
fW,‘Il = (Cn,0> dn,07 dnfl,Oa dnfl,la e 7d1,07 o 7d1,2"*171)

gegeben.

Beispiel 1.4.3. In der kanonischen Basis hat das Signal f = (3,7,1, 1)T die Re-
prasentation

f=13(1,0,0,0)" +7(0,1,0,0)" +1(0,0,1,0)" +1(0,0,0,1)".

Die entsprechende Haar Wavelet-Basis lautet

—_

1
Pro=5(LLLYT W= (11,-1,-1),
1 1
Ui9=—(1,-1,0,0)", ¥, =-—(0,0,1,-1)"
1,0 \/ﬁ( ) 1,1 \/ﬁ( )

und die Wavelet-Transformierte ist gegeben durch
fW,Haar = (67 47 _2\/5, O)T

Da die Elemente {®2, W20, V1,0, ¥1,1} im R* ein Orthonormalsystem bilden, ist die
Entwicklung von f nach der Wavelet-Basis gegeben durch

f=06Po0+ 4Ty + —2V20; o + 0V ;.
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Bemerkung. In der Matrixschreibweise ist die Transformation eine Matrix-Vektor
Multiplikation
6
4
(P20 Wa0 W10 Vi1)f = VAR
0

wobei die Spalten der Matrix die Haar Wavelet-Basiselemente sind.

Schnelle Wavelet-Transformation

Die Schnelle Wavelet-Transformation ist ein Algorithmus zur Berechnung der dis-
kreten Wavelet-Transformation mit linearer Komplexitdat. Die Idee, die dahinter
steckt ist, dass die Wavelet-Vektoren durch Skalierungsvektoren der néchstgrofieren
Auflésung ausgedriickt werden kdnnen

L
V2

1 . —j
\Ilj,k' = ﬁ(q’j,LQk - q)j,172k+1) fir k = 0, cee ,2” 7 —1.

Pjp=—Fr(®j 106+ Pj12k41) fiirk=0,...,2"7 -1

AuBlerdem gilt fiir die feinste Auflésung
fr = fT®y fiir k=0,...,2" — 1.

Daraus lasst sich die Berechnungsvorschrift ableiten:

Algorithmus 2: Schnelle Wavelet-Transformation

Input: Ausgangssignal f

%Initialisierung

for k+ 0to2"—1do

Cok = [
end
%Iterationen

for j < 1 ton do
for k< 0 to2" 7 —1do

1

Cjk = %(ijl,zk +Cj_1,2k+1)
1

djk = 5(Ci-12k = Cj-1,2k+1)

end

end

Result: Wavelet-Transformierte fyy
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1.4 WAVELET-TRANSFORMATION

Die schnelle Riicktransformation basiert auf derselben Idee und ldsst sich nach dem

folgendem Schema berechnen:

Algorithmus 3: Inverse schnelle Wavelet-Transformation

Input: Wavelet-Transformierte fyy

%Iterationen
for j < n—11to0do
for k+ 0 to2" 71 —1do

ciok = 75(jr1k +djp1p)
Cj2k+1 = %(cj-i-l,k —djy1)
end
end

%Das rekonstruierte Signal f ist gegeben durch
for k< 0 to 2" —1do

fr = €0,k

end

Result: Das urspriingliche Signal f

Zweidimensionale Haar Wavelet-Transformation

Die mehrdimensionale Wavelet-Transformation setzt sich aus der eindimensionalen
Transformation zusammen, in dem die Transformation fiir jede Richtung separat
berechnet wird. Mathematisch wird sie als Tensor-Produkt-Wavelet-Transformation
formuliert. Die Vorgehensweise bei der zweidimensionalen Wavelet-Transformation
ist in Abbildung 1.2 schematisch dargestellt.

o | mdu
du dld
CI d],h
d dl,h
N N d?y dld
dljv d]d

Abb. 1.2. Ablauf der 2D Wayvelet-Transformation

Ausgehend von einer 2" x 2" Matrix, die beispielsweise aus den Pixelwerten eines digi-
talen Grauwertbildes besteht, wird im ersten Schritt die 1D Wavelet-Transformation
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auf jede Zeile der Matrix angewendet. Das Ergebnis ist ein Teil mit niedrigerer
Auflésung und einer mit hoher Auflésung. AnschlieSend werden die Spalten der re-
sultierenden Matrix transformiert. Dies ergibt vier Quadrante c1, dyp, di, und dqq
mit verschiedenen Auflésungen. Die weitere Zerlegung wird nur in dem Quadrant
c1 durchgefiihrt, der die Skalierungskoeffizienten beider Richtungen enthilt. Dieser
Prozess wird fortgefiihrt bis nur noch ein einzelner Eintrag iibrig ist.

Abb. 1.3. links: Originalbild, rechts: 2D Wavelet-Zerlegung

Die Riicktransformation basiert auf dem gleichen Prinzip.
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Kapitel 2

Compressed Sensing

2.1 Uberblick

Oftmals kénnen Signale, Bilder, Videos und andere Daten nicht vollsténdig erfasst
werden. In diesen Féllen miissen die Ausgangsdaten mit Hilfe von Messungen rekon-
struiert werden. Compressed Sensing (CS, deutsch: komprimiertes Abtasten), auch
bekannt als Compressive Sensing oder Compressive Sampling, ist eine neue ma-
thematische Theorie der Datenakquisition und Rekonstruktion in der Signal- und
Bildverarbeitung.

Das Abtastheorem von Shannon besagt, dass bandbeschrinkte kontinuierliche Daten
exakt wiederhergestellt werden konnen, wenn die Abtastrate mindestens doppelt so
hoch ist wie die hochste Frequenz in dem entsprechenden Signal. Aufbauend auf die-
ser Entdeckung wurde die analoge Signalverarbeitung weitgehend durch die Digitale
ersetzt. Die Digitalisierung hat die Erzeugung von Erfassungs- und Verarbeitungs-
systemen ermoglicht, die robuster, flexibler, kostengiinstiger und somit weit haufiger
verwendet werden als ihre analogen Gegenstiicke. Aufgrund dieses Erfolges ist aber
auch die Menge der Daten, erzeugt durch Sensorsysteme, enorm gewachsen und die
resultierende Abtastrate ist in vielen Anwendungen extrem hoch. Auflerdem ist es
teilweise zu aufwindig oder sogar physikalisch unmoglich Geréte zu entwickeln, die
dazu in der Lage sind mit der erforderlichen Rate abzutasten. [13]

Bei den klassischen Abtastmethoden wird viel Zeit und Geld dafiir aufgewendet
moglichst viele Daten zu erfassen. Anschliefend werden die Daten komprimiert, das
heifit nur die wichtigsten Informationen werden gespeichert. Somit werden viele Da-
ten unnotig erfasst.

, One can regard the possibility of digital compression as a failure of sensor design.
If it is possible to compress measured data, one might arque that too many measu-
rements were taken.“ (David Brady)

Compressed Sensing ist eine neue Methode, die das Problem der Massendatenge-
winnung und Aufwandsverschwendung unter bestimmten Voraussetzungen 16st. Die
Grundidee ist, dass nur die wichtigsten Informationen der Daten erfasst werden und
die Daten trotzdem exakt wiederhergestellt werden kénnen. Das Prinzip beruht dar-
auf, dass die Anzahl der Messungen bei Signalen und Bildern, die eine sparse oder
komprimierbare Darstellung besitzen, erheblich reduziert werden kann. Dabei wird
ausgenutzt, dass viele natiirliche Signale komprimierbar sind in dem Sinne, dass sie
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gut durch sparse Signale approximiert werden koénnen, eventuell nach einem geeig-
neten Basiswechsel.

Die Fachrichtung Compressed Sensing entstand 2004 aus der Arbeit [3] von Candes,
Romberg und Tao und parallel von Donoho [12], die zeigten, dass ein endlichdi-
mensionales Signal mit einer sparsen oder komprimierbaren Darstellung aus einer
kleinen Menge linearer, nicht-adaptiver Messungen, wiederhergestellt werden kann.
Die Gestaltung der Messsysteme und deren Erweiterungen fiir praktische Datenmo-
delle und Erfassungssysteme sind die wesentlichen Herausforderungen im Bereich
Compressed Sensing. Die Anwendungsbereiche sind unter anderem die medizinische
Bildgebung, Elektrotechnik, Informatik oder Radartechnik.

Im Kontext dieser Arbeit geniigt es, die Theorie fiir endlichdimensionale Signale zu
betrachten. Das Modell ldsst sich aber auch auf kontinuierliche Signale iibertragen.
Das Kapitel orientiert sich inhaltlich an [8].

2.2  Sparsity und Incoherence

Die Vorgehensweise beim CS ldsst sich in zwei Schritte unterteilen. Zuerst werden
Messdaten mit einem geeigneten Messsystem gewonnen. Anschliefend werden die
Ausgangsdaten mit Hilfe der Messungen rekonstruiert. Der Erfolg dieses Prozesses
beruht auf zwei Voraussetzungen. Das ist zum einen die Sparsity-Bedingung an das
gesuchte Signal und zum anderen die Incoherence-Bedingung an die Abtastmatrix.

2.2.1 Sparsity

Sparse Signalmodelle basieren auf der Tatsache, dass viele hochdimensionale Signale
im Verhéltnis zu ihrer Dimensionsgrofie relativ wenige Informationen enthalten. Die
Sparsity, bzw. in abgeschwichter Form die Komprimierbarkeit, ist eine notwendige
Préamisse fiir die Theorie des CS, die das gesuchte Signal betrifft. Im Folgenden
werden die Begrifflichkeiten erklért.

Definition 2.2.1. Ein Vektor 2 € RY heifit sparse (diinn besetzt), wenn moglichst
viele seiner Komponenten x; = 0 sind.

Definition 2.2.2. Ein Vektor z € RY ist k-sparse, wenn hochstens k Koeffizienten
x; # 0 sind, das heifit

N
S sgn(|ail) < k.
i=1
Die Menge
N
S = {o € VD sgn(lwil) <k}
i=1
bezeichnet die Menge aller k-sparsen Signalen.
Viele natiirliche Signale und Bilder besitzen zwar keine sparse, jedoch haufig ei-
ne nahezu sparse Darstellung nach geeigneter Basiswahl. Das bedeutet, sie konnen

gut durch sparse Daten approximiert werden. In diesem Fall werden die Daten als
komprimierbar bezeichnet.
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2.2 SPARSITY UND INCOHERENCE

Bemerkung. Die Komprimierbarkeit eines Signals x kann quantifiziert werden
durch die Berechnung des Fehlers

Ist x € ¥y, dann gilt natiirlich oy (z) = 0. [13]

L.

TEX,

ok(x) = min ||z — Z.

AN

Abb. 2.1. links: Ein sparser Vektor, rechts: Ein komprimierbarer Vektor
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Abb. 2.2. oben: Ausgangsbild, unten links: Haar Wavelet-Koeffizienten, unten rechts:
Zoom in die Wavelet-Koeffizienten. Obwohl fast alle Grauwerte im Bild ungleich
Null sind, sind die meisten Wavelet Koeflizienten sehr klein. Die wenigen grofien
Koeffizienten enthalten die meisten Informationen.
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Sparsity-Transformation

Sei € RY ein beliebiges Ausgangssignal und {cpi}i]il eine Orthonormalbasis des
RY. Dann existieren reelle Koeffizienten {zz}f\; 1, so dass

N
x = E Zipi-
=1

Aquivalent kann z in der Matrizenschreibweise ausgedriickt werden durch
x=®z.

Die Spalten der Matrix ® € RV*Y gsind durch die Basisvektoren ¢; gegeben und
z € RY ist der Vektor mit den Eintrigen z;.

An dieser Stelle werden zwei Fille unterschieden. Im einfachsten Fall ist das Rohsig-
nal x bereits diinn besetzt, dann wird ® = I gesetzt. Ansonsten wird eine geeignete
Basis {goz}fi 1 gewihlt, so dass viele Komponenten des Koeffizientenvektors z null
sind. Bei Bildern ist beispielsweise die Wavelet-Basis oft eine gute Wahl, vgl. Abbil-
dung 2.2. Im Folgenden wird die Matrix ® als Sparsity-Transformation bezeichnet.

2.2.2 Incoherence
Datenerfassung

Das Ausgangssignal  wird beim CS nicht komplett erfasst. Es werden nur m < N
Messungen durchgefiihrt. Sei ¥ € R™*YN der lineare Operator, der die Abtastung
des Signals modelliert. Dann gilt fiir die Messdaten y € R™

y=Vr="Udz.
Zur Rekonstruktion von z muss folglich das lineare Gleichungssystem

Ud 2z =y
A:=

gelost werden. Das urspriingliche Signal x wird durch die Matrix-Vektor-Multiplika-
tion
xz=®z
erhalten. An dieser Stelle gibt es zwei wesentliche Fragen:
1. Was ist eine geeignete Abtastmatrix?
2. Mit welchem Losungsalgorithmus kann das Signal aus den Messungen wieder-

hergestellt werden?

Dieser Abschnitt behandelt die Frage, wie die Abtastmatrix ¥ aufgebaut sein sollte,
damit die wichtigen Informationen beim Messvorgang nicht verloren gehen. Dabei
liegt die Schwierigkeit vor allem darin, dass die Positionen der Vektoreintrige, die
ungleich null sind, unbekannt sind.
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2.2 SPARSITY UND INCOHERENCE

Beispiel 2.2.3. Angenommen z € RY ist bereits in der Einheitsbasisentwicklung
diinn besetzt und ¥ € R™*Y besteht aus einer Auswahl von Zeilen der Einheitsma-
trix der Dimension N. Dann erfasst y = ¥ nur eine Auswahl der Eintrige von x.
Im ungiinstigsten Fall wiren das gerade die Nulleintrége von z:

0
0\ (100 0\]|1
(0)‘(0010)0
0

Beispiel 2.2.4. Wird dagegen im Fourierraum gemessen und x ist ein Signal mit
nur einer Komponente ungleich null, sieht es anders aus.
Die diskrete Fourier Transformation von = (2¢,...,2x_1)' hat die Gestalt

1 = —2mikm
Ty = Nmz:o:rmexp (T)’ firk=0,...N —1.
Fir

z=(0,1,0,0)"

ist somit

. 1 ¢ 1 i+
T = (17 Z? _Z> _Z)
und jede Messung im Fourierraum gibt Auskunft iiber die Information im Ortsraum.

Beispiel 2.2.4 gibt einen Hinweis darauf, dass Informationen, die in der Sparsity-
Transformation eher lokalisiert sind, in dem Messsystem moglichst breit verteilt
sein sollten.

Um einen Informationsverlust in Folge der Dimensionsreduktion wie in Beispiel 2.2.3
zu vermeiden, folgen nun ein paar wiinschenswerte Eigenschaften der Abtastmatrix.
Dabei wird vorausgesetzt, dass U und @ zwei Orthonormalbasen sind und ¥ durch
zufilliges auswihlen von m Zeilen aus U entsteht. Diese Einschriankung dient der
Vereinfachung und ist nicht notwendig.

Definition 2.2.5. [8, Def. 1] Die Coherence zwischen dem Abtastsystem W und der
Sparsity-Transformation ® ist definiert durch

w(, ) = NH;E;XK%@,%HQ, mit || = 1 und [|g;]| = 1.

Aus der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung folgt
1< Nmaxc |3, 05 [* < N a5
— 1<pu(¥,®)<N.

Hierbei gilt die Gleichheit
(v, ®) =N
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genau dann, wenn es linear abhingige Vektoren @5, und ; gibt. Aufgrund der Nor-
miertheit ist hier die Coherence genau dann gleich N, wenn sich die Basen wenigstens
ein Element teilen.

Die Coherence ist ein einfach berechenbares, grobes Ma8 fiir den Grad der Ahnlichkeit
des Sparsity-Systems und des Messsystems. Durch eine moglichst geringe Coherence
wird sichergestellt, dass auch wenige Messwerte geniigend Informationen zur Re-
konstruktion liefern. Das heifit, je kleiner die Coherence, desto weniger Messungen
werden fiir die Rekonstruktion benotigt. Was das konkret fiir den Erfolg der Rekon-
struktion bedeutet, wird in Abschnitt 2.3 behandelt.

Um das Beispiel von oben wieder aufzugreifen, fiir die Einheitsbasis und Fourierbasis
ist (¥, ®) =1, vgl. [8].

2.2.3 Restricted Isometry Property

Eine vergleichbare Aussage iiber die Eignung der Sparsity- und Transformationsma-
trizen erlaubt die Restricted Isometry Property.

Definition 2.2.6. [8, Def. 2] Die Restricted Isometry Konstante Jj einer Matrix
A € R™N jst das kleinste 6 > 0, so dass

(1= d)l=l3 < [l 42113 < (1 + 8)l|=I3 (2.1)

fir alle k-sparsen Vektoren z € RV,
Die Matrix A erfiillt die Restricted Isometry Property (RIP, deutsch: eingeschrénkte
Isometriebedingung) der Ordnung k, wenn 0y < 1.

Die Eigenschaft 2.1 bedeutet, dass jede Auswahl bestehend aus k Spalten der Matrix
A n#herungsweise eine Orthonormalbasis bildet. Es ist zu beachten, dass die Spalten
von A keine echte Orthonormalbasis sein kénnen, da A mehr Spalten als Zeilen hat.
Eine andere Interpretation der RIP ist die Folgende: Erfiillt die Matrix A die RIP
der Ordnung 2k mit do, < 1, dann gilt

0<(1—0du)llz—2l3<||A(z—2)|3 firalle z# 2 €%y

und A bewahrt ndherungsweise die euklidische Léinge 2k-sparser Vektoren. Das ist
sehr wichtig, da es moglich sein sollte alle diinn besetzten Signale z aus den Messun-
gen Az = y wiederherzustellen. Also muss fiir zwei verschiedene Vektoren z, 2z € ¥

Az £ A2

gelten. Anderenfalls wére es unméglich z und 2 anhand der Messungen y zu unter-
scheiden. Denn fiir Az = AZ gilt

A(z—2)=0

und A représentiert nur dann alle z € Yj, wenn der Nullraum N(A) = {w €
RN |Aw = 0} keine Vektoren aus Yo enthiilt.

Weitere Methoden, um die Eignung einer Matrix zu charakterisieren, sind die soge-
nannte Null Space Property und der Spark von A. Einen guten Uberblick iiber die
verschiedenen Moglichkeiten und deren Zusammenhang verschafft [13].
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2.3 SPARSE REKONSTRUKTION

2.3 Sparse Rekonstruktion
Das endlich dimensionale Standard Compressed Sensing Problem lautet:

Rekonstruktion eines sparsen Signals z € RY aus den

Messungen y = Az € R™, wobei A € R™N und m < N.

Durch die komprimierte Abtastung ist das Gleichungssystem unterbestimmt und
hat somit unendlich viele Losungen Z mit AZ = y. Das heifit, die Rekonstruktion
von z aus Az = y ist fiir m < N ein schlecht gestelltes Problem. Ohne zusétzliche
Informationen kann keine Aussage tiber die Losung gemacht werden. Deshalb wird
das a priori Wissen, dass das zu rekonstruierende Signal in einer bekannten Ba-
sisdarstellung sparse ist, ausgenutzt. Als Hilfsmittel zum Finden sparser Losungen
werden Vektornormen eingesetzt. Die bekannteste Vektornorm, die euklidische ls-
Norm, liefert in der Regel keine sparse Losung. Stattdessen wird die sogenannte
lo-Norm betrachtet, die die von Null verschiedenen Eintréage von z zahlt.

Definition 2.3.1. Fiir einen Vektor z € RY wird die lo-Norm von z definiert durch

N
l=lly := D sen(lzl).
i=1

Das entspricht der Anzahl der Komponenten von z, die ungleich null sind.

Bemerkung. Die [p-Norm ist keine Norm im Sinne der Definition 1.1.1, denn sie
erfiillt die Homogenitétsbedingung nicht. Beispielsweise fiir 2 = (1,0) " € R? ist

Pl =)

Ist die lp-Norm eines Vektors klein, dann sind viele Komponenten null und der Vektor
ist diinn besetzt. Um also die Losung des Ausgangsproblems mit den wenigsten
nichttrivialen Eintrigen zu finden, bietet es sich an, die lyj-Norm von z zu minimieren
und das Gleichungssystem als Nebenbedingung hinzuzufiigen. Zusammen ldsst sich
dies als ly-Optimierungsproblem

= ||, fiir alle |A] # 1.
0

min ||z]|o

(2.2)
ud N Az=y.

formulieren. Ein Nachteil ist, dass es sich hierbei nicht um ein konvexes, sondern um
ein kombinatorisches Optimierungsproblem handelt. Damit ist es im Allgemeinen
schwierig eine Losung zu finden. Auflerdem ist das Problem (2.2) sehr empfindlich
in Bezug auf Storungen der Anfangsdaten, da schon eine minimale Wertdnderung
die [p-Norm eines Vektors verhéltnisméflig stark dndern kann. Um die Nachteile der
lo-Norm Minimierung zu umgehen, wird stattdessen die [1-Norm in der Zielfunktion
betrachtet, also das [y -Optimierungsproblem

min ||z

(2.3)
u d. N Az =y,
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wobei ||z]|1 = Zf\il\zﬂ die 1-Norm eines Vektors z € R bezeichnet. Im Englischen
wird das Problem (2.3) als Basis Pursuit Problem bezeichnet. Anders als das ly-
Optimierungsproblem ist dieses Minimierungsproblem konvex (folgt unmittelbar aus
der Dreiecksungleichung) und deshalb meistens besser zu handhaben. Zudem kann es
als lineares Optimierungsproblem formuliert werden und mit dem Simplexverfahren
oder der Inneren-Punkte-Methode gelost werden. [14]

Wird die [;-Norm eines Vektors minimiert, so werden die einzelnen Komponenten so
klein wie moglich oder Null. Das bedeutet, die [p-Norm Losung wird approximiert
und das Resultat ist, falls vorhanden, eine sparse Losung. Erfiillt die Matrix A
bestimmte Bedingungen, so sind die Losungen der Probleme (2.2) und (2.3) sogar
dquivalent. Ein Beispiel dafiir gibt der folgende Satz:

Satz 2.3.2. [7]

(i) Erfiillt die Matrix A € R™*¥ die RIP der Ordnung 2k mit do; < 1, dann hat
das Problem (2.2) eine eindeutige k-sparse Losung.

(ii) Erfiillt die Matrix A € R™*¥ die RIP der Ordnung 2k mit do1, < v/2— 1, dann
ist z* genau dann die Losung von (2.2), wenn z* die Losung von (2.3) ist.

Die Aussagen des Satzes folgen unmittelbar aus Satz 2.3.4.

Bemerkung.

1) Unter gewissen Bedingungen ist die Rekonstruktion einer sparsen Losung auch
durch Losen des Optimierungsproblems

min ||z

ud N Az=y

fiir 0 < p < 1 moglich.
2) Esist

N
— i P — Z P
ot = =15 = iz 3
1=

mit 0° := 0 und a" := 1 fiir a # 0.

e

f
N

=i p=2 p=x p=

(=]

Abb. 2.3. Intuitiver Vergleich der l1-, l-, loo- und [y jp-Minimierung im R2. z =
(0,1) T liegt auf der griinen Linie. Fiir p = 1 und p = % ist © gerade der Punkt auf
der Linie mit minimaler [;- bzw. [} 5-Norm.
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2.3 SPARSE REKONSTRUKTION

2.3.1 Bedingungen fiir eine erfolgreiche Rekonstruktion

In den bisherigen Betrachtungen ist offen geblieben, unter welchen Voraussetzungen
das Compressed Sensing Problem mittels des Basis Pursuit Problems gelost wer-
den kann. Im diesem Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen der Eignung der
Matrix und dem Problem (2.3) hergestellt. Zu diesem Zweck wird jeweils eine der
Kernaussagen in Bezug auf Incoherence und RIP vorgestellt.

Incoherence

Satz 2.3.3. [5] Sei z € RY fest und 2z € RY, bestehend aus den Koeffizienten von z
in der Basis @, ist ein k-sparses Signal. Im Messraum ¥ werden einheitlich m zufillige
Messungen durchgefiihrt. Dann ist die Rekonstruktion mittels {;-Minimierung (2.3)
mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit exakt, wenn die Anzahl der Messungen m der
Ungleichung

m>C - pu(V,P)-k-log(N),

geniigt, mit C' > 0.

Der Satz bestitigt die Behauptung aus Abschnitt 2.2.2) dass fiir eine erfolgreiche
Rekonstruktion weniger Messungen bendtigt werden, wenn die Coherence klein ist.
In [5] wurde gezeigt, dass die Wahrscheinlichkeit auf Erfolg grofier als 1— 4 ist, wenn
m > C - pu(¥,®) - k-log(N/§) ist. Die Einschrinkung durch die Wahrscheinlich-
keit kommt daher, dass das Ergebnis nicht allgemeingiiltig fiir alle Messungen der
Grofle m ist. Es gibt spezielle sparse Vektoren, die nahezu komplett im Messraum
verschwinden. In [3] wird das am Beispiel des Delta-Kamm’s demonstriert.

Restricted Isometries
Satz 2.3.4. [7] Vorausgesetzt A € R™*¥ erfiillt die RIP der Ordnung 2k mit dgj, <
V2 — 1. Dann gilt fiir die Losung 2* von (2.3)

|2 — k|2

Vk

fiir eine positive Konstante Cy und den Vektor zp € X, der aus den k grofiten
Elementen von z besteht.

[2" = zl2 < Co und  [|z" = zll1z < Collz — 21,

Die Aussage von Satz 2.3.4 ist fiir beliebige Signale giiltig und ist wesentlich stérker
als die Aussage von Satz 2.3.3. Ist das urspriingliche Signal z k-sparse, dann ist
z = z;, und die Rekonstruktion ist exakt. Ist z nicht k-sparse, dann werden durch
die I;-Minimierung (2.3) die k grofiten Eintrige des unbekannten Vektors z wieder-
hergestellt.

Bemerkung. Satz 2.3.4 gibt keinen Hinweis auf den Zusammenhang zwischen k, der
Anzahl der Komponenten, die ungleich Null sind, und m, der Anzahl der Messungen.

Eine Klasse von Matrizen, die der Voraussetzung des Satzes mit hoher Wahrschein-
lichkeit geniigt, wird im néchsten Abschnitt vorgestellt.
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Random Sensing

Fiir die direkte Konstruktion einer Matrix, die die RIP erfiillt, muss die Bedingung
(2.1) fiir alle (ZZ) moglichen Kombinationen von k-sparsen Vektoren iiberpriift wer-
den. Das ist oftmals nicht realisierbar. Allerdings kann sowohl die Incoherence als
auch die RIP mit hoher Wahrscheinlichkeit durch die Wahl von ¥ als Zufallsmatrix
erreicht werden. Deshalb beruhen die meisten bekannten Messmatrixkonstruktionen
fiir CS auf Zufélligkeit. Ein Beispiel dafiir sind Gaufy’sche Zufallsmatrizen, deren Ein-
trage aus unabhéngig normalverteilten Zufallsvariablen mit Mittelwert 0 und Vari-
anz 1/m bestehen. Oder Bernoulli Zufallsmatrizen, deren Eintrége aus symmetrisch
unabhéngig identisch verteilten Bernoulli Zufallsvariablen mit Wahrscheinlichkeiten
B(i; = 1/y/m) = P(ty; = —1/y/m) = 1/2 bestehen.

Gauss- und Bernoulli-Zufallsmatrizen erfiillen die RIP mit hoher Wahrscheinlichkeit,
wenn mindestens

m > C -k-In(N/k)

Messungen durchgefiihrt werden [4]. Der Messprozess ist unabhéingig von der Spar-
sity-Transformation und muss somit nicht an das gesuchte Signal angepasst wer-
den. Theoretisch ist das Ergebnis sehr stark, aber die Einsatzmoglichkeiten solcher
Matrizen in der Praxis ist begrenzt, da viele Anwendungen eine feste Struktur der
Matrix vorgeben.

Eine vergleichbare Aussage kann im Falle zweier Orthonormalbasen ® € RV*N und
¥ € RV*N gemacht werden. Entsteht U € R™*N durch zufilliges Auswiéhlen von
m Zeilen aus ¥, dann geniigt W& der RIP mit hoher Wahrscheinlichkeit, falls

m>C k- (logN)*,

vgl. [4], [25].

Fiir Messsysteme, die auf Zufilligkeit beruhen gibt es bereits einige Aussagen dieser
Art. Im Gegensatz dazu sind deterministische Messmatrizen ein noch grofitenteils
offenes Problem. Nach dem aktuellen Stand darf m nicht viel kleiner als k? gewshlt
werden, vgl. [11] und [2]. Insbesondere fiir grofile Dimensionen ist das kein zufrieden-
stellendes Ergebnis.

2.3.2 Stabile sparse Rekonstruktion

Bei der praktischen Anwendung von CS miissen zwei Faktoren mit beriicksichtigt
werden. Zum einen kommt es hiufig vor, dass ein Signal in der Sparsity-Transforma-
tion nicht sparse, sondern nur nahezu sparse ist. Zum anderen kénnen die Messdaten
durch Rauschen fehlerbehaftet sein, oder beides. In allen Féllen ist

y= Az +w,

mit einem unbekannten Fehlerterm w € R™ und das angepasste Optimierungspro-
blem
min ||z||;

2.4
wd N ||[Az —y|3 <e 24

wird betrachtet. Der Parameter ¢ > 0 beschreibt die Fehlertoleranz und die For-
mulierung (2.4) wird als Basis Pursuit Denoising Problem bezeichnet. Fiir dieses
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2.3 SPARSE REKONSTRUKTION

Szenario gilt eine erstaunliche Aussage, die fiir die praktische Anwendung sehr be-
deutsam ist: CS ist nicht nur bei Rekonstruktionen unter idealen Voraussetzungen
(sparse Signale, exakte Daten) anwendbar, sondern erlaubt auch die Rekonstruktion
komprimierbarer Signale aus nur wenigen, durch Rauschen verfilschte, Messungen.

Satz 2.3.5. [6] Die Matrix A € R™*V erfiille die RIP der Ordnung 2k mit dgp, <
v/2 — 1. Dann erfiillt die Losung z* von (2.4) die Ungleichung

|2 — 2kll1

vk

||Z* — ZH2 < C(] + 016

fiir kleine Konstanten Cy und C'.

Der Rekonstruktionsfehler ist durch die Summe zweier Terme nach oben beschrinkt.
Der Term Cy||z — 2 ||1/Vk liefert eine Abschitzung fiir komprimierbare Signale und
verschwindet im sparsen Fall. Durch den Ausdruck Cye wird der Fehler im Messraum
bertiicksichtigt. Die Konstanten Cy und C sind typischerweise klein.
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Kapitel 3

Computertomographie

Bei dem klassischen Rontgenverfahren wird ein Projektionsbild des Messobjektes er-
zeugt. Das bedeutet, ein dreidimensionales Objekt wird auf einem Rontgenfilm zwei-
dimensional abgebildet. Diese Vorgehensweise hat den Nachteil, dass es zu Uberlage-
rungen hintereinanderliegender Bereichen kommt. Dadurch geht die rdumliche In-
formation verloren.

Die Computertomographie (CT, griech. tomos = “Schicht* und graphin = “schrei-
ben“) ist ein bildgebendes Verfahren, bei dem iiberlagerungsfreie Bilder erzeugt wer-
den. Statt einer einzelnen Rontgenaufnahme werden hier Aufnahmen aus verschie-
denen Richtungen gemacht. Die Informationen aus den verschiedenen Richtungen
ermoglichen es, rechnergestiizt ein Schichtbild des Messobjektes zu rekonstruieren.
Die Zusammensetzung einer Vielzahl solcher Schnitte liefert einen dreidimensionalen
Scan des abzubildenden Objektes.

Der erste Computertomograph wurde von Godfrey Hounsfield fiir Schideluntersu-
chungen entwickelt und 1971 zum ersten Mal an einem Menschen eingesetzt. Abge-
sehen von der medizinischen Diagnostik ist heute beispielsweise die zerstorungsfreie
Materialuntersuchung ein wichtiges Anwendungsgebiet der CT. Das Kapitel orien-
tiert sich inhaltlich an [23].

3.1 Mathematische Modellierung

Die Mathematik spielt bei der CT eine zentrale Rolle. Im folgenden Abschnitt wird
das mathematische Modell eingefiihrt, auf dem die CT beruht.

3.1.1 Physikalischer Hintergrund

Rontgenstrahlen sind elektromagnetische Wellen, die in einem Wellenléngenbereich
von 10~%m bis 107"®m liegen. Sie durchdringen Materie und werden dabei materi-
alabhéngig abgeschwécht. Zur Vereinfachung wird angenommen:

1. Die Ddmpfung der Rontgenstrahlen durch das Messobjekt ist proportional zu der
Intensitdt I, dem Dampfungskoeffizienten f des Objektes im Punkt = und der
zuriickgelegten Wegliange At.

2. Die Rontgenstrahlen breiten sich gradlinig aus und die Streuung der Strahlung
kann vernachlissigt werden.
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3.1 MATHEMATISCHE MODELLIERUNG

Bemerkung. Elektromagnetische Strahlung besitzt sowohl Welleneigenschaften als
auch Teilcheneigenschaften (Welle-Teilchen-Dualismus, Quantentheorie). Ein Ront-
genstrahl besteht aus einer grofien Anzahl gleicher Photonen und es gilt: Je intensiver
der Strahl, desto mehr Photonen sind enthalten.

3.1.2 Beschreibung des Messvorgangs

Die Rontgenrshre emittiert einen Rontgenstrahl mit Ausgangsintensitit [y. Der
Strahl durchdringt das Messobjekt und wird dabei abgeschwicht. Gegeniiber der
Strahlenquelle liegt ein Detektor, der die Intensitéit der ankommenden Strahlung
(Anzahl der ankommenden Photonen) misst.

Sei nun I(z) die Intensitdtsfunktion und AI die Intensitéitsinderung entlang eines
sehr kurzen Wegstiicks der Linge At. Dann gilt fiir die Intensitdtséinderung

Al = —I(z)Atf(x)
AT

= E:—I(m)f(x).

Fiir At — 0 ergibt sich die gew6hnliche Differentialgleichung

d
9 1) = ~16)1@)
@l _
= )
= iln([(m)) = —f(x).

dt

Die Ausgangsintensitit Ip und Restintensitét I7, im Detektor nach Durchlaufen des
Weges L sind bekannt. Die Differentialgleichung wird mittels Integration {iber den
Weg gelost

in(1) ~ () = [ fe)at
= In (fi) - /Lf(t) dt.

Aus dieser Beziehung werden Riickschliisse auf die gesuchte Dichte f des Messob-
jektes gezogen.

3.1.3 Mathematisches Modell

Diese Arbeit beschriankt sich auf das zweidimensionale Modell der CT. Das heif}t,
die gesuchte Dichte f ist eine Funktion f: R? — R. Die behandelte Abtastgeome-
trie ist die Parallelstrahlgeometrie, bei der jeder Rontgenstrahl orthogonal auf das
gegeniiberliegende Detektorelement trifft.
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Abb. 3.1. CT-Scan

Die Abbildung 3.1 veranschaulicht vereinfacht den Ablauf eines CT-Scans. Zunéchst
wird eine Objektschicht mit konstanter Richtung abgetastet. Dabei wird das System,
bestehend aus Roéntgenrchre und Detektor, entlang der Pfeile senkrecht zum Strahl
bewegt. Anschliefend wird das System um einen kleinen Winkel gedreht und der
Vorgang wiederholt.

Aufgrund der Rotation des Rontgensystems ist es hilfreich die Geraden im R? durch
eine Menge orientierter Linien mit Parameter (6, s) € S x [0, 00) zu parametrisieren.
Dann ist L(6,s) = {z € R?|z70 = s} eine Gerade senkrecht zu 6 mit Abstand
s zum Koordinatenursprung. In der computertomographischen Bildgebung stellen
diese Linien gerade den Weg der Rontgenstrahlen durch das Messobjekt dar, vgl.
Abbildung 3.2.
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Abb. 3.2. Parametrisierung des Weges des Rontgenstrahls
Das mathematische Modell der CT im zweidimensionalen Raum bei Parallelstrahl-

geometrie basiert auf einer 1917 von dem Mathematiker Johann Radon definierten
Integraltransformation, der Radon-Transformation.
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3.1 MATHEMATISCHE MODELLIERUNG

Definition 3.1.1. Fiir eine Funktion f € S(R?) wird die Radon-Transformation
definiert durch

Rf(0,s) = /L(G )f(a:)da:
= f(2)6(s — 2" 0) dz
R2

= [ f(sO+tot)dt,
R2
wobei 6 = 0(p) = (cos(y),sin(p))" € S ist.

In hoheren Dimensionen, das heifit fiir eine Funktion f € S(RV), § € SN~ und
H(9,s) = {x € RN|zT0 = s}, Hyperebene im RY senkrecht zu 6 und Abstand s
zum Ursprung, ist

RF(0,5) = /H R

= f(2)o(s —z'0) dx
RN

die Radon-Transformierte von f.

Bemerkung.

1) Die Radon-Transformation erméglicht die Beschreibung einer beliebigen inte-
grierbaren Funktion durch alle geraden Linienintegrale iiber das Definitionsgebiet
der Funktion.

2) Die Radon-Transformierte fiir ein festes § € S(R') wird Projektion genannt.
Die iibliche Notation dafiir ist Rgf(s). Abbildung 3.3 zeigt die Projektion ei-
ner stiickweise definierten Funktion, die in dem grauen Bereich den Wert 1 und
ansonsten den Wert 0 annimmt.

3) Die graphische Darstellung der Daten einer kompletten Schicht bildet ein Si-
nogramm. Die Abbildung 3.4 zeigt, dass ein Sinogramm im Gegensatz zu den

Projektionen nicht direkt interpretierbar ist.

4) Das direkte Problem, also die Datenbeschaffung, besteht aus dem Modellieren
der aus einem CT-Scan gewonnen Rohdaten durch die Radon-Transformation

Rf(0,s)=g(0,s). (3.1)

Das inverse Problem ist die Rekonstruktion der Funktion f aus den Sinogramm
Daten.
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Abb. 3.3. Radon-Transformation fiir einen festen Winkel
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0

Abb. 3.4. 512 x 512 Shepp-Logan Phantom und das entsprechende Sinogramm

3.2 Satze und Eigenschaften der Radon -Transformation

Satz 3.2.1.
(i) R ist ein linearer Operator.
(ii) Esist Rf(—0,—s) =Rf(0,s).

Einige Linienintegrale sind redundant, vgl. 3.2.1 (ii). Deshalb kann der Aufnahme-
winkelbereich auf [0, 7) eingeschrinkt werden.

Die Radon-Transformation lédsst sich stetig auf Lo-R&ume fortsetzen.
Satz 3.2.2. [20, Satz 6.1.1] Sei Q der Einheitskreis im R? und Z = S! x [-1,1]

der Einheitszylinder. Die Radon-Transformation ldsst sich stetig fortsetzen als Ab-
bildung

R: Ly(Q) = La(Z,w™h), w(s) =1 — s?
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3.2 SATZE UND EIGENSCHAFTEN DER RADON -TRANSFORMATION

bzw.

Fiir die praktische Anwendung der Radon-Transformation ist der Projektionssatz
sehr wichtig, da er den Zusammenhang zwischen Fourier- und Radon-Transformation
herstellt.

Satz 3.2.3. (Projektionssatz) [20, Satz 6.1.3] Sei f € S(R?) oder f € Lo(R?)
eine Funktion mit kompaktem Trager. Dann ist

FL(Rof)(0) = 2m) 2 Faf (00), 6 fest, o € R.

Mit Hilfe des Projektionssatzes, der inversen Fourier-Transformation und Polarko-
ordinaten lésst sich eine Inversionsformel fiir die Radon-Transformation herleiten:

f@) = F ' Ff(x)
= @m7 | J(©expliaTe)dg

Der Ubergang zu Polarkoordinaten liefert den Ausdruck

= (4m)7! /Sl /000 f(o8)o exp(ioh " z) dodh
= (4m)7t f(08)|o| exp(ioch " x) dodf.
=n " [ ool explion x) dodo

Im néchsten Schritt wird der Projektionssatz angewendet

= (4m)~! /51(27r)1/2 /R(Rgf)/\(a)\alexp(iUHT:c) dodf. (3.2)

Satz 3.2.4. [20, Satz 6.1.4] Die inverse Radon-Transformation ist gegeben durch
R~ = (4m) 'R

wobei 1% das Riesz-Potential der Stufe o < 2 ist, das heifit
(I%9)~ (&) = I€[7*9(&).

R* ist der zu R: La(Q2) — Lo(Z) adjungierte Operator und wird Riickprojektion
genannt. Es ist

(R*g)(x) = /S 90,27 60) o,
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3.3 Rekonstruktionsalgorithmen

Die Rekonstruktion von f aus

Rf(ev 3) - g(ﬁ, S)

entspricht dem CT-Bildrekonstruktionsproblem. Zur Losung dieses Problems sind
verschiedene Verfahren entwickelt worden. Dabei werden zwei Klassen von Rekon-
struktionsalgorithmen unterschieden.

1) Analytische Algorithmen basieren auf der Invertierung der Radontransformation.
Ein in der CT sehr hidufig angewendetes analytisches Verfahren ist die gefilterte
Riickprojektion (engl. filtered backprojection, FBP).

2) Iterative Algorithmen beruhen auf der Linearitéit der Radontransformation und
Methoden der Linearen Algebra.

Die gefilterte Riickprojektion zeichnet sich vor allem durch ihre Schnelligkeit aus.
Iterative Verfahren sind im Gegensatz zur gefilterten Riickprojektion sehr rechen-
aufwendig und langsam, dafiir sind sie jedoch vielseitiger einsetzbar. Beispielsweise
liefern die iterativen Techniken bei der Rekonstruktion mit rauschbehafteten oder
unvollstdndigen Datensétzen bessere Resultate.

3.3.1 Gefilterte Riickprojektion

Ein Problem der Inversionsformel aus Satz 3.2.4 ist, dass hohe Frequenzen im Fourier-
Raum durch den Faktor |o| verstidrkt werden, vgl. Ausdruck (3.2). Da die hohen Fre-
quenzen sehr fehleranfillig sind, fithrt die Multiplikation mit dem unbeschréankten
Faktor zu einer extremen Vergroflerung der Datenfehler. Aus diesem Grund bietet
sich eine Filterung der Daten an. Die Filterung wird umgesetzt, indem die Fourier-
Transformierte der Daten mit einem Filter F, multipliziert wird. Die Grundlage fiir
die gefilterte Riickprojektion ist die Inversionsformel

R™Mg(x) = (4m) 'R T g(x)
32 (41 /S (2m) 7V /R §(0,0) |0 exp(iod z) dod.
Die Daten werden im Frequenzraum gefiltert und der Ausdruck
(47)~! /S (o) /R 3(6,0)F (0)|o| exp(ict T z) dodf
betrachtet. Mit dem Faltungssatz kann der neue Term aufgefasst werden als
2(277)_3/2§(9,0)F7(0)\0| = (27) Y2 (gx hy) (8, 0),
wobei iL,Y(O') = %(277)_3/2]&/(0)\0]. Einsetzen liefert
_ /S 1 /R (@27) (g % 1) (0, 0) exp(iod z) dodo

:/ go(s) x hy(s) do,
Sl
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3.3 REKONSTRUKTIONSALGORITHMEN

wobei b (s) = g L5 Ji Fy(0)|o| exp(ios) do. Die Formel der gefilterten Riickprojektion

lautet dann
:/ /g(s’)hv(s—sl) dsd®.
St JR

Es stehen verschiedene Filter zur Verfiigung, die nahe bei |o| bleiben und hohe
Frequenzen abschneiden. Die zwei bekanntesten sind in der nachfolgenden Tabelle
aufgefiihrt.

‘ £y (o ‘ hy(s)
RAM-LAK {1, fiir ’U| <7, ﬁ(COS(’y;)fl + 'ysil;('ys))
0, sonst 4 5

~2 5 —yscos(vs)

Shepp-Logan 3 (Z)2—252

0, sonst

{smc(zw) fiir |o] <7,

Der Nyquist-Bedingung folgend, wird oft v = T gewiéihlt.

Diskrete gefilterte Riickprojektion

Ausgangspunkt der numerischen Inversionsformel sind diskrete Daten
Rf(ejvsf)a se=rl, l=—q,...,q,

0 =0(v5), ¢j= (]*1)p j=1...,p,

wobei r dem Detektorabstand entspricht.
Im ersten Schritt werden die Daten diskret gefiltert. Dazu werden fiir j = 1,...,p
die diskreten Faltungen

q
k=T Z h’Y(sk’_Sﬁ)Rf(ejasé)a k:_q7>q
l=—q

berechnet. Anschliefend wird zwischen den Detektorpositionen linear interpoliert
und die diskrete Riickprojektion mittels Trapezregel durchgefiihrt

p—1
£y(@) = 223701 = v + m03401).
p =0

Dabei werden k und 7 so bestimmt, dass k < 2 <k+1,n=7—kund s = a;THj
gilt.

3.3.2 Algebraische Rekonstruktionstechnik

Bei der Algebraischen Rekonstruktionstechnik (ART) wird das Bildrekonstruktions-
problem in Form eines linearen Gleichungssystems formuliert. Durch eine geeignete
Diskretisierung wird das gesuchte Bild in Bildpixel fi,. .., fy unterteilt. Die Projek-
tionsdaten werden als Vektor aufgefasst, dessen Eintridge aus gewichteten Summen
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der Bildpixel bestehen. Das Messsystem wird als Matrix A € R™*N geschrieben,
wobei jede Zeile von A der Rontgenprojektion eines Strahls durch f entspricht. Die
Diskretisierung wird im Abschnitt 4.1 ausfiihrliche erléutert.

Das Datenbeschaffungsmodell (3.1) wird also durch das Gleichungssystem

g = <g<9178—q)7 Ce 79(9p,8q))T c Rp(2q+1).

approximiert und die Rekonstruktion ist durch Losen des Gleichungssystems gege-
ben. Bei dem ART Verfahren werden die obigen Gleichungen iterativ gelost. Aus-
gangspunkt ist ein Schéitzbild, das nach jeden Strahl korrigiert wird. Daher besteht
jeder Iterationsschritt k aus j = 1,...,p(2¢+ 1) Teilschritten. Dabei wird jeweils die
Differenz von den realen Projektionsdaten und den Projektionsdaten des geschéitzten
Bildes berechnet, ein Korrekturterm gebildet und damit das aktuelle Schétzbild ak-
tualisiert. Die mathematische Formulierung lautet

g5 = {ag, fH7) ¢
llag.[? g

Dabei entspricht a;. der j-ten Zeile von A und w € R™ ist ein Relaxationsfilter,
der die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens beeinflusst. Fiir w = 1 trégt das
Verfahren den Namen Kaczmarz Methode [19]. Diese Methode wird in Kapitel 5 im
Vergleich mit dem vorgeschlagenen Verfahren verwendet.

3.3.3 Simultane Algebraische Rekonstruktionstechnik

Bei der ART werden die Korrekturen fiir jeden Strahl einzeln auf das Bild angewen-
det. Bei der 1984 von Kak und Anderson [1] entwickelten simultanen ART (SART)
werden die Korrekturen fiir eine komplette Ansicht gesammelt und dann zusammen
auf das Bild angewendet. Dieser Prozess wird fiir jede Projektion durchgefiihrt. Die
Pixelwerte werden also mittels der Vorschrift

A k
> gi ]\<’a2<,f >aij
gi€Re > aij

i=1

> aij

gi€Rg

fjlf = fj’.c +w

aktualisiert.
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Kapitel 4

Compressed Sensing in der
Computertomographie

Die CT ermdglicht eine nichtinvasive Untersuchung des Korperinneren. Aus diesem
Grund ist die medizinische Diagnostik eines der Hauptanwendungsgebiete der CT.
CT-Scans werden beispielsweise bei der Diagnose von Skelettschédden, Krebs oder
GeféBerkrankungen eingesetzt. Wiahrend der Untersuchung werden die Patienten
einer hohen Strahlenmenge ausgesetzt. In seltenen Fillen werden dadurch Zellen
beschédigt, was unter anderem ein erhohtes Krebsrisiko zur Folge haben kann. Da-
her wird in der Forschung nach Moglichkeiten gesucht, wie die Strahlenbelastung
bei der Untersuchung gesenkt werden kann. Eine besondere Anforderung ist dabei,
dass die Strahlenbelastung reduziert wird, ohne dass die Aussagekraft der Bilder
beeintrichtigt wird.

Ein moglicher Ansatz ist die Strahlenintensitét zu reduzieren. Das hat allerdings
zur Folge, dass nicht gentigend Photonen im Detektor ankommen, was zu einem
erhohtem Rauschlevel im Sinogramm fiihrt. Die rauschbehafteten Sinogramm-Daten
verschlechtern die Qualitét der rekonstruierten CT-Bilder, wenn ein herkémmlicher
Losungsalgorithmus, wie beispielsweise die gefilterte Riickprojektion, verwendet wird.
Die Strahlendosis fiir den Patienten ist proportional zur Anzahl der Rontgenprojek-
tionen. Daher ist eine andere Moglichkeit die Aufnahmezeit und die Strahlenmenge
zu verringern, die Anzahl der Projektionswinkel zu reduzieren. Nur wenige Pro-
jektionswinkel erhohen jedoch den Fehler bei der numerischen Integration in der
Riickprojektion. Deshalb treten bei der Bildrekonstruktion mit der gefilterten Riick-
projektion Streifenartefakte im rekonstruierten Bild auf. Das Einsetzen von Standar-
dalgorithmen liefert also keine zufriedenstellenden Ergebnisse und ist deshalb auch
nicht sinnvoll.

In diesem Kapitel wird eine neue Vorgehensweise vorgestellt, die in [31] vorgeschlagen
wird. Ausgangspunkt ist auch hier die Reduktion der Aufnahmewinkel, allerdings
wird eine CS basierte Losungsmethode verwendet.

4.1 Diskretisierung des Problems

In der Theorie wird mit dem unendlich dimensionalen Problem Rf(6,s) = g(0, s)
gearbeitet. In der Praxis stehen nur endlich viele Daten zur Verfiigung. Daher wird
das Problem entsprechend angepasst.
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4.1.1 Diskretisierung der Daten
Tatséchlich gegeben sind die diskreten Daten
9(0j,s0), sg=hl, (=—q,...,q,
0;=0(p5): @5 = (j—l)%, j=1....p

fiir 2q verschiedene Detektorpositionen mit Abstand A und fiir p verschiedenen Auf-
nahmewinkel. Das resultierende Rekonstruktionsproblem, f aus

Rf(05,50) = g(b;, s0) (4.1)
zu bestimmen, ist semidiskret. Das heifit, das Problem der Rekonstruktion eines

kontinuierlichen Grauwertbildes f aus den diskreten Projektionsdaten ist stark un-
terbestimmt.

4.1.2 Diskretisierung des Bildes

Ein Ausweg ist, das Bild f auf einen endlich dimensionalen Unterraum zu projizieren.
Hier wird das mit Hilfe der Pixel-Darstellung von f realisiert, bei der die Bilddaten
auf einem #dquidistanten Gitter gegeben sind. Die Elemente des Gitters werden Pixel
genannt. Die klassische Pixel-Darstellung von f entspricht der Approximation von
f durch die Funktion

N
fl@)=>" fibi(x). (4.2)
=1

In dieser Notation bezeichnet N die Anzahl der Pixel und ¢ den Pixelindex. Die
Basisfunktion b; ist die Indikatorfunktion fiir den i-ten Pixel, das heif3t

1, fiir x € Pixel (1),

bi xTr) =
(@) {0, sonst.

Somit ist f in jedem Pixel der Zerlegung konstant und das CT-Bild entsteht durch
Umwandlung der Pixelwerte f; in Grauwerte. In der Praxis sind zur Zeit Auflésungen
von 512 x 512 bzw. 1024 x 1024 Pixel iiblich.

Die zweidimensionale Bildfunktion wird durch den eindimensionalen Bildvektor f =
(fi,-o\ f N)T représentiert, der durch spaltenweises Eintragen entsteht. Der Zusam-
menhang zu der zweidimensionalen Formulierung ﬁs wird mit Hilfe der Indexum-
formung

j=(—=1)n+t, t=1,...n, s=1,...n

hergestellt. Dabei gibt die ganze Zahl n die Anzahl der Pixel in der Breite bezie-
hungsweise Hohe des Bildes an. Die Gesamtanzahl der Pixel ist dann N = n? und
es gilt

Fis 7
s 7.
ol | o
Fon x
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4.1 DISKRETISIERUNG DES PROBLEMS

4.1.3 Das diskrete Rekonstruktionsproblem

Im néchsten Schritt wird mittels Einsetzen von (4.2) die linke Seite der semidiskreten
Formulierung (4.1) durch den diskreten Ausdruck

R 9],84 Zfzz ejasf

ersetzt. Die resultierende Systemmatrix A € RPR¢+DXN jst ynabhingig von dem
Messobjekt und l&sst sich anhand der Pixelunterteilung und Verteilung der Strahlen
berechnen. Fiir einen Matrixeintrag gilt

aje,i = Rbi(0;, s¢)

:/ bi(z) dx
L(6;,s¢)
= Lange (Pixel(i) N L(0}, s7)).

In Abbildung 4.1 ist die Bestimmung der Matrixelemente bildhaft dargestellt.

Abb. 4.1. Bestimmung der Systemmatrix

Die Rekonstruktion von f ist folglich durch Losen des linearen Gleichungssystems

Af =g, mit f=(f1,...,fn)" €RY,

(4.3)
G=(9(01,5_¢), -, 9(0,,5,)) " € RPZ2a+D

gegeben.
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4.2 Sparsity der CT-Bilder

Die Reduktion der Aufnahmewinkel hat zur Folge, dass die Anzahl der zur Verfiigung
stehenden Daten deutlich geringer ist, als die Anzahl der gesuchten Komponenten
von f. Das sparse-view CT-Bildrekonstruktionsproblem (4.3) ist somit ein unter-
bestimmtes lineares Gleichungssystem. Das bedeutet, die Bedingung Af = g liefert
normalerweise nicht geniigend Informationen, um eine verniinftige Losung berechnen
zu konnen. Deshalb miissen a priori Informationen in das Rekonstruktionsverfahren
eingebunden werden. An dieser Stelle kommt die Idee des Compressed Sensing ins
Spiel. Denn wie bereits in Kapitel 2 gezeigt wurde, konnen unterbestimmte lineare
Gleichungssysteme, unter Annahme der Diinnbesetztheit der Losung und bestimm-
ten Anforderungen an die Messmatrix, eindeutig gelost werden.

4.2.1 TV-Modell

Medizinische Bilder erfiillen in der Regel nicht die Sparsity-Bedingung, die eine not-
wendige Voraussetzung fiir eine erfolgreiche Rekonstruktion bei unterabgetasteten
Daten ist. Es gibt jedoch eine andere Sparsity-Eigenschaft, die eine grofie Klasse to-
mographischer Bilder abdeckt. Oft sind diese Bilder relativ konstant innerhalb aus-
gedehnter Volumen, zum Beispiel innerhalb eines Organs. Sprunghafte Anderungen
der Grauwerte im Bild treten nur an den Begrenzungen der Strukturen auf. Daher
ist das Gradientenbild im Gegensatz zu dem eigentlichen Bild sparse, oder zumindest
komprimierbar [26].

Abb. 4.2. links: 512 x 512 Shepp-Logan Phantom, rechts: Gradientenbild vom Shepp-
Logan Phantom. Hier sind 257758 von 262144 Eintrédgen null. Das Gradientenbild
ist also 4386-sparse.

Dieses Wissen wird genutzt, indem das Bild f in das zugehérige Gradientenbild
transformiert wird.

Der Gradient von ft,s ist definiert durch



4.2 SPARSITY DER CT-BILDER

wobei die Vorwdrtsdifferenzenoperatoren in x- und y-Richtung gegeben sind durch

- ﬁ5+1_ﬁ37 fiirs<n,
ar s = ’ ’
92/ {O, fiir s = n,
_ ﬁ-ﬁ-ls_f.t& ﬁirt<n7
8 s — ) ’
(@) {0, fiir ¢t = n.

Die z-Richtung entspricht der horizontalen und y der vertikalen Richtung im Bild.
Zur Berechnung der Ableitungen an den Réndern wird das Bild konstant fortgesetzt.
Des Weiteren sei die Norm des Gradienten von f; s gegeben durch

IV fesllp := (1021 + 10y f17)P, fir p > 1.

Das Bild, bestehend aus den Komponenten ||V f1 1]|,, s |V frnllp wird als Gradi-
entenbild bezeichnet. Die [1-Norm angewendet auf V f ist auch als Totalvariation
des Bildes bekannt.

Definition 4.2.1. Die Totalvariation-Seminorm (TV-Seminorm) ist eine Abbil-
dung definiert geméafl

I-ll7vp: RY = [0,00)

n n
2 =lzlrve= ) D IVarslly-

t=1 s=1

Firp =1 ist

|zllTv,i= Z ZHVZt,sHl = Z Z |02 ft,s + 10y flt,s-

t=1 s=1 t=1 s=1

Die TV-Minimierung wurde erstmals 1992 von Rudin et al. zum Entrauschen von
Bildern vorgeschlagen und ist seitdem in der Bildverarbeitung eine haufig eingesetz-
te Bildentrauschungsmethode. Sie zeichnet sich vor allem durch die Eigenschaft aus,
dass Rauschen im Bild gegléttet wird und gleichzeitig wichtige Details wie Kanten
erhalten bleiben. Die Verwendung hier geht in eine andere Richtung.

Wenn benachbarte Pixel denselben Grauwert besitzen, dann verschwindet der ent-
sprechende Vorwértsdifferenzenoperator und wird bei der TV-Abbildung nicht be-
riicksichtigt. Das bedeutet, die Minimierung der TV-Seminorm von f fithrt zu spar-
sen Losungen. Diese Eigenschaft wird genutzt, indem das CT-Bild durch Lésen des
restringierten Optimierungsproblems

min || f|lzrv,1
uwd N Af=g.

wiederhergestellt wird.

In der praktischen Anwendung kommt es héufig vor, dass die vorliegenden Daten g
fehlerbehaftet sind, oder f in der Sparsity-Transformation nicht sparse, sondern nur
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komprimierbar ist. Deshalb wird die Gleichungsrestriktion abgeschwécht und das
Problem

min | fllzv;

et (4.4)
wd N [JAf— g3 <e

wird betrachtet. Der Parameter € > 0 bezeichnet die Fehlertoleranz. Das Problem
(4.4) ist eng verwandt mit dem unbeschriankten Optimierungsproblem

min |Af — g3 + vl fllrva. (4.5)

Dabei entspricht der Regulierungsparameter v; > 0 dem Kehrwert des Lagrange-
Multiplikators der Nebenbedingung in (4.4). Die Probleme (4.4) und (4.5) sind
dquivalent im Sinne des folgenden Satzes.

Satz 4.2.2.

(i) Ist f* eine Losung von (4.5) mit 1 > 0, dann existiert ein ¢ = ¢ 7+ = 0, so dass
f* eine Losung von (4.4) ist.

(ii) Ist f*ieine Lésung von (4.4) mit e > 0, dann existiert ein y1 = 7, 7 > 0, so
dass f* eine Losung von (4.5) ist.

Beweis. (i) Setze B
e:= | Af* —gll3 (*)

und betrachte f € RV mit
IAf —gl3 <e. (%)

Da f* (4.5) minimiert, gilt
1A = gl3 + I llrvie < 1AF = glI3 + 7l fllzva.

AufBlerdem ist wegen () und (*x)

1A = glI3 + vl fllrva < IAF* = all5 +mllFlrva.

Insgesamt folgt damit

IAf* = gl + vl f*love < IAF = gli5 + nll fllzva
= 1£* v < I fll7va

Also 16st f* das Problem (4.4), vgl. Proposition 3.2 in [15].
(ii) Die zweite Behauptung folgt aus der Bemerkung B.29. in [15]. O
Bemerkung.

1) Im Allgemeinen sind die Parameter, fiir die die Probleme &quivalent sind, nicht
a priori bekannt und miissen durch Losen der Probleme bestimmt werden.

2) Die unrestringierte Formulierung (4.5) wird wegen ihrer engen Verbindung zur
konvexen quadratischen Optimierung oft bevorzugt, da fiir solche Probleme viele
Losungsalgorithmen und Software zur Verfiigung stehen.
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4.2 SPARSITY DER CT-BILDER

4.2.2 TV-Wavelet-Modell

Bei der Rekonstruktion mit dem TV-Modell (4.5) verschwinden oftmals Struktur-
begrenzungen mit geringem Kontrast. Das fithrt zum Verlust von Bereichen mit
geringen Kontrastinformationen, wie beispielsweise bei sehr kleinen Tumoren. Um
diesen Nachteil zu {iberwinden, wird hier eine CS-Methode benutzt, bei der zwei
Sparsity-Transformationen kombiniert werden. Zusétzlich zu dem TV-Term wird
ein Wavelet-Term eingefiihrt. Das ist eine geeignete Wahl fiir die CS Anwendung,
da die Wavelet-Koeffizienten komprimierbar sind. [31]

0 0.5 1 15 2 2.5 9 9.2 9.4 9.6 9.8 10
x10° x104
Abb. 4.3. links: Wavelet-Koeffizienten vom Shepp-Logan Phantom, rechts: Zoom.

Der Wavelet-Ausdruck sorgt dafiir, dass Kanten und Bereiche mit geringem Kontrast
erhalten bleiben. Der TV-Term ist effizient bei der Unterdriickung von Rausch- und
Streifenartefakten. Auf diese Weise wird eine gute Balance zwischen Artefaktunter-
driickung und Detailerhaltung erreicht. Das Optimierungsproblem, das im sparse-
view Fall zur CT-Bildrekonstruktion gelost werden muss, lautet

argmfin i fllzv +2l@flh + 1AF - 313, (4.6)

mit der Wavelet-Transformation @ und v = (71, 72). Die Regularisierungsparameter
1 und o kontrollieren die Stérke der Glattung. Bei grolem 7, und kleinem -5 ge-
hen Detailinformationen verloren. Umgekehrt, fiir kleines v; und grofles s ist die
Methode anfillig fiir Rauschen und Artefakte. [31]

Bemerkung. Jede Seminorm |||, also insbesondere jede Norm ist eine konvexe
Abbildung, denn aufgrund der Normeigenschaften (2) und (3) (vgl. Kapitel 1.1) gilt
fur alle A € [0, 1]:

Az + (1= Nyl < [[Az][ + [I(1 = Myl = Mzl + (1 = Ayl

Die TV-Seminorm ist konvex, aber nicht streng konvex. Es existiert also ein globales
Minimum von (4.6), aber dieses muss nicht eindeutig sein.
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4.3 Losungsalgorithmus

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Losung des Minimierungsproblems (4.6). Fiir
unrestringierte nichtlineare Optimierungsprobleme stehen verschiedene Algorithmen
zur Verfiigung. Fiir hochdimensionale Probleme dieser Art ist das konjugierte Gra-
dientenverfahren gut geeignet.

Zur Bestimmung der Abstiegsrichtung muss der Gradient des Zielfunktionals be-
rechnet werden. Damit der Gradient berechnet werden kann, werden verschiedene
Umformungen durchgefiihrt.

4.3.1 Formulierung in Matrixschreibweise

Im erste Schritt wird der Ausdruck || f||7y in seine Matrix Form {iberfiihrt. Dazu wird
zuerst der eindimensionale Fall betrachtet und daraus dann der zweidimensionale
Fall abgeleitet.

Der eindimensionale Fall

Gegeben sei ein eindimensionales Signal z € RY. Wird die Matrix D definiert durch

-1 1 0 o --- 0
0 -1 1 0
D= 0 0 -1 1 c RN*N.
0 —1 1
0 0

dann gilt
Izll7va = [[Dz]1-

Der zweidimensionale Fall

Gegeben sei ein zweidimensionales Bild z in der Vektorschreibweise z € RY mit
N = n?. Das Pendant zu D ist im zweidimensionalen Fall die Matrix D, die mit
Hilfe des Kronecker-Produkts ausgedriickt werden kann

I, I,
_In In
- 0-—-1, 0-1,
o- (2)- | »
n n Dn
D,
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4.3 LOSUNGSALGORITHMUS

Im endlichdimensionalen Raum ist das Kronecker-Produkt einer m x n Matrix B
und einer p x ¢ Matrix C definiert durch

b1uC -+ b,C
Boc=| : -
b1 C - bpnC
Der TV-Operator kann formuliert werden durch

|zll7v,1 = [ Dz||1.

4.3.2 Berechnung des Gradienten

In der Problemformulierung
arg min nllFllrv +a2l@fll + |AF - ali3

wird die TV-Norm nun durch die Matrixschreibweise ersetzt. Dann lautet das Op-
timierungsproblem

argmfin NIDFll + 2l @ fll + [1Af — a3 (4.7)

Da die /1-Norm an der Stelle Null nicht differenzierbar ist, kann das konjugierte
Gradientenverfahren nicht direkt auf das Problem angewendet werden. Deshalb wird
der Betrag in der [{-Norm durch die differenzierbare Abbildung

pu(t) = V2 + A2

approximiert, wobei der Glattungsparameter A > 0 sehr klein gewahlt wird. Der
urspriingliche TV-Term

oN
D2y = (D)l
i=1

wird durch den differenzierbaren Ausdruck
PA(f) :=>_ul(D))
i=1

approximiert. Analog wird der Wavelet-Term

N —
122]s =) (@)l
i=1

durch die Approximation
N

NOEDINI(CID

i=1
ersetzt und die differenzierbare Formulierung des Minimierungsproblems lautet

argmjgn Jy(f), wit Ly (F) = nPA(f) + Q) + |Af —gll5. (4.8)

Im néchsten Schritt werden die drei Summanden einzeln abgeleitet.
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(i) Der Restriktionsterm lésst sich darstellen durch
1AF = gli3 = (Af — )" (Af — g).
Das heifit, die Ableitung ist gegeben durch
VIIAf - gl5 =247 (A] - 9).

(ii) Es gilt

SR 416 = Zu (D) +UDE))

2N

= ST /(D) + HDE):)(DE);

und somit fiir ¢ = 0
d
TP +16) |to—§ju (DF)i)(DE)s

(D)

:Zm

Sei nun W eine Diagonalmatrix mit Diagonalelementen w; = 1/4/(Df)? + A2.
Zusammen mit der Beziehung (1.1) folgt dann

VP\(f)=D'W.Df.
(iii) Analog lisst sich VQy(f) schreiben als
V() =2 W20,
wobei W5 eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen w; = 1/4/(®f)? + A2 ist.

Zusammenfiithren der Ableitungen liefert den Gradienten des Funktionals

VJ,(f) = nD "WiDf + 7@ Wod f + 24T (Af — g). (4.9)

4.3.3 Losungsalgorithmus

Nach der Vorarbeit in den Abschnitten 4.3.1 und 4.3.2 kann nun das Konjugierte
Gradientenverfahren eingesetzt werden um eine numerische Losung von (4.6) zu
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4.3 LOSUNGSALGORITHMUS

bestimmen. Dazu wird der folgende Algorithmus durchgefiihrt:

Algorithmus 4: Konjugierte Gradientenverfahren

Input

g - unterabgetastete Projektionsdaten
A - Messmatrix

P - Wavelet-Transformationsoperator
D - TV-Transformationsoperator

W1, Ws - Diagonalmatrizen

A - Glattungsparameter 1076

Y1, 72 - Regularisierungsparameter

TolGrad - Abbruchkriterium fiir Gradientenbetrag 1073
MaxlIter - Abbruchkriterium nach 200 Iterationen
4, n - line-search Parameter

JInitialisierung

k:07 fTO:Ov gOZVJ’Y(f_O)v doz_go

%Iterationen
while ||gol|]2 > TolGrad or k < Mazlter do

oc=1

while J, (f* + od*) > J,(f*) + dogod* do
| o=no

end

]Ek:Jrl _ JEk I

g1 = Vjv(ka)

Mk =91 — 4o

Br = max {O, min {
d" = —g1 + By d”

do =91
k=k+1

VI () T HVJw(f_’“)H%}}
G CON

end

Result: f - Approximation der Losung von (4.8)
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Kapitel 5

Experimentelle Ergebnisse

In diesem Kapitel wird die CT-Bildrekonstruktion mit Hilfe von Matlab simuliert
und der vorgeschlagene Algorithmus 4 getestet. Dazu wird das 512 x 512 Shepp-
Logan Phantom verwendet. Das bekannte Modellphantom des menschlichen Kopfes
besteht aus Ellipsen verschiedener Gréfien, Ausrichtungen und Dichten, die in Ta-
belle 5.1 aufgefiihrt sind.

Mittelpunkt grof3e kleine Rotations- | Dichte
Koordinate | Halbachse | Halbachse winkel

(0,0) 0.92 0.69 90 2.0
(0,-0.0184) 0.874 0.6624 90 -0.8
(0.22,0) 0.31 0.11 72 -0.2
(-0.22,0) 0.41 0.16 108 -0.2
(0,0.35) 0.25 0.21 90 0.1
(0,0.1) 0.046 0.046 0 0.1
(0,-0.1) 0.046 0.046 0 0.1
(-0.08,-0.605) 0.046 0.023 0 0.1
(0,-0.605) 0.023 0.023 0 0.1
(0.06,-0.605) 0.046 0.023 90 0.1

Tabelle 5.1. Phantom Parameter

In jedem Versuch besteht ein Projektionsdatensatz aus jeweils 725 Messwerten. Die
Aufnahmewinkel sind gleichméBig iiber 180° verteilt, wobei die Anzahl der Winkel
variiert. Zum Vergleich wird das Bild zusétzlich mit der gefilterten Riickprojektion
(Shepp-Logan Filter), ART, SART und dem TV-Verfahren rekonstruiert.

5.1 Bewertungskriterien

Neben der visuellen Beurteilung der Rekonstruktionen wird die Qualitdt mit Hilfe
von drei Kriterien bewertet.
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5.1 BEWERTUNGSKRITERIEN

Relative mittlere quadratische Fehler

Der relative mittlere quadratische Fehler (engl. relative root mean squared error,
RRMSE) ist ein bew#hrtes Maf fiir die Rekonstruktionsgenauigkeit. Fiir ein Bild f
und das entsprechende Referenzbild f,.y ist er definiert als

Hf B f ref ||2
[ frefll2
Der RRMSE nimmt den Wert Null an, wenn die Rekonstruktion und das Referenz-

bild identisch sind. Auflerdem gilt, je grofler der RRMSE, desto schlechter ist die
Rekonstruktion.

RRMSE =

Streifenartefakt Indikator

Da héufig Streifenartefakte in den sparse-view CT-Rekonstruktionsbilder auftreten,
wird das Streifen-Level durch den Streifenartefakt Indikator

SL="TV(f = fres)

quantifiziert. Allerdings ist zu beachten, dass nicht unbedingt gilt: Je niedriger der
Wert SI, desto weniger Streifenartefakte sind in dem rekonstruierten Bild vorhanden.
Der Wert des SI steigt auch, wenn die rdumlichen Auflésungen nicht {ibereinstimmen.
Deshalb ist es sinnvoll nicht den Absolutwert, sondern die relative Anderung des
Wertes zu betrachten, vgl. [27].

Strukturelle Ahnlichkeit

Ein weiteres Qualititsmaf ist die strukturelle Ahnlichkeit (engl. structural simila-
rity, SSIM), die in [29] von Wang et al. eingefithrt wurde. Der lokale SSIM Index
besteht aus drei Komponenten: der Ahnlichkeit der Leuchtdichten ! (p,t), der Kon-
trastahnlichkeit ¢(p,t) und der Strukturéhnlichkeit s(p,t). Dabei sind p und ¢ hier
lokale 11 x 11 Bildfenster, die sich jeweils an den gleichen Stellen zweier Bilder
befinden. Die lokale SSIM wird definiert als

S(p7t) = l(p7t)a : C(p7t)ﬁ : S(pat)7

_ 2uput+(]1 o 20'p0t+02 B 2Upt+c3 v

“Gatmra) Grera) Gova):
My +pi + C1 o, +o;+Co 0p0p + C3

Durch die Parameter «, 5 und v wird die Relevanz der Komponenten gewichtet. Hier
wird o = 8 = v = 1 gesetzt. u, und p; bezeichnen die lokalen Mittelwerte, o, und
oy die lokalen Standardabweichungen und o,; die Kreuzkorrelation. Die Konstanten
C1, Cy und (45 sichern die Stabilitit der Terme, wenn die Nenner klein sind. In
Anlehnung an [29] sind hier
2 2 C

Cy= (K L)?, Cy=(K3L)* und (3= 5
wobei L den Intensitatswertebereich angibt (bei 8 Bit konnen 256 verschiedene Wer-
te angenommen werden) und K7 = Ky = 0.001. Der SSIM Wert des gesamten Bildes
wird durch Zusammenfassung der lokalen SSIM Werte, in diesem Fall durch Mitte-
lung, berechnet. Hohere SSIM Werte kennzeichnen ein qualitativ besseres Bild.
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5.2 Wahl der Versuchsparameter

Um bei den Iterationsverfahren die optimale Anzahl der Durchldufe zu finden, wer-
den verschiedene Versuche durchgefiihrt. Dabei werden der RRMSE, SI und SSIM
Index in jeder Iteration bestimmt. Es werden Variationen mit verschiedenen Auf-
nahmewinkelanzahlen mit und ohne Rauschen beriicksichtigt. Die Ergebnisse sind
auszugsweise in Abbildung 5.1 dargestellt.

ART mit 40 Iterationen

RRMSE 4 Si SSIM
0.35 2.6 10 0.9
0.3
2.4 0.85
0.25
2.2 0.8
0.2
0.15 2 0.75
0 20 40 0 20 40 0 20 40
SART mit 40 Iterationen
RRMSE 4 Sl ssim
0.5 1.5 210 0.9
0.85
0.4
1 0.8
0.3
0.75
0.2 0.5 0.7
0 20 40 0 20 40 0 20 40
TV-Wavelet Verfahren mit 200 Iterationen
08 RRMSE 18 «10% Sl 1 ssim
0.6 1.6
0.8
0.4 1.4
0.6
0.2 1.2
0 1 0.4
0 100 200 0 100 200 0 100 200

Abb. 5.1. Bewertungskriterien fiir 30 Aufnahmewinkel ohne Rauschen

Beim ART-Verfahren bleiben alle drei Bewertungsgréfien nach 30 Iterationen na-
hezu unverédndert. Daher wird in allen Experimenten die ART mit 30 Iterationen
durchgefiihrt. Die optimale Anzahl der Durchliufe der SART liegt bei 20. Fiir die
TV-Methode und die TV-Wavelet-Methode werden im folgenden jeweils 150 Itera-
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5.3 REKONSTRUKTION AUS EXAKTEN DATEN

tionen betrachtet.

Sowohl bei der TV-Methode als auch dem TV-Wavelet Verfahren miissen zusétzlich
noch die Regularisierungsparameter festgelegt werden.

o SI | SSIM | RRMSE

0.04 | 1.1032-10* | 0.9817 | 0.0813
0.05 | 1.0968 - 10* | 0.9818 | 0.0814
0.06 | 1.0874-10% | 0.9819 | 0.0813
0.07 | 1.0832-10% | 0.9821 | 0.0807
0.08 | 1.0879-10% | 0.9819 | 0.0813
0.09 | 1.0863-10* | 0.9822 | 0.0810
0.1 | 1.0866-10* | 0.9821 | 0.0809
0.2 | 1.1553-10% | 0.9812 | 0.0819

Tabelle 5.2. Parameterwahl fiir TV-Methode

no| e | SI SSIM | RRMSE

0.06 | 0.01 | 1.0790-10* | 0.9821 | 0.0808
0.06 | 0.02 | 1.0927 -10* | 0.9819 | 0.0813
0.06 | 0.03 | 1.1796 - 10* | 0.9823 | 0.0804
0.06 | 0.04 | 1.0832-10* | 0.9822 | 0.0805
0.06 | 0.05 | 1.1796 - 10* | 0.9821 | 0.0808
0.05 | 0.03 | 1.0866-10* | 0.9821 | 0.0807
0.07 | 0.03 | 1.0824-10* | 0.9821 | 0.0809

Tabelle 5.3. Parameterwahl fiir TV-Wavelet-Methode

Anhand der Bewertungsgrofien fiir die verschiedenen Parameter, die auszugsweise
in den obigen Tabellen aufgelistet sind, wurde y; = 0.07 als Parameter fiir das TV-
Verfahren ausgesucht. Bei die TV-Wavelet-Methode werden v; = 0.06 und v =
0.03 gewihlt. Insgesamt fillt jedoch auf, dass die Resultate fiir die verschiedenen
Parameter sehr dhnlich sind, so lange die Parameter nicht zu grof} sind.

5.3 Rekonstruktion aus exakten Daten

Die Ergebnisse der verschiedenen Rekonstruktionen sind in den folgenden Abbil-
dungen dargestellt. In der ersten Abbildung sind die Rekonstruktionsergebnisse fiir
20 Durchstrahlungswinkel dargestellt. In den Abbildungen 5.3, 5.4 und 5.5 sind die
entsprechenden Resultate fiir 30, 45 bzw. 60 Aufnahmewinkel abgebildet.
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(a) Original

(e) TV (f) TV-Wavelet

Abb. 5.2. Rekonstruktionsergebnisse bei 20 Projektionen
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5.3 REKONSTRUKTION AUS EXAKTEN DATEN

(a) Original

(e) TV (f) TV-Wavelet

Abb. 5.3. Rekonstruktionsergebnisse bei 30 Projektionen
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(a) Original (b) FBP

(c) ART (d) SART

(f) TV-Wavelet

Abb. 5.4. Rekonstruktionsergebnisse bei 45 Projektionen
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5.3 REKONSTRUKTION AUS EXAKTEN DATEN

(a) Original (b) FBP

(c) ART (d) SART

(e) TV (f) TV-Wavelet

Abb. 5.5. Rekonstruktionsergebnisse bei 60 Projektionen
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Die Abbildungen zeigen, dass die TV- und TV-Wavelet Rekonstruktionen in allen
vier Fillen eine wesentlich bessere Auflésung haben als die ART und SART Re-
konstruktionen. Aulerdem weisen die TV- und TV-Wavelet Bilder im Vergleich zur
gefilterten Riickprojektion wesentlich weniger Streifenartefakte auf. In Abbildung
5.2 werden die drei kleinen Ellipsen in (e) und (f) bereits erfasst, aber in (c¢) und (d)
noch nicht. Allerdings sind die Strukturbegrenzungen der TV-Wavelet Bilder mit
nur 20 Durchstrahlungswinkeln verschwommen. Obwohl die Rekonstruktion mit der
TV-Wavelet-Methode auch bei 60 Winkeln noch leicht unscharf ist, sind die drei
kleinen Ellipsen deutlich zu erkennen.

(a) 20 Winkel (b) 60 Winkel

0.5 0.5
0 — 0 L
0.5 0.5
-1 : : : : : -1
n 100 200 20N ann 50N n 100 200 20N ann 5NN

Abb. 5.6. TV-Wavelet Rekonstruktionsprofil

Der optische Eindruck wird durch die Profilbilder in Abbildung 5.6 und durch die
Werte in Tabelle 5.4 bestétigt. Der relative Fehler ist bei den TV-Wavelet Rekon-
struktionen immer am niedrigsten und der strukturelle Ahnlichkeitsindex immer
am néchsten bei eins. Allerdings fallt auf, dass bei den Rekonstruktionen mit dem
Shepp-Logan Modellphantom nahezu kein Unterschied zwischen dem TV-Verfahren
und dem TV-Wayvelet-Verfahren zu erkennen ist. Das kann an der Beschaffenheit des
Modellphantoms liegen, welches nur aus stiickweise konstanten Flachen mit runden
Strukturbegrenzungen besteht. In [31] sind die Tests mit anderen Daten, insbeson-
dere auch mit realen Daten, durchgefiihrt worden. Dort ist zu sehen, dass die Struk-
turbegrenzungen bei der TV-Wavelet-Methode wesentlich schérfer sind im Vergleich
zur TV-Methode.

Projektionen ‘ Methode ‘ SI ‘ SSIM ‘ RRMSE
20 FBP 4.2079-10* | 0.7637 | 0.3833
ART 2.0162 - 10* | 0.8495 | 0.2101
SART 1.1011-10* | 0.8786 | 0.2078
™V 1.0819 - 10* | 0.9821 | 0.0807

TV-Wavelet | 1.0737-10% | 0.9824 | 0.0802
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5.4 REKONSTRUKTION AUS FEHLERBEHAFTETEN DATEN

Projektionen | Methode | SI | SSIM | RRMSE
30 FBP 3.9353-10* | 0.7845 | 0.2987
ART 2.1744-10* | 0.8748 | 0.1751
SART 1.2207 - 10* | 0.9056 | 0.1684
TV 1.1110-10* | 0.9842 | 0.0718
TV-Wavelet | 1.1110-10* | 0.9842 | 0.0718
45 FBP 3.2415-10* | 0.8276 | 0.2148
ART 2.1587 - 10* | 0.9060 | 0.1424
SART 1.3927-10* | 0.9326 | 0.1379
TV 1.0496 - 10* | 0.9873 | 0.0642
TV-Wavelet | 1.0492-10* | 0.9873 | 0.0642
60 FBP 2.8812-10* | 0.8632 | 0.1786
ART 2.1151-10* | 0.9296 | 0.1211
SART 1.3875-10% | 0.9486 | 0.1215
TV 9.8888 -10% | 0.9889 | 0.0601
TV-Wavelet | 9.8450 - 103 | 0.9890 | 0.0594

Tabelle 5.4. Qualitdtsmerkmale der Rekonstruktionsergebnisse

5.4 Rekonstruktion aus fehlerbehafteten Daten

Mit dem Zweck die Versuche etwas realistischer zu gestalten und den Algorithmus auf
seine Stabilitdt hin zu {iberpriifen wird den Sinogrammdaten nun additives weifles
gauflsches Rauschen w mit

el 905
||gexaktH2

hinzugefiigt und die in Abschnitt 5.3 gemachten Versuche wiederholt.
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(a) Original

(c) ART (d) SART

Abb. 5.7. Rekonstruktionsergebnisse bei 20 Projektionen

64



5.4 REKONSTRUKTION AUS FEHLERBEHAFTETEN DATEN

(a) Original (b) FBP

(c) ART (d) SART

Abb. 5.8. Rekonstruktionsergebnisse bei 30 Projektionen
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(a) Original (b) FBP

(c) ART (d) SART

(f) TV-Wavelet

Abb. 5.9. Rekonstruktionsergebnisse bei 45 Projektionen
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5.4 REKONSTRUKTION AUS FEHLERBEHAFTETEN DATEN

(a) Original (b) FBP

(c) ART (d) SART

(e) TV (f) TV-Wavelet

Abb. 5.10. Rekonstruktionsergebnisse bei 60 Projektionen
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Insgesamt ist zu sehen, dass die iterativen Verfahren wesentlich robuster in Bezug
auf Storungen der Projektionsdaten sind. Im Gegensatz dazu weisen die Rekon-
struktionen mit der gefilterten Riickprojektion so starke Artefakte auf, dass die drei
kleinen Ellipsen in keinem der FBP-Bilder zu erkennen sind. Durch die Glittung
bei der ART und SART geht die Bildschérfe verloren. Im Vergleich dazu sind die
Auflésungen in den TV- und TV-Wavelet-Bildern wesentlich besser. Bei 60 Projek-
tionen konnen sowohl die TV- als auch die TV-Wavelet-Methode die drei kleinen
Ellipsen klar voneinander abgrenzen.

Projektionen | Methode | SI | SSIM | RRMSE
20 FBP 1.1962 - 10° | 0.4902 | 0.4726
ART 2.4440 - 10* | 0.8417 | 0.2235
SART 1.3684 - 10* | 0.8760 | 0.2087
TV 1.2943-10* | 0.779 | 0.0842
TV-Wavelet | 1.2996 - 10* | 0.9775 | 0.0841
30 FBP 1.0105-10° | 0.5569 | 0.3765
ART 2.8545-10* | 0.8611 | 0.1920
SART 1.5386 - 10* | 0.9016 | 0.1698
TV 1.3462 - 10* | 0.9786 | 0.0767
TV-Wavelet | 1.3462 - 10* | 0.9786 | 0.0767
45 FBP 8.1385-10* | 0.6406 | 0.2837
ART 3.2540 - 10* | 0.8810 | 0.1733
SART 1.7046 - 10* | 0.9272 | 0.1400
TV 1.3507 - 10* | 0.9799 | 0.0704
TV-Wavelet | 1.3472-10* | 0.9798 | 0.0678
60 FBP 7.0588 - 10* | 0.7013 | 0.2392
ART 3.5605 - 10* | 0.8932 | 0.1616
SART 1.8031-10* | 0.9413 | 0.1246
TV 1.3832-10* | 0.9873 | 0.0685
TV-Wavelet | 1.3558 - 10* | 0.9795 | 0.0661

Tabelle 5.5. Qualitdtsmerkmale der Rekonstruktionsergebnisse

5.5 Einbindung der Zufilligkeit

Da beim CS die besten Rekonstruktionsergebnisse erzielt werden, wenn im Messvor-
gang Zufalligkeit mit im Spiel ist, wird noch ein weiterer Versuch durchgefiihrt. Dazu
werden 30 Projektionswinkel betrachtet, die in diesem Fall aber nicht gleichméBig
iiber 180° verteilt sind, sondern zufillig aus 180 gleichméBig iiber 180° verteilten
Winkeln ausgewéhlt werden. Zu jedem Winkel werden auch hier jeweils 725 Projek-
tionsdaten gewonnen. Die Rekonstruktionsergebnisse mit und ohne Rauschen sind
in Abbildung 5.11 dargestellt.
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5.6 FAZIT UND AUSBLICK

(a) Ohne Rauschen (b) Mit Rauschen

Abb. 5.11. Rekonstruktionsergebnisse bei zufilliger Winkelwahl

Die resultierenden Bilder sind wesentlich schlechter als die entsprechenden Bilder
5.3 (f) und 5.7 (f) bei gleichméfig verteilten Winkeln. Durch das Einbeziehen der
Zufalligkeit konnen dhnliche Situationen entstehen wie im Fall von begrenzten Auf-
nahmewinkeln. Das heifit die Aufnahmewinkel sind auf einen festen Winkelbereich
eingeschrankt. Dieses Szenario bringt wieder neue Anforderungen mit sich. Beson-
ders bei verrauschten Daten ist die begrenzte Winkelrekonstruktion sehr instabil.
Diese Vorgehensweise ist bei einer so geringen Projektionswinkelanzahl keine emp-
fehlenswerte Alternative.

5.6 Fazit und Ausblick

Die Versuche haben gezeigt, dass die Rekonstruktionen mit der TV-Methode bei
nur wenigen Aufnahmewinkeln bereits gute Ergebnisse liefern. Das Hinzufiigen der
Wavelet-Minimierung verbessert die Qualitét der rekonstruierten Bilder weiter, da
die Strukturbegrenzungen besser dargestellt werden. Im Vergleich mit den altbe-
kannten Verfahren schneidet die TV-Wavelet-Methode bei nur wenigen Blickwin-
keln und insbesondere auch bei fehlerbehafteten Daten am besten ab. Dennoch sind
auch diese Rekonstruktionen keineswegs exakt. Wie bereits in Kapitel 2 erldutert,
beruht die erfolgreiche Anwendung von CS auf zwei Pramissen. Das ist zum einen
die Sparsity-Bedingung an das gesuchte Signal und zum anderen die Incoherence-
Bedingung an die Abtastmatrix. Die Sparsity-Eigenschaft der tomographischen Bil-
der wurde in Abschnitt 4.2.1 dargelegt. Bei den bisherigen Betrachtungen wurde al-
lerdings die Eignung der Matrix auflen vor gelassen. Beim komprimierten Abtasten
kommt es vor allem darauf an, dass bei jeder Messung moglichst viele Informationen
iiber das gesuchte Objekt erfasst werden. Der Abtastmechanismus beim CT ist fest
vorgegeben. Bei einem Bild der Grofie 512 x 512 Pixel besteht jede Zeile der Mess-
matrix A aus 262144 Eintrdgen. Da aber jeder Strahl hochstens 2 - 512 — 1 = 1023
Pixel trifft, enthélt jede der Zeilen maximal 1023 von Null verschiedene Eintrige
und ist somit sparse. Solche Matrizen sind fiir die komprimierte Abtastung eher un-
geeignet, da viele Informationen verloren gehen. Das heifit, die Voraussetzungen fiir
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eine optimale Rekonstruktion mit CS sind in der CT nicht gegeben. In Anbetracht
dessen sind auch keine exakten Rekonstruktionen zu erwarten. Unter den beschrie-
benen Umstédnden sind die Rekonstruktionsergebnisse erstaunlich gut.

Bei der klinischen Anwendung darf auflerdem der Zeitfaktor nicht aufler Acht gelas-
sen werden. Ahnlich wie die ART und SART ist die iterative TV-Wavelet-Methode
zeit- und rechenaufwéindig. Moglicherweise kann die Laufzeit durch die Optimie-
rung des Quellcodes noch verbessert werden. Des Weiteren waren die bisherigen
Betrachtungen auf die CT mit Parallelstrahlgeometrie beschréinkt. Computertomo-
graphen, die auf der Parallelstrahlgeometrie basieren, werden in der Medizin nicht
mehr eingesetzt. Sie sind unpraktikabel, da fiir jeden Strahl eine neue Quellposition
benoétigt wird und somit die Messzeit zu lang ist. Deshalb ist man in der medizi-
nischen Anwendung zur Fécher- oder Kegelstrahlgeometrie iibergegangen. Bei der
Fécherstrahlgeometrie wird ein Fécher von Rontgenstrahlen aus der Quelle gesen-
det und bei der Kegelstrahlgeometrie wird anstatt einem Féacher von Strahlen ein
ganzer Kegel von Strahlen ausgesendet. Das hier entwickelte Optimierungsproblem
(4.6) lasst sich auch problemlos auf andere Geometrien {ibertragen.
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Matlab Code

n = 512;
m = n;
N = n*m;

% Abbruchkriterien
TolGrad = 107(-3);
MaxIter = 150;

si_fehler = zeros(MaxIter,1);
ssim_fehler = zeros(MaxIter,1);
rrmse_fehler = zeros(MaxIter,1);

% line-search Parameter
delta = 0.05;
eta = 0.6;

% Regularisierungsparameter
gammaTV = 0.07;
gammaW = 0.03;

% Sparsity-Transformation und TV-Transformation, vgl.

phiW = Wavelet();
phiTV = TVOPQ);

% Erzeuge lineares Gleichungssystem, vgl. [17]
theta = 0:6:179;

% theta = sort(randsample(180,30));

p = round(sqrt(2)*n);

d = round(sqrt(2)*n)-1;

[A,g_ex,f,”,”,”] = paralleltomo(n, theta, p, d);

f_bild = reshape(f,m,n);

% Rausch Level + Addiere Rauschen zu Daten
a = 0.005*norm(g_ex) ;
randn(’state’,0);

w = randn(size(g_ex));
w = a*w/norm(w) ;
g = g_ex + w;

% Initialisierung
k = 0;
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approx = zeros(N,1);

g0 = gradientl(approx, A, g) + gammaTV * gradientTV(approx, phiTV, m, n) +
gammaW * gradientWavelet(approx, phiW, m, n);

abstieg = - g0;

% Iterationen
while ( norm(g0,2) > TolGrad && k < MaxIter)
sigma = 1;
hilfswertil
, m, n);
hilfswert2 = g0O’*abstieg;

zielfktTVWavelet (approx, A, g, gammaTV, gammaW, phiTV, phiW

while (zielfktTVWavelet(approx + sigma*abstieg, A, g, gammaTV, gammaW,
phiTV, phiW, m, n) > hilfswertl + delta * sigma * hilfswert2)
sigma = eta * sigma;

end

approx = betrag(approx + sigma* abstieg);
gl = gradientl(approx, A, g) + gammaTV * gradientTV(approx, phiTV, m, n)
+ gammaW * gradientWavelet (approx, phiW, m, n);

mu = gl - g0;

gamma = max(0, min(((gl’*mu)/(abstieg’*mu)), ((gl’*gl)/(abstieg’*mu))));
abstieg = - gl + gamma * abstieg;

g0 = gl;

k=k +1

imagesc(reshape (approx,m,n)) ;

title(sprintf (’Iteration %d’, k)), axis square;

drawnow

si_fehler(k) = SI( approx, f, n, m );

K = [0.001 0.001];

[mssim ~] = ssim_index(reshape(approx,n,m), reshape(f,n,m), K); % vgl.
[29]

ssim_fehler(k) = mssim;

rrmse_fehler(k) = RRMSE( approx, f);

end

function [ y ] = zielfktTVWavelet (f, A, daten, gammaTV, gammaW, phiTV,
phiW, m, n )

% Aufstellung der Zielfunktion %

% Glaettungsparameter
lambda = 107 (-6);

% TV-Term

hilf = phiTV*reshape(f, n, m);

hilfi1 = (hilf(:,:, 1).72 + lambda)."(1/2) + (hilf(:,:, 2).72 + lambda)
o(1/2);

% Wavelet-Term
hilf2 = phiWsreshape(f, n, m);
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% Zielfunktion
y = (A*f - daten)’ * (Axf - daten) + gammaTV * norm(hilf1(:), 1) + gammaW *
norm(hilf2(:), 1);

end

function [ y ] = gradient1( f, A, daten )
% Ableitung von (Af-g)’(Af-g) %
y =2%* A> x (A x f - daten);

end

function [ gradient ] = gradientTV( f, phi, m, n )
% Ableitung des TV-Terms %

% Glaettungsparameter
mu = 10°(-6);

bild = reshape(f, m, n);

% D’WDf

Df = phix*bild;

G = Df.*(Df.*conj(Df) + mu)." (-1/2);
grad = (phi’*G).’;

gradient = grad(:);

end

function [ gradient ] = gradientWavelet( f, phi, m, n )
% Ableitung des Wavelet-Terms Y

% Glaettungsparameter
mu = 107 (-6);

bild = reshape(f, m, n);

% Phi’WPhif

Phif = phix*bild;

G = Phif.*(Phif.*conj(Phif) + mu)."(-1/2);
grad = (phi’*G).’;

gradient = grad(:);

end

79




