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Abstract

The topic of this thesis is the solution of integral equations in reproducing kernel
Hilbert spaces. Special emphasis is put on the efficient exploitation of the space
structure by a semi-discrete modelling.

Firstly, a Tikhonov-Phillips method is considered and Sobolev error estimates as
well as parameter strategies are established for various noise models. A modifica-
tion of the objective function leads to support vector regression methods resulting
in quadratic programming algorithms. The aforementioned error theory can be ge-
neralised to these nonlinear approaches and numerical tests indicate a considerable
stability improvement.

Beside these new reconstruction techniques, a convolution method for data pre-
smoothing is discussed and a scaling strategy is presented. Furthermore, a partition
of unity decomposition approach is investigated and applied to blurring operators.
Additional speed-up is accomplished by adapting the concept of Approximate Inver-
se to reproducing kernels. The resulting procedure is also included in semi-discrete
iterative methods. Finally, the application of the presented techniques to feature re-
construction problems is analysed. The behaviour of all algorithms is substantiated

with numerical examples.






Kurze Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Losung von Integralgleichungen in Hilbertrdumen
mit reproduzierendem Kern. Besonderes Augenmerk liegt auf der effizienten Aus-
nutzung der Raumstruktur durch eine semi-diskrete Modellierung.

Zunichst wird ein Tikhonov-Phillips-Verfahren betrachtet und fiir verschiedene Feh-
lermodelle werden Sobolev-Abschéitzungen und Parameterstrategien aufgestellt. Bei
Modifikation der Zielfunktion ergeben sich Support-Vektor-Regressionsmethoden,
die auf quadratische Programme fithren. Die vorangegangene Fehlertheorie kann
auf diese nichtlinearen Ansitze iibertragen werden, und numerische Tests zeigen
einen deutlichen Stabilitéitsgewinn.

Neben diesen neuen Rekonstruktionstechniken diskutieren wir die Mdéglichkeit der
Datenvorglittung durch Faltung und leiten eine Skalierungsstrategie her. Deswei-
teren untersuchen wir eine Methode zur Aufspaltung mittels Zerlegung der Eins
und wenden das Verfahren auf Blurring-Operatoren an. Zusétzliche Beschleunigung
wird durch Adaption des Konzepts der Approximativen Inversen auf reproduzie-
rende Kerne erreicht. Die resultierende Prozedur wird auflerdem in semi-diskreten
iterativen Verfahren verwendet. SchlieBlich wird die Ubertragung der hergeleite-
ten Techniken auf Feature-Rekonstruktionsprobleme analysiert. Das Verhalten aller

eingefiihrten Algorithmen illustrieren wir anhand numerischer Beispiele.
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Einleitung

Das Ziel bei der numerischen Losung von Regressionsproblemen und Operator-
gleichungen besteht darin, eine Funktion bestméglich aus (transformierten) diskre-
ten Werten zu rekonstruieren. Dabei ist insbesondere die Situation gestorter Daten
von Interesse, die dem Aspekt der Stabilisierung besondere Bedeutung zukommen
ldsst. Vom mathematischen Standpunkt aus betrachten wir Operatoren A : X — Y
zwischen zwei Hilbertraumen X und ), wobei stets vorausgesetzt wird, dass X einen
reproduzierenden Kern besitzt. Ist die rechte Seite g € ) gegeben, so interessieren

wir uns fiir eine Losung f* der Gleichung

Af =g. (1.1)

Typische Beispiele solcher Gleichungen erhélt man fiir Differentialoperatoren und

die in dieser Arbeit untersuchten kompakten Integraloperatoren der Form
Af@) = [ Kot f0)at (1.2)
[0

wobei 2 C R? ein gegebenes beschrinktes Gebiet ist, und der Integralkern k :
2% {2 — R bewirkt, dass das Bild von A unendlichdimensional ist. Das System (1.1)
kann keine, genau eine oder mehrere Losungen besitzen. Fiir kompakte Operatoren
hiingt die Losung auBerdem nicht stetig von den Daten ab. Ist g € R(A) @& R(A)*,
so betrachtet man statt (1.1) das Ersatzproblem

i Af — 1.3
min {|Af —glly} (1.3)
bzw. eine stabilisierte Version wie die Tikhonov-Phillips-Regularisierung
in {[|Af —gl13 3 1.4
min {[|Af - gl3 + 11713} . (1.4)

wobei v > 0 ein Glattungsparameter ist, dessen angepasste Wahl fiir die Qualitét
der Methode entscheidend ist. Weitere Verfahren zur Stabilisierung des Rekonstruk-
tionsprozesses sind die abgeschnittene Singuldrwertzerlegung, iterative Prozeduren
wie das Landweber- oder das CG-Verfahren, und das allgemeine Konzept der Ap-
proximativen Inversen [56]. Einen Uberblick zu Regularisierungsverfahren kann man

sich in der Monographie von Louis [52] verschaffen.
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Bei der numerischen Losung von (1.3) bzw. (1.4) sind naturgeméf Diskretisierungs-
aspekte zu beachten. So ist auch bei Rechnung mit dem kontinuierlichen Operator
das Ergebnis geeignet zu diskretisieren [72]. Alternativ kann zu Beginn auf einen
endlichdimensionalen Unterraum von X projiziert werden, wodurch sich iiblicher-
weise ein schlecht konditioniertes Gleichungssystem ergibt. Die erste Moglichkeit
ist insofern problematisch, als in Anwendungen oft nur diskrete Werte der rechten
Seite zur Verfiigung stehen. Eine elegante Alternative ist die direkte Einbeziehung
des Diskretisierungsprozesses in die Modellierung und die Betrachtung der Aufga-

benstellung als semi-diskretes inverses Problem.

Wir setzen in dieser Arbeit voraus, dass fiir eine Menge X = {z1,...,z,} C {2 von
n verschiedenen Datenpunkten nur die diskreten Funktionswerte gx = (g1,...,9n)"
mit g; = g(z;) bekannt sind. Unser Ziel ist die stabile Rekonstruktion der unbe-
kannten Funktion f* € X aus diesen Punktauswertungen von g auf der Datenmenge

X. Das (1.4) entsprechende Optimierungsproblem nimmt somit die Form
?gg{H(Af)m —gx |z, + I fI1%}- (1.5)
an. Da die beobachtbaren Werte g; verrauscht sein kénnen, ist weiter

min {[|(A)x — ok 7, + 11713} (16)

von Interesse, wobei g? ~ g(z;) die tatsdchlich gemessenen Datenwerte sind und der
Index § die Datenstorung quantifiziert. Zumeist werden wir von deterministischen
Datenstérungen der Form |g(x;) — g?\ < ¢ fur j = 1,...,n ausgehen, in Kapitel 3
untersuchen wir jedoch auch die Auswirkung stochastischer Rauschterme. Fiir die
Probleme (1.5) und (1.6) spielt der Kollokations-Operator

AX ZX—)R”, (Axf)JZAf(.’L‘]), j:l,...,n

eine entscheidende Rolle. Ein #hnlicher Operator wurde bereits in [10] und [11] be-
trachtet. Die Komponentenfunktionen wurden dort nicht als Punktauswertungen
eines Integraloperators definiert, sondern als beliebige stetig lineare Funktionale
auf einem Hilbertraum. Insbesondere wurde in diesen Arbeiten ein Losungskon-
zept iiber die Singulirwertzerlegung angegeben, und die Ubertragung bekannter
Losungsmethoden fiir inverse Probleme auf die semi-diskrete Situation wurde disku-
tiert. Allerdings wurden weder Lo-Fehlerabschétzungen noch eine zufriedenstellende
a-priori-Strategie fiir den Regularisierungsparameter hergeleitet. Das Aufstellen sol-
cher Fehlerschranken und verfahrensabhéingiger Parameterwahlen ist ein zentrales
Ziel dieser Arbeit.

Die Minimierungsprobleme (1.5) und (1.6) wurden auerdem im Kontext von spline
smoothing betrachtet [17, 93, 94, 95, 104], was der speziellen Situation A = id ent-
spricht. In den meisten dieser Arbeiten ist X ein Hilbertraum mit reproduzierendem
Kern (reproducing kernel Hilbert space, RKHS), wodurch man zu einer eleganten
Losungsprozedur gelangt. Solch ein Raum ist durch die Eigenschaft charakterisiert,
dass Punktauswertungen stetig sind. Spezielle RKHS sind die Sobolevrdume H™({2)
mit 7 > d/2, wobei der Index 7 ein Ma8 fiir die Glattheit der Funktionen ist.



1 Einleitung 9

Neben der Anwendung beim spline smoothing wurden RKHS erfolgreich zur Losung
partieller Differentialgleichungen eingesetzt. Eine Ubersicht iiber die sogenannten
verallgemeinerten Interpolationsmethoden (generalized interpolation bzw. generali-
zed recovery) ist in [101, Kapitel 16] zu finden. Exemplarisch seien die Beitrdge in
[25, 28, 29] als Anwendungen fiir PDE’s genannt.

Weiterhin werden RKHS im Bereich der Lerntheorie oder auch machine learning
benutzt, wo die Synthese einer Funktion aus diskreten Daten (x1,y1),. .., (Zn,Yn)
in einem stochastischen Kontext im Fokus steht [62]. Eine notwendige Anforderung
an eine gute Rekonstruktion ist einerseits ein gutes Approximationsverhalten auf
den Trainingsdaten, die zur Bestimmung von f dienen, d.h. fiir diese Punkte sollte
der Abstand |f(x;) — y;| moglichst klein sein. Andererseits ist fiir f eine Genera-
lisierungseigenschaft wiinschenswert, damit auch im Vorfeld unbekannte Testdaten
gut approximiert werden konnen. Die daraus resultierende Anforderung einer an-
gepassten Komplexitat wirft die zentralen Fragen auf, wie der Hypothesenraum zu
wiéhlen ist, in dem eine Approximation konstruiert wird, und wie die gegebenen

Daten effizient eingesetzt werden kénnen [18, 73].

Um Lernen als inverses Problem aufzufassen, wurde der sogenannte Sampling-
Operator (Sxf); = f(z;), j = 1,...,n eingefithrt [20, 19, 6]. In diesen Arti-
keln wurde herausgearbeitet, dass machine learning genau wie spline smoothing als
(stochastisches) Analogon des eingangs eingefiihrten semi-diskreten inversen Pro-
blems aufgefasst werden kann, wenn der Operator A gerade als Identitit auf X
gewéhlt wird. Im Kontext der so entstehenden Regressionsprobleme ist neben dem
Tikhonov-Phillips-Funktional die sogenannte e-intensive Abstandsfunktion
0 , x| <e
|z]e =
] —€e , |x| > €
von besonderem Interesse, da die Vernachldssigung kleiner Fehler einen zusétzli-
chen Stabilitétseffekt vermuten ldsst. In diesem Fall betrachtet man Minimierungs-

probleme der Form

min {Z |f(@:) — g2l + 7||f||%c}
=1

und bezeichnet die resultierenden Losungsverfahren als Support-Vektor-Regressions-
methoden (SVR-Methoden) [91]. Fiir den Spezialfall der Klassifikation wurden
SVR-Methoden Anfang der 90er Jahre von Boser, Guyon und Vapnik eingefiihrt
[12] und im Folgenden konsequent erweitert [16, 90]. Einen Uberblick zu SVR-
Methoden kann man sich in [15, 81, 83] verschaffen, Fehlerabschitzungen und a-
priori-Parameterwahlen sind in [77] zu finden. Zur Lésung von Integralgleichungen
wurden entsprechende Verfahren bisher nicht eingehend untersucht. Vapnik ver-
wendet zwar in [90] die e-Abstandsfunktion in Verbindung mit einem Standard-
Regularisierungsterm zur Inversion der Radon-Transformation, allerdings werden

weder Fehlerabschitzungen noch eine geeignete Parameterstrategie angegeben.

Nachdem wir nun die Problemstellung eingeordnet haben, soll der in dieser Arbeit

geleistete Beitrag skizziert werden. Nach Einfiithrung der Grundlagen in Kapitel 2
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wird in Kapitel 3 gezeigt, wie fiir das semi-diskrete Tikhonov-Phillips-Verfahren
(TP-Verfahren) ein optimaler Kompromiss zwischen Approximationsgiite und Sta-
bilitdt erzielt werden kann. Dazu ist erwartungsgeméf eine a-priori-Information iiber
die Norm der gesuchten Funktion notig. Desweiteren leiten wir bei Beschriankung
auf Sobolevrdume Lo-Abschétzungen her, die in Termen der Datendichte sowohl fiir
exakte als auch fiir gestorte Daten explizite Fehlerbetrachtungen erlauben. Durch
die Untersuchung deterministischer und stochastischer Rauschterme zeigen wir wei-
ter, wie fiir absolute bzw. relative Datenstérungen sinnvolle Parameterwahlen ab-
geleitet werden kénnen. Die zentralen Ergebnisse dieses Kapitels wurden bereits in
[47] veroffentlicht.

In Kapitel 4 wird erldutert, wie die SVR-Methoden als Projektionsverfahren zur
Losung von Integralgleichungen adaptiert werden kénnen. Nach Formulierung der
Algorithmen mittels quadratischer Programme werden ausfiihrliche Fehlerunter-
suchungen durchgefiihrt, die insbesondere gekoppelte Strategien fiir die Parameter
~ und € hervorbringen. Numerische Tests unterstreichen diese Resultate und zeigen
auflerdem, dass die SVR-~Verfahren bessere Ergebnisse als das entsprechende Projek-
tionsverfahren mit TP-Regularisierung liefern. Neben Stabilitdt im Funktionenraum
verifizieren wir bei den SVR-Methoden auch numerische Stabilitét, indem wir die
Kondition der relevanten Systemmatrix unabhéngig von den kleinen Singulédrwerten

des semi-diskreten Operators abschétzen.

Liegt die gesuchte Funktion nicht im Ansatzraum, so kann dieser Mangel durch ge-
eignete Operatordiskretisierung behoben werden. Wir weisen dies in Kapitel 5 nach,
indem wir die vorgestellten TP- und SVR-Verfahren anpassen und eine erweiterte

Fehlertheorie entwickeln.

Bevor wir weitere Regularisierungsverfahren betrachten, wenden wir uns in Kapitel
6 der Datenvorglittung mittels Faltung zu. Wir zeigen, wie Faltungsoperatoren
mit Sobolevkern optimal skaliert werden kénnen, um eine moéglichst gute Fehler-

ddmpfung fiir gegebene diskrete Daten zu gewéhrleisten.

In Kapitel 7 behandeln wir die in den Kontexten Interpolation und PDE’s bekannte
Methode der Zerlegung der Eins, welche zur Aufspaltung in lokale Probleme ver-
wendet werden kann. Fiir beliebige Integralgleichungen ermdoglicht dies die Reduk-
tion der Berechnungsdimension auf die Grofle der lokalen Probleme. Exemplarisch
zeigen wir fiir Blurring-Operatoren, dass eine schwache Lokalisierungseigenschaft
auch die Beschriankung auf lokale Daten und damit eine weitere Beschleunigung
des Rekonstruktionsprozesses erlaubt. Auflerdem leiten wir eine Abschéitzung des

resultierenden Lo-Fehlers durch die lokalen Approximationsfehler her.

In Kapitel 8 beschiiftigen wir uns mit dem von Louis entwickelten Verfahren der
Approzimativen Inversen [53, 54]. Wir zeigen, wie dieses auf die betrachtete Si-
tuation der Kollokation in RKHS angepasst werden kann. Ein datenunabhingiger
Rekonstruktionskern wird in zwei Stufen vorberechnet, um schlielich eine konti-
nuierliche Approximation der gesuchten Funktion durch einfache Matrix-Vektor-
Multiplikation an die diskreten Daten erzeugen zu koénnen. Dies ermoglicht ei-
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ne effiziente Losung von Operator-Inversionsproblemen. Auch fiir gestérte Daten
stehen geméf Kapitel 3 Parameterstrategien zur Verfiigung. Neben Stabilitdt im
Funktionenraum erreichen wir auch Stabilitét hinsichtlich der Basisdarstellung. Die
Anwendbarkeit der hergeleiteten Methode wird erneut am Beispiel von Blurring-

Operatoren demonstriert.

Die beiden bekanntesten iterativen Verfahren zur Losung inverser Probleme passen
wir in Kapitel 9 an das semi-diskrete Modell an. Wir leiten her, wie das Verfahren
der Approximativen Inversen im Landweber- bzw. CG-Verfahren sinnvoll integriert
werden kann. Dabei stellt sich heraus, dass eine kontinuierliche Approximation
erzeugt werden kann, obwohl in jedem Iterationsschritt lediglich Matrix-Vektor-
Multiplikationen zu berechnen sind. Fiir die entsprechend modifizierte Landweber-

Methode weisen wir auflerdem Konvergenz nach.

Mit dem Problem der Feature-Rekonstruktion befassen wir uns in Kapitel 10. Wir
zeigen, dass sich die hergeleiteten Verfahren nicht nur stabil zur Rekonstruktion der
Losung f* von Af = g, sondern auch zur Bestimmung linearer Transformationen
Lf* verwenden lassen, wenn dieses Ziel im Rekonstruktionsprozess beriicksichtigt
wird. Fiir Differentialoperatoren L weisen wir bei Beschrinkung auf Sobolevraume
auch in dieser allgemeinen Situation Konvergenz nach und leiten ein Saturierungs-
resultat fiir gestorte Daten her. Auch die in Kapitel 8 eingefiihrte Methode der
Approximativen Inversen adaptieren wir an die verallgemeinerte Aufgabenstellung.
Schliellich wenden wir das resultierende Verfahren zur Kantendetektion in ver-
wischten Bildern an. Die entsprechenden numerischen Experimente bestétigen die

theoretischen Resultate und demonstrieren die Praxisrelevanz.

Abgeschlossen wird diese Arbeit mit einem Fazit und einem kurzen Ausblick auf

zukiinftige Forschungsschwerpunkte.






Grundlagen

In diesem Kapitel geben wir eine Einfiihrung in die Themenbereiche Approximation
in Hilbertrdumen und inverse Probleme, die fiir das Verstdndnis der Arbeit notig
sind. Wir beginnen mit einem kurzen Uberblick iiber L,-Réume, Eigenschaften der
Fouriertransformation und Approximation durch Faltung. Danach fithren wir die
Sobolevridume ein, die als wichtiger Spezialfall der Hilbertrdume mit reproduzieren-
dem Kern von besonderem Interesse sind. Im Anschluss gehen wir allgemein auf
RKHS ein und stellen das verallgemeinerte Interpolationsproblem vor. Zum Schluss

des Abschnitts erldutern wir Standardverfahren zur Losung inverser Probleme.

2.1 L,-R3ume, Fouriertransformation und Faltung

Wir setzen in dieser Einfithrung grundlegende Begriffe der Integrationstheorie vor-
aus, die in aller Ausfiihrlichkeit in [37] nachgelesen werden kénnen. Eine kurze und
verstindliche Einfithrung ist beispielsweise in [21] zu finden. In diesem Abschnitt
sei £2 C R? stets ein Gebiet. Desweiteren bezeichnen wir mit u das Lebesgue-MaB
auf R? und sprechen im Folgenden stets von Messbarkeit im Sinne des Lebesgue-
Mafles. Man identifiziert nun auf {2 messbare Funktionen, die bis auf Nullmengen
iibereinstimmen, und erklért fiir 1 < p < oo den Raum L,({2) als die Menge der

auf {2 reell- oder komplexwertigen messbaren Funktionen, fiir die das Integral

1/p
1fllz,2) = </Q |f ()P dx)

existiert. Die auf diese Weise eingefithrte Norm macht L, ({2) zu einem Banachraum,

fiir p = oo ergibt sich mit der (wesentlichen) Supremumsnorm

ooy == inf  sup |f(z
llsmion = iaf, sup 170

der Banachraum L., ({2). Lediglich Lo({2) ist, mit dem inneren Produkt

<ﬁm=Aﬂwﬂﬂm

ausgestattet, ein Hilbertraum. Eine niitzliche Vertauschbarkeitsaussage liefert der

Satz von Lebesgue (Satz iiber die majorisierte Konvergenz).
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Satz 2.1 ([21], Lemma 4.16) Seien U C R¢ messbar und (fi)ren eine punkt-
weise konvergente Folge messbarer Funktionen. Ezistiert eine Funktion g € Lq(U)
mit | fx(2)] < g(x) fir alle k € N und fast alle x € U, so gilt

lim /Ufk(x)dm:/l]kli_)rgofk(ac) dx.

k—o0

Ein in dieser Arbeit hiufig gebrauchtes Hilfsmittel ist die Fouriertransformation.

Definition 2.2 Fiir f € Li(RY) bezeichnen wir die Fouriertransformierte mit

Ff(w):= A(w) — (QW)fd/2 N (x) oizTw g

und die inverse Fouriertransformierte mit
Flf)=@n) % [ f(w) e .
Rd

Fiir f € L1(RY) ist die Fouriertransformierte stetig. Ist hingegen f € L;(R?) stetig
und f € L1(R%), so gilt die Umkehrformel

fla) = @m) "% [ flw)e™ « dw.
Rd

In vielen Anwendungen ist im Zusammenhang mit Fouriertransformation die Fal-

tung zweier Funktionen f,g € L;(R?) von Bedeutung, die durch

(Fro)la) = [ fla=tg)d

definiert wird. Die in dieser Arbeit relevanten Rechenregeln der Fouriertransforma-
tion werden im folgenden Satz aufgelistet, die entsprechenden Beweise konnen zum

Beispiel in [84] nachgelesen werden.
Satz 2.3 Seien f,g € Li(R?).
1. Fir Sqf(x) := f(x/s), s #0 gilt:
Sof (@) = [s|"Sy/s f(x).
2. Fir T,f(z) := f(z —a), a € R? gilt:

T.f(z) = e 2 f(a).

3. Die Fouriertransformation der Faltung zweier Funktionen ist bis auf eine Kon-

stante die Multiplikation der einzelnen Fouriertransformierten (Faltungssatz):

frg=(02n"2 fg
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Wir schreiben C*(2) fiir die Menge der k-mal stetig partiell differenzierbaren Funk-
tionen auf 2. Mit C¥(2) bezeichnen wir die Menge der Funktionen in C*(£2) mit
kompaktem Triiger. Der Schwartzraum S ist definiert als die Menge der Funktionen

@ € C(RY), fiir die von x unabhiingige Konstanten Ca,8,, existieren mit
lz*DP p(z)| < Copy YreR?

und fiir alle Multi-Indizes a, 8 € Ng. S heifit auch Raum der schnell fallenden
Funktionen bzw. Testfunktionen. Neben den Funktionen aus C§°(R9) liegt auch die
skalierte Gauifunktion ¢, (z) = e=#l12113 mit s > 0 in S. Man kann die Fouriertrans-
formation auch auf dem Raum S betrachten und zeigen, dass sie dort ein isometri-
scher Automorphismus ist, insbesondere also ein beschrinkter linearer Operator. Die
Dichtheit von S in Ly (R?) liefert dann, dass eine eindeutige beschriinkte Fortsetzung
auf den Raum Ly (R?) existiert, die man als Fourier-Plancherel-Transformation oder
einfach wieder als Fouriertransformation bezeichnet. Zum Beweis dieser Sachverhal-
te kann als Hilfsmittel die Approximation von Funktionen durch Faltung herange-
zogen werden (siehe z.B. [101], Kapitel 5.2), ein abstrakterer Zugang iiber Distri-
butionen ist in [21] nachzulesen. Wir geben zwei wichtige Approximationsresultate

an, auf die wir in Kapitel 6 zuriickgreifen.

Satz 2.4 ([101], Theorem 5.22) Seien h € Li(R?) eine nichtnegative, gerade
Funktion mit [y, h(z)dz =1 und hy(x) := n®h(nz) firn € N.
1. Ist f € L,(R?) fiir 1 <p < oo, so ist f x hy, € L,(RY) und es gilt

n—oo

|f = f*hnl,@esy — 0.

2. Hat h zusdtzlich kompakten Trager und ist f € C(R?), so konvergiert f * hy, fiir
n — oo kompakt gleichmdfsig gegen f.

Die Funktion h,, ist also fiir grofle n eine approximative Einheit in Lp(Rd). Ein
etwas schwiicheres Approximationsresultat findet sich in [22], Kapitel 5. Fiir Gebiete
2 C R? lisst sich eine dhnliche Aussage herleiten.

Lemma 2.5 ([21], Lemma 4.22) Sei h € C§(R?) fir ein k € Ny eine nicht-
negative Funktion mit supp(h) C B1(0), [pa h(z)dz =1 und hy(z) := n®h(nz) fir
n € N. Weiter sei f: R — R mit supp(f) C £2.

1. Fiir hinreichend grofe n € N ist h,, x f € C¥(02).

2. Ist f € L,(£2) fiir 1 <p < o0, so ist hy, * f € L,(£2) und es gilt

n—oo

If = f*hnllL, — 0.

3. Ist f € C(12), so konvergiert f * hy,, kompakt gleichmdfig auf £2 gegen f.
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2.2 RKHS, Sobolevriaume und Sampling-Ungleichungen

In diesem Abschnitt fithren wir in die Theorie tiber Hilbertrdume mit reproduzieren-
dem Kern mit dem wichtigen Spezialfall der Sobolevriume ein. Fiir eine detaillierte

Darstellung verweisen wir auf [101], Kapitel 10.

Definition 2.6 FEs sei H ein reeller Hilbertraum von Funktionen f : 2 — R. H
heifit Hilbertraum mit reproduzierendem Kern (RKHS), falls eine (Kern-)Funktion
@ : () x 2 — R existiert, so dass

1. &(-,x) € H fiir alle x € 12,
2. f(x)={f,P(,x))u fir alle z € 2 und alle f € H.

Fiir reelle Hilbertrdume H besagt der Satz von Riesz, dass zu jedem stetig linearen
Funktional A : H — R ein eindeutiges Element ry € H existiert mit

M) =g s M = llralle,

wobei H* den Dualraum zu H bezeichnet, und r) Riesz-Représentant von A\ genannt
wird. Besitzt H einen reproduzierenden Kern, so ist @(-, z) offensichtlich der Riesz-
Représentant der Punktauswertung ¢, die durch 8, (f) := f(x) erklart ist. Daraus
folgt, dass der Kern @ eines RKHS H positiv definit ist im Sinne, dass alle Matrizen

(é(xiyxj))i,j:17...,n

positiv definit sind, sofern Punktauswertungen linear unabhéngig iiber H sind, was
wiederum H C C(f2) entspricht. Weiterhin ist leicht zu sehen, dass der Kern eines
RKHS eindeutig bestimmt ist. Es gilt allerdings auch die nichttriviale Riickrichtung,
d.h. jeder RKHS ist eindeutig durch den Kern bestimmt. Somit erzeugt jeder positiv
definite Kern @ : 2 x 2 — R einen eindeutigen Hilbertraum Ng(£2) C C(£2), den
sogenannten native space zu @, und die Begriffe positiv definite Funktion und re-
produzierender Kern eines Hilbertraums stetiger Funktionen koinzidieren. Zur Kon-

struktion von Ng(£2) betrachtet man den R-linearen Raum
Fp () := span{®(-,z) | = € 2},
der mit dem Skalarprodukt
N M N M
<Zaj¢(-,xj>726k¢(',yk > Zzajﬁkds I],yk
j=1 k=1 s  i=lk=1

zu einem Pré-Hilbertraum wird, und bildet dann den Abschluss beziiglich (-, -) 5. Die
Elemente des resultierenden Hilbertraums Fg({2) sind jedoch abstrakte Elemente,

also keine Funktionen mehr. Daher behilft man sich durch die injektive Abbildung

R:Fp(2) = C(R2), Rf(z):=(f,9(,2))s,

mittels der Ng(£2) := R(F5(£2)) zusammen mit dem Skalarprodukt
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<f1a f2>_/\/'q,(()) = <R_1f1a R_1f2>¢,

erklart wird, und sich tatsdchlich als Hilbertraum stetiger Funktionen herausstellt
(siehe [101], Theorem 10.10 und 10.11).

Fiir positiv definite Kerne ¢ € C(R%) N L;(R?) ist die Fouriertransformierte nicht-
negativ (also insbesondere reell) und liegt in L;(R?) ([101], Korollar 6.12). Ist ¢
zusétzlich radial, d.h. von der Form &(z,y) = ¢(||z — y||2), wobei || - ||2 die eukli-
dische Norm auf R? bezeichnet, so kann man den von @ erzeugten Raum mittels
Fouriertransformation charakterisieren. Gemé$ [101], Theorem 10.12 hat der RKHS
zu @ in diesem Fall die Gestalt

~

No(RY) = {f € Ly(RY)NCRY) | I Lg(Rd)},

Vo

ausgestattet mit dem Skalarprodukt

(f1, o) prp(may = (2m) 72 y fl(;;zf(w) dw.

Eine fiir uns wichtige Tatsache ist, dass zwei verschiedene Kerne denselben Hilbert-
raum H von Funktionen erzeugen kénnen, jedoch mit unterschiedlichen, zueinander
dquivalenten Skalarprodukten ausgestattet. Daher relaxiert man die Definition von
RKHS und bezeichnet in dieser Situation beide Kerne als reproduzierend fiir H. Wir
bemerken weiter, dass es niitzlich sein kann, Kerne auf ganz R statt lediglich auf
2 C R? zu untersuchen. Solche Kerne sind oft translationsinvariant, d.h. &(x,y) =
¢(x — y), und oft sogar radial. Dies ist beispielweise in dem wichtigen Spezialfall
niitzlich, dass der RKHS H ein Sobolevraum ist.

Fiir k € Ng und 1 < p < oo bezeichnet der Sobolevraum W} (£2) die Menge aller
Funktionen u € L,(f2) mit schwachen Ableitungen D*u € L,(12), |o| < k. Dieser

Raum ist ausgestattet mit der Norm
1/p

lullwe = | 32 1Dl o | - (2.1)
la|<k

Da wir uns in der vorliegenden Arbeit stets mit Hilbertrdumen beschéftigen, be-
schriinken wir uns von nun an auf die Rdume H*(2) := W§(2). Fiir 2 = R? kann
dann eine alternative Norm mittels Fouriertransformation erkliart werden, und die

Sobolevrédume lassen sich durch
H*®RY) = {f € LaRY) | () (1 +11-13)/2 € Lo(RY) | (2:2)
definieren. Es zeigt sich, dass die in (2.1) eingefiihrte Norm #quivalent ist zu
R 1/2
I lnguoy o= ([ TP @4 Tl av) (23)

Mit dieser Darstellung lésst sich eine weitere Charakterisierung ableiten.
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Lemma 2.7 Fiir f € Ly(R?) und k € N gelten die folgenden Aussagen:

1. Euzistieren Konstanten € > 0 und ¢ = c(k,d) > 0 mat
F@P < e+ [wf)~ ) YweRr?, (2.4)
s0 liegt f in H*(R?).
2. Ist umgekehrt f € H*(R?), so gilt die Abschitzung
F@P <o) 1+ lwl) =8 Vo eR?,

wobei ¢ : RT — RT eine Funktion mit p(w) — 0 fiir |w|| — oo ist.
Beweis.

1. Zun#chst bemerken wir, dass nach [26], Kapitel 9 folgende Aquivalenzen gelten:

d
/ 1+ ||0J||g)l dw <00 <= HwH%l dw < 00 — l< —=.
Rd'

llwlf2>1 2

Die Bedingung (2.4) liefert somit unmittelbar, dass f € H*(R?) liegt:

ey = [ TR0+l do < [ 1+ ol dw < oo,

2. Sei nun f € H¥(R%). Wir nehmen zunichst das asymptotische Verhalten
[f@)? = (1+ [lwlf3) =+

mit einem Index [ > —% an. Dann folgt jedoch

1120y = / F@P 1+ [wl3) dw = / (L+ [Jwll3) dw
Rd R4

im Widerspruch zu f € H*(R?), da obiges Integral gemif dem ersten Teil nicht
existiert. Auch fir

F@)? = @)1+ [l =+

mit einer nach unten beschrinkten Funktion ¢ : R? — R* erhilt man analog

einen Widerspruch, woraus die Behauptung folgt.

O

Die Darstellung (2.3) kann auferdem verwendet werden, um fraktionale Sobolev-
riume auf R? einzufithren, da man das Integral fiir alle kK = 7 > 0 betrachten kann
(sogar fir k = 7 € R). Es gibt unterschiedliche Wege, fraktionale Sobolevriaume
auch fiir beschrinkte Gebiete zu definieren [1, 13, 89]. Ublicherweise erklirt man
den Raum H7(f2) fir 7 = k + s mit 0 < s < 1 durch Einfiihrung der Halbnorm

1/2

ID“ Du(y)[?
Ul grrts () = Z// |d+25 dx dy

|a|=k
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und der Norm

9 9 1/2
ey = (lullge gy + lulpnseay) -

Der Sobolev’sche Einbettungssatz besagt, dass H” (§2) als Teilraum von C(£2) auf-
gefasst werden kann, falls 7 > d/2 gilt (siehe [105], Kapitel V.2). In diesem Fall
ist H™(£2) also ein RKHS, allerdings ist der reproduzierende Kern schwierig zu
bestimmen und von komplizierter Gestalt. Die Relaxierung der Definition von Hil-
bertrdumen mit reproduzierendem Kern durch die Identifikation zueinander dquiva-
lenter Normen fiihrt jedoch dazu, dass eine Reihe von Kernen zur Verfiigung steht.
Auf ganz R? ist folgende Charakterisierung hilfreich.

Lemma 2.8 ([101], Korollar 10.13) Seit > d/2. Erfillt die Fouriertransforma-
tion einer integrierbaren Funktion @ : R? — R

a(l+[lwl3) 7 <Pw) S (1+|wl3)™, weR? (2.5)

mit Konstanten co > ¢1 > 0, so ist @ ein reproduzierender Kern von HT(Rd) und
das durch

Awh@
Rd @(w)

definierte Skalarprodukt ist dquivalent zum Standard-Skalarprodukt auf H™ (R%).

(f1, f2) ==

W

Ein Vergleich von Lemma 2.8 mit Lemma 2.7 zeigt, dass das Quadrat der Fourier-
transformierten einer Funktion f € H™(R?) um bis zu 7 — % schwicher abklingt als
dasjenige eines reproduzierenden Kerns von H™ (R?). Umgekehrt sieht man, dass ein
reproduzierender Kern von H™(R9) in einem Sobolevraum hoherer Ordnung liegt,
némlich in H2—(£+¢),

Der sogenannte Maternkern erfiillt (2.5) mit ¢; = ¢ = 1 und ist fiir 7 > ¢ durch

21—T
I'(7)
erklart, wobei I' die Gammafunktion und K, die modifizierten Besselfunktionen
dritter Art bezeichnen (siehe [101], Kapitel 5.1). Weitere Beispiele fiir Kerne, die
(2.5) erfiillen, sind die Wendlandfunktionen [98, 99]. Diese sind radiale, auf R¢ po-

sitiv definite Funktionen, die einen kompakten Triger besitzen, auf dem sie durch

o7 (x) = Il EICi_T(Hxlla) (2.6)

univariate Polynome dargestellt werden konnen. Sie erfiillen weiterhin (2.5) mit
7 =k+(d+1)/2, wobei k ein Glattheitsindex ist. Genauer gehéren sie zu C?*(R9)
und generieren fiir ungerade Raumdimension Sobolevrdume ganzzahliger Ordnung,
fiir gerade Raumdimension ist ihre Ordnung “ganzzahlig plus einhalb®. Eine Uber-
sicht {iber die wichtigsten Wendlandfunktionen ist in Tabelle 2.1 gegeben. Auf
Grund ihrer einfachen Gestalt und der Eigenschaft des kompakten Trigers sind

diese Funktionen wesentlich besser zu handhaben als der Maternkern aus (2.6).

Existiert fiir £2 C R? ein stetiger Extensionsoperator Ep, : 2 — R, so iibertriigt sich
die Reproduktionseigenschaft eines Kerns von R? auf (2. Insbesondere fiir Mengen {2

mit Lipschitzrand ist diese Bedingung erfiillt. Grob gesprochen lasst sich der Rand
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Raumdimension Funktion Glattheit

p10(r) =(1—r)+ c°

d=<1 $1a(r) = (1=7)3(3r +1) c?
b12(r) = (1 — )% (872 +5r 4 1) ct
p30(r) = (1—r)% c°
$3a(r) = (1—r)i(4r+1) c?

d<3
b32(r) = (1 —1r)8(35r2 +18r 4 3) ct
b33(r) = (1 —r)8(32r3 +257% 4 8r 4+ 1) c*

Tabelle 2.1. Wendland-Funktionen ¢g .

einer solchen Menge lokal als Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion schreiben,

wobei {2 komplett auf einer Seite des Graphen liegt [13].

Lemma 2.9 ([101], Korollar 10.48) Es sei 7 > d/2 und 2 C R? eine Menge
mit Lipschitzrand. Besitzt die Fouriertransformation einer Funktion & € L;(R?)
das Abklingverhalten (2.5), so ist der durch @ : 2 — R erzeugte RKHS bis auf
Aquivalenz der Skalarprodukte gleich HT(£2).

Da die Wendlandkerne kompakten Tréager besitzen, erzeugen sie somit fiir Gebiete
mit Lipschitzrand auch die Sobolevraume H7(£2). Obwohl die meisten bekannten
Kerne, die Sobolevraume generieren, radial sind, gibt es auch erzeugende Kerne, die
nicht einmal translationsinvariant sind [69, 70]. Die Wahl eines solchen Kerns wirkt
sich zwar auf die in den néchsten Kapiteln vorgestellten Resultate nicht direkt aus,

kann jedoch die numerische Umsetzung erschweren.

Wir fithren nun Abschéitzungen ein, auf denen die meisten der in den folgenden
Kapiteln vorgestellten Konvergenz- und Saturierungsresultate basieren. Diese soge-
nannten Sampling-Ungleichungen machen Aussagen dariiber, wie stark die Sobolev-
norm ||f||ge(o) einer Funktion f € H?(£2) zusammen mit ihren Werten auf einer
diskreten Menge die Norm || f| o (0 fiir Glattheitsindizes o < 6 beeinflusst. Dies
ist nur bei hinreichender Regularitit des Gebiets {2 moglich, beispielsweise wenn 2
einen Lipschitzrand besitzt. Die zu Grunde liegende Idee ist, dass eine Funktion auf
einem Gebiet nur kleine Werte annimmt, sofern dies auf einer geeigneten diskreten
Menge gilt und hinreichend viele Ableitungen beschrinkt sind. Als entscheidende
Grofle erweist sich die Dichtheit der Daten aus X in {2, die durch den Fiillabstand
hix,0 = sup miy o= 26
gemessen wird. Die folgenden Sampling-Ungleichungen basieren auf einem in [66]
hergeleiteten Konvergenzresultat. Wir zitieren zwei verbesserte Versionen, die allge-

meinere Aussagen machen, da sie neben der Sobolev-Glattheit auch diskrete Werte
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der betrachteten Funktion einbeziehen. Der folgende Satz wurde in [104] fiir belie-
bige Wp-Raume hergeleitet, wir beschrénken uns erneut auf den Hilbertraumfall.

Satz 2.10 Sei 2 C R? ein beschrinktes Gebiet, das eine innere Kegelbedingung
erfullt. Dann gibt es fir jede diskrete Menge X C {2 mit hinreichend kleinem FYill-
abstand h = hx o eine von X unabhdngige Konstante C' = C(o,d, 2) > 0, so dass
fiir alle f € H®(2) und alle § > o + ¢ 5 gilt:

I f o) < C (h970||fHH9(Q) +h7 fllew x)) -

Es sei bemerkt, dass ein beschrianktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand stets eine
innere Kegelbedingung erfiillt. Neben diesem Resultat, das die Kenntnis des maxi-
malen Wertes von f auf X voraussetzt, ist auch eine entsprechende Aussage unter
der Information || f||¢,(x) statt ||f|l¢.(x) von Interesse. Bei trivialer Abschitzung
kommt der unerwiinschte Faktor v/n ins Spiel, der fiir uniforme Daten h~%/2 ent-
spricht. Die in [2] bewiesene Sampling-Ungleichung, die bereits in den Bemerkungen
aus [67] vorweggenommen wurde, zeigt jedoch, dass dieser Effekt durch die stérkere
Information vermieden werden kann. Wie oben betrachten wir nur den Hilbertraum-

fall, verallgemeinern die Aussage in dieser Situation jedoch geringfiigig.

Satz 2.11 Sei 2 C RY ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand und
sei 0 > d/2. Dann gibt es fir jede diskrete Menge X C 2 mit hinreichend kleinem
Fillabstand h = hx o eine von X unabhingige Konstante C = C(o,d, 2) > 0, so
dass fiir alle f € H%(2) und o € [0, |0]] gilt:

I fll o) < C (ha_UHfHHe(n) + hd/Q_onHez(X)) :

Beweis. Die Sampling-Ungleichung ist ein Spezialfall derjenigen aus [2], jedoch fiir
o €10,]0]]statt 0 =0, ..., |#]. Die leichte Verallgemeinerung kann durch Interpola-

tion in Sobolevrdumen erreicht werden. Genauer gesagt nutzen wir die Abschétzung

10y < A5 o) A

aus, die fiir @ < v < 3 gilt (siehe [68], VII.4). Verwenden wir a = m, § = m + 1
und o =~ fiir ein m € Ny mit m + 1 < 6 und nehmen wir an, dass die Aussage fiir

m und m 4+ 1 gilt, dann kénnen wir schlieflen:

1oy < NI 115 )
< C (A f oy + B2 f ey |

% [A7= 0 £l g0y +hd/2’(m“)||f||e2(X)]

m+l—o

m+l—o
= CH™7 [0 fll oy + W™ flley )]

X [RO7 1 f oy + B2 )
= Chm = [B07| fl o ey + B Flleaco) |

= O [W o + B> U flleac))
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2.3 Verallgemeinerte Interpolation in RKHS

Es seien 2 C R? und H C C(£2) ein Hilbertraum stetiger Funktionen f : £2 — R.
Das verallgemeinerte Interpolationsproblem ist wie folgt definiert.

Definition 2.12 Gegeben sind n linear unabhdngige Funktionale Ay,..., A, € H*
und ein Datenvektor § = (g1,...,9n)T € R™. Ein verallgemeinerter Interpolant
ist eine Funktion f € H, die \;(f) = g;, j = 1,...,n erfillt. Der Interpolant
fT minimaler Norm, auch optimal recovery function genannt, ist definiert als die

Lésung von
min{|[flls [ Aj(f) = g5, 5 =1,....n} (2.7)

Es ist bekannt, dass der normminimale verallgemeinerte Interpolant eine Linear-
kombination der Riesz-Repriasentanten der Funktionale ist, und dass der Koeffizi-
entenvektor in dieser Darstellung durch Losung eines linearen Gleichungssystems
ermittelt werden kann. Dies wurde bereits in [10] durch Betrachtung der Aufgabe
als semi-diskretes inverses Problem gezeigt. Das Minimierungsproblem (2.7) lisst
sich am besten 16sen, wenn H stetig in C({2) eingebettet ist, da die Riesz-Repriisen-
tanten dann explizit gegeben sind. In dieser Situation ist H ein Hilbertraum mit re-
produzierendem Kern, und der Riesz-Repréasentant ry eines Funktionals A € H* ist
durch Anwendung auf ein Argument des Kerns gegeben, d.h. es gilt ry = AY®(-,y).
Hier und im Folgenden gibt der Index y bei A das Argument an, auf welches das

Funktional angewendet wird. Wir zitieren nun [101, Theorem 16.1].

Lemma 2.13 FEs seien H ein RKHS mit Kern @ und Aq,..., A\, € H* linear un-
abhingige Funktionale. Dann ist die Lésung f+ von (2.7) gegeben durch

n
f+ = ZQJA?¢(7?/)7
j=1
wobei o € R™ die Losung des linearen Gleichungssystems My .o o =g mit
(MA,é)ij = )‘ngé(Ivy)a Zv] = 17”
1st.

Die Matrix M, ¢, die in der Literatur als Interpolationsmatrix oder symmetrische

Kollokationsmatrix bezeichnet wird, ist eine Gram-Matrix, da
(Mag)ij = NNO(x,y) = (NP(, ), N{D(,y))m = (Ni, Aj) -

gilt, und somit positiv semidefinit. Da die Funktionale als linear unabhéingig vor-
ausgesetzt wurden, ist M, ¢ sogar positiv definit. Wir wenden diese Theorie spater
auf die Funktionale A\;(f) = Af(x;), 7 =1,...,n an und werden schen, dass diese
unter Standardannahmen an den Integraloperator tatséchlich in H* liegen.

Neben dem Operator spielt auch die Verteilung der Datenpunkte x; eine wichtige

Rolle, die wir in Kapitel 3 untersuchen werden. Insbesondere sollte gemafl Lemma
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2.13 die lineare Unabhéngigkeit der Funktionale sichergestellt werden. Ist A jedoch
ein Integraloperator der Form (1.2) und existiert ein Punkt z; € {2 mit k(z;,z) =0
fiir alle z € {2, dann folgt

)\j(f):Af(xj):/Qk(mj,:c)f(x)dm:(), fE€eH.

In Kapitel 3 geben wir einen Beweis fiir eine allgemeinere Version von Lemma
2.13 an, indem wir die Interpolationsaufgabe als semi-diskretes inverses Problem
auffassen. Dies erlaubt insbesondere eine Darstellung des Approximanten iiber die
Singuldrwertzerlegung des semi-diskreten Operators bzw. der Interpolationsmatrix
My,. Desweiteren wird dort gezeigt, dass auf die Forderung der linearen Un-
abhéngigkeit der Funktionale verzichtet werden darf, allerdings kann dies nume-

rische Schwierigkeiten aufwerfen.

2.4 Regularisierung schlecht gestellter Probleme

In diesem Abschnitt fithren wir die Grundziige der Regularisierung inverser Pro-
bleme ein. Wir beschridnken uns bei der Darstellung auf den Spezialfall linearer,
beschriankter Operatoren zwischen Hilbertrdumen. In groflerer Ausfiihrlichkeit kann
dieses Thema beispielsweise in den Standardwerken von Louis [52], Engl, Hanke und
Neubauer [24], Rieder [75], Hofmann [40] und Tarantola [85] nachgelesen werden.

Es seien also X',) Hilbertrdume und A : X — ) linear und stetig. Im Folgenden
bezeichnen wir die Menge der stetigen, linearen Operatoren von X nach ) mit
L(X,Y), im Fall X = Y schreiben wir £(X). Fiir lineare Operatoren A : X — ) ist

bekanntermaflen Stetigkeit dquivalent zu Beschréinktheit.

Fiir gegebene Daten g € Y ist das Ziel die stabile Losung der in (1.1) eingefiihr-
ten Gleichung Af = g. Existiert der inverse Operator A~! und ist dieser ebenfalls
beschrinkt, so gilt f = A~'g. In dieser Situation ist die Inversion von A also un-
problematisch, weshalb das Problem gem#fl Hadamard als gut gestellt bezeichnet
wird. In vielen Anwendungen existiert jedoch entweder A~! nicht oder ist im Falle
der Existenz nicht stetig. Man nennt das vom Operator und den Rdumen abhéngige
Problem dann (etwas irrefithrend) schlecht gestellt [36]. Das prominenteste Beispiel
fiir solche nicht stetig invertierbare Abbildungen sind kompakte Operatoren zwi-

schen Hilbertrdumen mit unendlichdimensionalem Bild.

Falls A~! nicht existiert, benttigt man zudem einen erweiterten Losungsbegriff, da
die Gleichung Af = g nicht 16sbar ist, wenn g nicht im Bildbereich R(A) des Ope-
rators liegt. Man geht daher zum verallgemeinerten Problem der Minimierung des
Defektes J(f) := ||Af — g||y tiber. Dieser wird auf Grund der Hilbertraumstruktur
genau dann minimal, wenn Af = ng gilt, wobei ”Pm die Orthogonalprojektion
auf R(A) bezeichnet. Allerdings besitzt das Defektfunktional kein eindeutiges Mini-
mum in X', weshalb man Eindeutigkeit durch die Auswahl desjenigen Minimums mit
minimaler Norm in X erzwingt. Diese Zusatzforderung ist dquivalent zur Auswahl

der verallgemeinerten Losung im orthogonalen Komplement des Nullraums von A.
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Ungliicklicherweise ist die Losbarkeit dieses verallgemeinerten Problems nur genau
dann garantiert, wenn g in R(A)@®R(A)~* liegt. Da R(A) im unendlichdimensionalen
Bildraum ) nicht abgeschlossen sein muss, gilt im Allgemeinen R(A)® R(A)*+ C V.

Definition 2.14 Die Abbildung At : D(A1) := R(A) @ R(A)* — X, die jedem
Element g € R(A) ® R(A): das eindeutige Minimum des Defektes |Af — gy in
N(A)L zuordnet, heifit Verallgemeinerte Inverse (Moore-Penrose Inverse) zu A.

fT:= ATg wird als Minimum-Norm-Ldsung bezeichnet.

Die Verbindung von f+ mit der verallgemeinerten Lésung aus Definition 2.12 werden
wir in Kapitel 3 herstellen. Ist A injektiv, so fillt AT offensichtlich auf R(A) mit der
dort wohldefinierten inversen Abbildung A~' zusammen. Die Hilbertraumstruktur
erlaubt desweiteren eine Darstellung iiber die Normalgleichung zum Ausgangs-
problem (1.1).

Lemma 2.15 Seien A € L(X,Y) und g € D(AT) := R(A) @ R(A)*. Dann gilt:

1. AT ist linear.
2. ft:= ATg ist die eindeutige Losung der Normalgleichung
A*Af = A*g (2.8)
in N(A)*.
3. N(AY) = R(A)L, R(AT) = N(A)*.

4. AT ist genau dann stetig, wenn R(A) abgeschlossen ist.

Man beachte, dass D(A") := R(A) @ R(A)* zwar in ) dicht liegt, jedoch AT genau
dann unstetig ist, wenn R(A) nicht abgeschlossen ist. In Anwendungen liegt nun
die rechte Seite g zumeist verrauscht vor, d.h. es steht lediglich ein ¢° € Y mit
llg° — g|ly < 0 zur Verfiigung. Bei Unstetigkeit von AT kann dann f := A*g°
sofern dies iiberhaupt wohldefiniert ist, weit entfernt von der verallgemeinerten
Losung fT = ATg liegen. Kleine Fehler in den Daten kénnen sich also duferst
negativ auf das Rekonstruktionsergebnis auswirken. Um die Schwierigkeit der Feh-
lerverstirkung zu umgehen, approximiert man A" punktweise durch eine Folge be-
schrankter Operatoren, wodurch sich das Konzept der Regularisierung ergibt, das
1963 von Tikhonov eingefiihrt wurde [87] (siche auch [88]).

Definition 2.16 FEine Regularisierung der Verallgemeinerten Inversen A ist eine
Familie (T7) >0 von Operatoren T7 : Y — X, fiir die eine Parameter-Auswahlregel

v =7(8,9°) existiert mit
lim sup {7(3,9°) | ° €Y, [l9° —glly <0} =0,
so dass gilt:

. 5
tim sup { |77 — A% gllx | g° € V. |lg” — glly <3} =0.
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Der Parameter ~ wird als Regularisierungsparameter bezeichnet. Hingt v von ¢°
ab, so sprechen wir von einer a-posteriori-Parameterwahl, andernfalls von einer

a-priori-Parameterwahl.

Man beachte, dass an die Familie (7"7),~¢ nicht die Forderung der Linearitét gestellt
wird. Ist diese zusétzlich erfiillt, spricht man von einer linearen Regularisierung.
Desweiteren fordert man keine gleichméflige Konvergenz gegen die verallgemeinerte
Inverse, da der Satz von Banach-Steinhaus die Beschriinktheit von A" implizieren
wiirde, die im Allgemeinen gerade nicht gegeben ist. Folglich muss fiir den Grenz-
wert der Operatornorm lii% |77 ||y—x = oo gelten. SchlieBlich sei bemerkt, dass die
Regularisierungsoperatolen T7 auf ganz ) definiert sind, und somit die Anwend-

barkeit auf gestorte Daten im Gegensatz zu AT stets moglich ist.

Beispiele fiir Regularisierungen lassen sich besonders leicht fiir kompakte Opera-
toren angeben, da diese eine Singuldrwertzerlegung (SWZ) besitzen. Dies wird im

Folgenden prézisiert.

Definition 2.17 Ein linearer Operator A : X — Y heifit kompakt, wenn jede be-
schrinkte Teilmenge U von X relativ kompaktes Bild unter A hat. Die Menge der
kompakten Operatoren von X nach ) bezeichnen wir mit K(X,)), im Fall X =Y

schreiben wir K(X).

Die Kompaktheit eines Operators A ist dquivalent dazu, dass fiir jede beschrénkte
Folge (fj)jen in X die Bildfolge (Af;)jen einen Haufungspunkt in ) besitzt. Au-
Berdem gilt K(X,Y) C L(X,)Y), d.h. die Kompaktheit eines Operators impliziert

seine Beschrinktheit. Insbesondere die in (1.2) eingefiihrten Integraloperatoren
Af(x) ::/ k(x,t) f(t)dt
Q

sind fiir kompakte Mengen 2 C RY und Kernfunktionen k € Lo(£2 x §2) auf Lo({2)
kompakt, d.h. es gilt A € K(L2(£2)) (siehe [39], Abschnitt 87).

Kompakte Operatoren auf Hilbertraumen fithren genau dann auf schlecht gestellte
Probleme, wenn das Bild von A unendlichdimensional ist. Nach [40], Satz 3.4 gilt
namlich fir A € K(X,Y) genau dann R(A) # R(A), wenn dim(R(A)) = oo ist.

In diesem Fall ist also nach Lemma 2.15 die Verallgemeinerte Inverse unstetig. Ein

weiteres wichtiges Resultat liefert der folgende Satz.

Satz 2.18 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte kompakte Operatoren)
Sei A € K(X) selbstadjungiert. Dann existiert eine orthonormale Folge (v;) en in

X und eine Folge (pj)jen in R mit |pi| > |po| > ... >0, so dass

o0
Af =" (f,v) 05
j=1
ist. Die Folge (p1;)jen bricht entweder ab oder konvergiert gegen 0. AufSerdem sind
die Werte u; gerade die Figenwerte von A, die Funktionen v; sind die zugehiorigen

Eigenfunktionen.
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Ist nun A € K(X,Y) mit Adjungiertem A*, so ist A*A : X — X kompakt, selbst-
adjungiert und positiv semidefinit. Wir bezeichnen die gemafl Satz 2.18 existie-

renden absteigend geordneten positiven Eigenwerte von A*A mit (p;);jen und die

zugehorigen orthonormalen Eigenvektoren mit (vj;)jen. Weiter seien o; = /5
und u; := -~ Av;. Die Werte o; heifien Singulérwerte und (v;,u;,0;)jen wird als
J

singulires System oder Singuldrwertzerlequng (SWZ) von A bezeichnet. Nach Defi-
nition gelten dann die Gleichungen

AUj =0o5Uj , A*Uj = 0;V;5. (29)

Die SWZ kompakter Operatoren liefert ein einfaches Kriterium zur Charakterisie-
rung des Definitionsbereichs D(A™). Eine Funktion g € R(A) liegt ndmlich gem#f
der Picard-Bedingung genau dann in R(A), wenn die Reihe

i |<g7:’—jé>y|2 (2.10)

Jj=1

konvergiert. Weiterhin kann die Minimum-Norm-Lésung f+ = ATg iiber die SWZ

wie folgt geschrieben werden:

Atg=" o7 (g, u;)yv;, g€ D(AT).

o;>0

An dieser Darstellung wird deutlich, dass die Kehrwerte der gegen 0 gehenden Sin-
gularwerte fiir numerische Instabilitdt sorgen. Der Rauschanteil in den Daten in
Richtung einer singuléren Funktion u; zu einem kleinen Singuldrwert wird im Re-
konstruktionsprozess mit dem Faktor o

J
dieses Problem jedoch kontrolliert werden.

verstarkt. Durch Regularisierung kann

Beispiel 2.19

1. Die abgeschnittene Singuldrwertzerlequng erhdlt man durch Vernachlissigung

der zu den kleinen Singuldrwerten von A gehorigen Anteile. Sie ist definiert als

T'g = Z o g,uj vj, geE. (2.11)

o>
2. Die Tikhonov-Phillips- Regularisierung ist definiert als
TVg = (A*A +~idy) ' A*g, ge.
T7g kann alternativ als eindeutige Losung des Minimierungsproblems
}Igg{llAf —gli% + I fIE}
charakterisiert werden. Mittels der SWZ von A ergibt sich die Darstellung

o;
TWQ_ZT@» ]> Vg« (2.12)
JjEN J v
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Auch iterative Verfahren wie die Landweber- und die CG-Methode, auf die wir
in Kapitel 9 zu sprechen kommen, kénnen als Regularisierungsverfahren aufgefasst
werden. Dort entspricht die Anzahl der Iterationen dem Kehrwert des Regulari-
sierungsparameters. Alle vorgestellten Regularisierungsverfahren gehéren sogar zur
Klasse der sogenannten Filtermethoden. In den Darstellungen (2.11) und (2.12)
ist abzulesen, dass die Stabilisierung durch eine Umgewichtung bzw. Filterung der
Singularwerte erreicht wird. Das Regularisierungsverfahren kann in diesen Féllen
mittels eines Filters F7 in der Form

TVg =Y 07 F(0j,9) (9,u;)yv; (2.13)

o;>0

geschrieben werden. Offenbar ist 77 genau dann linear, wenn F7 nicht von g
abhéngt. Von den beschriebenen Methoden ist lediglich das CG-Verfahren nicht-

linear. Fiir weitere Details verweisen wir auf das Buch von Louis [52].

Bei starker Dampfung der zu kleinen Singuldrwerten gehorigen Anteile, d.h. fiir
grofle Regularisierungsparameter -y, wird die numerische Instabilitéit offensichtlich
behoben, allerdings verschlechtert die stirkere Regularisierung auch das Approxi-

mationsverhalten. Eine Aufspaltung in Approximations- und Datenfehler geméif

[ATg—T7¢°|x < |ATg—Tglx +|T79—T"¢"|x

Approximationsfehler Datenfehler
veranschaulicht diesen Sachverhalt. Fiir kleines 7y ist der Approximationsfehler im
Vergleich zum Datenfehler gering, fiir grofies v wird der Approximationsfehler domi-
nant, da T keine gute Naherung mehr fiir AT ist. Folglich ist ein guter Kompromiss
zwischen Approximations- und Datenfehler durch geeignete Wahl des Regularisie-

rungsparameters entscheidend fiir die Rekonstruktionsgiite.

Abschliefilend stellen wir das von Louis in [53] und [54] entwickelte Verfahren der
Approximativen Inversen vor, welches eine Verallgemeinerung der Backus-Gilbert-
Methode aus [5] ist. Es wurde bereits in vielen Anwendungen erfolgreich eingesetzt
und basiert auf dem Grundgedanken, dass statt der gesuchten Funktion f* eine
geglittete Version (f*,e”), berechnet wird. Dabei bezeichnet e” eine Approxima-
tion der §-Distribution bzw. einen Mollifier. Mittels eines inversen Problems zum
adjungierten Operator A* wird zunéchst ein Rekonstruktionskern 47 zum gewéhl-
ten Mollifier €7 ermittelt. Lost ¢7 die Gleichungen

APV (x) =€e"(, ), x €S, (2.14)
o ist eine Approximation der Losung f* von Af = g durch
(@) = @7(,2),9)y (2.15)
gegeben, denn mit (2.14) folgt:
f’y(l‘) = <€’Y('7$)v f*>X = <A*’[/)'Y('7x)a f*>)( = <’(/)’Y(~7l‘),Af*>y = <¢7(', x)vg>y .
Diese Vorgehensweise erzeugt nicht nur Stabilitéit, sondern erlaubt auch die Aus-
lagerung des Rekonstruktionsschrittes auf Hilfsfunktionen. Nach einem Vorberech-

nungsschritt kann so fiir gegebene Daten schnell und ohne erneute Inversion eine

Approximation der gesuchten Funktion ermittelt werden.
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Ist (2.14) nicht 1sbar, so kann man zu den Normalengleichungen
AA™YY (- ) = Ae7 (-, ), x € 12, (2.16)

iibergehen. In [54] wurde gezeigt, dass sich lineare Filterverfahren stets als Spezial-
fall der Approximativen Inversen auffassen lassen. Hat ndmlich der Regularisierungs-
operator 77 die Gestalt (2.13) mit einem Filter F7 (o), so liefert der fiir den Mollifier

(a,y) =) F(05)ui(2)o;(y)

o;>0
durch Losen von (2.16) bestimmte Rekonstruktionskern ¢7 genau die N&herung
fv(ir) = <¢’Y(_’ CL‘),Q);V = T’Yg(l')

Erfiillt der Operator A zusétzlich Invarianzen, so lidsst sich der Aufwand zur Be-

stimmung des Rekonstruktionskerns stark reduzieren.

Satz 2.20 ([54], Theorem 6) Euxistieren Operatoren TE auf X sowie Ty, TS auf
Y mit

ATY =T A, TyAA* = AA™TY,
und lost der Rekonstruktionskern W7 die Normalgleichungen
AA*YY = AE",
so ist die Losung von
AA* Y (x) = ATV EY

durch Y7 (z) = TP gegeben.

Beispielsweise fiir Operatoren vom Faltungstyp sowie fiir die Radon-Transformation
lassen sich die in Satz 2.20 benotigten Operatoren angeben, wodurch eine erhebliche
Erparnis an Speicherbedarf erzielt werden kann. Nachzulesen ist dies u.a. in der
Monographie von Schuster [82], wo die Anwendbarkeit der Approximativen Inversen
auf zahlreiche Probleme der Computer-Tomographie demonstriert wird.



Semi-diskrete Tikhonov-Phillips-Regularisierung

Wir wenden in diesem Kapitel das Tikhonov-Phillips-Verfahren auf das semi-

diskrete Rekonstruktionsproblem
Af(x) =g(x;), i=1,...,n (3.1)

an und setzen voraus, dass A ein kompakter Integraloperator der Form (1.2) ist.
Wie in der Einleitung erwihnt, wurde ein dhnliches Problem von Bertero, De Mol
und Pike in [10] und [11] betrachtet. Dort wurde fiir stetige lineare Funktionale

A1, ..., A, auf einem Hilbertraum H der Operator
Loa:H—-R" (Laf)i=XM(f), i=1,...,n (3.2)
definiert, um mit der rechten Seite g = (g1,...,9,)7 die Interpolationsaufgabe
Laf=39 (3.3)

als semi-diskretes Problem auffassen zu konnen. Fiir die Funktionale

)\Z(f) = Af(xz), 1= 1, ey (34)

ergibt sich offensichtlich (3.1). Das Problem (3.3) ist natiirlich stark unterbestimmt,
weshalb man geméf der allgemeinen Vorgehensweise zur Losung inverser Probleme
aus Abschnitt 2.4 zum normminimalen Interpolant {ibergeht. Ist nun zusétzlich H
ein RKHS, erhélt man damit gerade das in Abschnitt 2.3 eingefiihrte verallgemeiner-
te Interpolationsproblem. Wir setzen stets voraus, dass H einen reproduzierenden
Kern besitzt, und dass gemif (3.1) die Funktionale als Punktauswertungen eines

kompakten Integraloperators der Form (1.2) gegeben sind.

Zunéchst kldren wir die Verbindung mit dem in Abschnitt 2.3 vorgestellten ver-
allgemeinerten Interpolationsproblem, indem wir die Vorgehensweise aus [10] auf
die spezielle Situation iibertragen. Nach Einfiihrung der Standard-Fehlertheorie des
TP-Verfahrens im semi-diskreten Modell fithren wir in Abschnitt 3.3 eine Konver-
genzuntersuchung fiir exakte Daten durch und geben Lo-Abschéitzungen fiir den
Fall deterministischer Datenstérungen an. Schlieflich modifizieren wir die Vorge-
hensweise in Abschnitt 3.4 fiir relative Datenfehler und stochastisches Rauschen.
Am Ende des Kapitels zeigen wir auflerdem, wie zusétzliche Informationen iiber

das Randverhalten in das Verfahren integriert werden kénnen.
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3.1 Das Tikhonov-Phillips-Verfahren in RKHS

Wir betrachten nun die diskreten Datenpunkte X = {z1,...,2,} C {2 und definie-
ren den von A auf X induzierten Sampling-Operator durch

Ax : H — Rn, (Axf)z = )\Z(f) = Af(:vl)7 1=1,...,n. (35)

Die Ausgangsgleichungen (3.1) schreiben sich dadurch in der Gestalt Ax f = gx.
Wir sind also in der Situation X = H = Hg und )Y = R", ausgestattet mit dem
¢y-Skalarprodukt. Da die Singulérwerte der Operatoren Ax : H — R”™ und A%

R™ — H identisch sind und Ax A% als Matrix aufgefasst werden kann, haben wir
nur ein endlichdimensionales Problem zu 16sen. Das gesamte singulédre System von
Ax, inklusive der singuldren Funktionen, ldsst sich nun mittels der Eigenwerte und

Eigenfunktionen dieser Matrix ausdriicken.

Da das Funktional \; den Riesz-Repréisentanten r; = A\/®(-,y) besitzt, kdnnen wir

den semi-diskreten Operator mit (3.4) komponentenweise durch

(Axf)i=Ni(f) = (f,ri)g = ([, A?qj(wy»}[ (3.6)

darstellen. Dies erlaubt eine explizite Angabe aller bendtigten Operatoren.

Lemma 3.1 Sei H ein RKHS mit Kern ®. Die Funktionale \j = 6,; o A seien
linear unabhdngig. Dann haben der Operator A% und die Operatoren A% Ax und

Ax A% folgende Darstellungen:
n

AN%Ax :H — H, A% Axf _Z/\ HIND(-,y).
Jj=1
AxAx (R* 5 R", (AxAY)y = NND(z,y).

Letzteres bedeutet insbesondere Ax A% = Ma ¢, x, wobei My o x die symmetrische

Kollokationsmatriz aus Lemma 2.13 ist.

Beweis. Die Darstellung von A% folgt sofort aus (3.6):

(Axfo9x)e, = > (AxFigi =Y _N(Hgi =D _(LND(,) 95
j=1 j=1

Jj=1

= <fazgj/\g¢('ay)> :<f7A*XgX>H
J=1

H

Daraus kann man weiter

n

A Axf =) (Ax NP y) = N(HND(,y)

j=1 j=1

schlieen, was die zweite Behautpung zeigt. Fiir den dritten Operator folgt die
Aussage aus
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(AxA%gx)i = [ Ax [ DogNeCy) | | =2 | D g\o(x,y)
Jj=1 i j
= Zmy@ = (Ma.s.x gx)i-

O

Da A als Integraloperator der Form (1.2) vorausgesetzt wurde, hat die symmetrische
Kollokationsmatrix M4 ¢ x = Ax A% die Eintrége

(M x)ij = NALD(z,y) = / F(ws, 8) (. 8) B(s, ) ds dt.
02 J0N

Wir sind nun in der Lage, Lemma 2.13 mit den Représentationen von A% und
A% Ax zu beweisen. Wir zeigen jedoch ein etwas allgemeineres Resultat fiir das

regularisierte Problem (1.5).

Satz 3.2 Sei H ein RKHS mit Kern @. Die linearen Funktionale \; = 5%, oA seien
dber H unabhdngig. Dann ist die Liosung f7 von (1.5) gegeben durch

= Z oﬂ)\yé

wobei oY € R™ fiir v > 0 die Lisung des linearen Gleichungssystems (LGS)

(Ma,0,x + 7)o = gx (3.7)

bezeichnet.

Beweis. Aus der Standardliteratur iiber inverse Probleme (z.B. [52]) ist bekannt,

dass f7 die Losung der regularisierten Normalgleichung

(AxAx +7idu)f = Axgx (3-8)
in N(Ax)*t ist. Da N(Ax)*+ = R(A%) = R(A%) = span{\{®(,y) | j = 1,...,n},
wird die Losung in span{\{®(-,y) | j = 1,...,n} angenommen. Wir kénnen uns

also auf Funktionen der Form
f= Z a; N, (3.9)

beschrinken. Es bleibt nur der Koeffizientenvektor o zu bestimmen. Einsetzen der
Darstellungen von A% und A% Ax in (3.8) liefert

ZA PNDy) | +9F =D g No(-y).
j=1
Fiir die hinreichenden Ansatzfunktionen aus (3.9) erhélt man weiter

ZZ&ZA‘“}\ P(z,y)\]P(, +VZ% Zgj)\yé

j=114i=1
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Fiir linear unabhéngige Funktionale A\; kann dies nun zu

Zai)\?)\fé(x,y) +yo; =g, j=1,....n

i=1

vereinfacht werden. Dies ist gerade das oben angegebene System aus (3.7). O

Bemerkung 3.3

1. Die TP-Lisung aus Satz 3.2 ist der verallgemeinerte Glittungsspline im Sinne
von Wahba [95].

2. Auch fir linear abhdngige Funktionale X\; bleibt die Lisung f7 eindeutig be-
stimmt. Man beachte, dass die positive Semidefinitheit der symmetrischen Kol-
lokationsmatriz die positive Definitheit der reqularisierten Kollokationsmatriz
impliziert, was fir v > 0 die eindeutige Lisbarkeit von (3.7) sicherstellt. Fiir
v = 0 ergibt sich die eindeutig bestimmte normminimale Lésung fT der In-
terpolationsaufgabe (3.1) in N(Ax)*t, lediglich der Koeffizientenvektor ist nicht

mehr eindeutig durch das Gleichungssystem My ¢ xa = gx charakterisiert.

3. Mit der Notation aus Abschnitt 2.4 gilt f+ = A}gx, und die verallgemeinerte
Inverse zu Ax ist wegen R(Ax) = R(Ax) auf ganz R™ definiert und stetig. Die
Unstetigkeit von A' vererbt sich fiir einen kompakten Operator A insofern, als
A} eine (von n abhingige) sehr grofle Norm besitzt. Die Schlecht-Gestelltheit

des Ausgangsproblems duflert sich also im semi-diskreten Modell in einer grofSen

Konditionszahl der symmetrischen Kollokationsmatriz.

Statt das in Satz 3.2 eingefiithrte Gleichungssystem zu losen, kann man auch Ge-
brauch von der Singuldrwertzerlegung des Sampling-Operators A x machen. Zu die-
sem Zweck muss A% Ax : H — H betrachtet werden. Da Ax und A% dieselben
Singuldrwerte haben, kann die SWZ alternativ mittels A% ermittelt werden. Be-
zeichnet ndmlich (u;, v;, 0;)"; die SWZ von A%, so ist (v, u;, 04)7, die SWZ von
Ax. Da Ax A% = My s x ein selbstadjungierter (positiv semidefiniter) Operator
von endlichem Rang ist, existiert die SWZ von Ax zudem stets (unabhingig von
der Kompaktheit von A). Bezeichnen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren von
Ax A% mit p,; und u;, so ist die SWZ von Ax durch (v;, u;, 0;)}; gegeben, wobei

o; = 4/l und

n

v = %A}ui = ;Zl(ui)j)\?é(-,y). (3.10)

=
Dies ist eine direkte Konsequenz aus (2.9) und Lemma 3.1. Selbstversténdlich 14sst
sich die SWZ nur fiir kleine n stabil bestimmen, so dass die TP-Losung in der
Praxis besser iiber das Gleichungssystem (3.7) berechnet wird. Nichtsdestotrotz ist
die SWZ ein geeignetes Mittel zur Herleitung scharfer Fehlerabschétzungen. Geméaf
Abschnitt 2.4 und Lemma 3.1 sind der normminimale Interpolant und die TP-

Losung fiir exakte und gestorte Daten gegeben durch
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Zo (g i)y, vis (3.11)

gj
1= g lox iy, o (3.12)
i=1
n o,
£ =2 o (okowa),, v (3.13)

Dies erlaubt zudem die Darstellung der Koeffizienten der regularisierten Losung in

der Basis aus Eigenvektoren der symmetrischen Kollokationsmatrix M4 & x.

Lemma 3.4 Die TP-Losung des Problems (1.5) kann dargestellt werden als

n n
. 1
= E afN[D(y) mit o = g 3 (9, i) g, Wi-

g
j=1 i=1 ¢ T

Beweis. Einsetzen von (3.10) in (3.12) gibt

1
Z + S (g5 ui)g, . D (i) A (-,y)

I

=1 i=1

Q
=N

n n

=

j=1

<
3

gXa ui>£2 (UZ)JAgQ(a y)7

<.

woraus die behauptete Reprisentation der Koeffizienten folgt. a

Allerdings ist die Darstellung der Losung in Satz 3.2 und Lemma 3.4 im Allgemeinen
nur indirekt gegeben, da die Integrale

)\545(~,y)z/Qk(xj7t)¢(-,t)dt

je nach Operator schwierig analytisch zu berechnen sind. Fiir gegebene Daten gx
bzw. g‘;( und eine beliebige Menge Y = {y1,...,ym} C {2 kann jedoch eine auf Y
diskretisierte Version fy := (f7(yx))}, berechnet werden. Dazu definieren wir die

sogenannte asymmetrische Kollokationsmatriz Ny ¢ x y € R™*™ durch
(Naoxy iy = Ny y) = / k(g 6) By, ) dt. (3.14)
Q

Korollar 3.5 Eine diskretisierte TP-Liosung ist wie folgt gegeben:

n

1
4 = N Y =
fy=Nagxya =) o2 1

(9x,ui)g, Nao x,y Ui

Beweis. Geméfl Lemma 3.4 kann f7 auf der Menge Y durch

Zaw\y@ (yr,y) = ZQJ(NA,QS,X,Y)M =(Nagxy)ra’
j=1
berechnet werden. Daher folgt wie behauptet

n

1
Jy=Naoxy o =) —5—(9x,ui), Nao Xy ;.
=ity
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Nach Vorberechnung der Kollokationsmatrizen M4 ¢ x und N ¢ x,y kann somit
[y in O(n?) Zeit bestimmt werden, falls die Eigenwerte und Eigenvektoren von
M 4.»,x explizit ermittelt wurden. Ist die Losung nur fiir eine einzige rechte Seite gx
gesucht, ist der einfachste Weg natiirlich die Berechnung von o als Losung des Glei-
chungssystems (3.7) und die anschlieBende Auswertung mittels fy = Na o x,y 7.

Zusammengefasst ergibt sich folgende Losungsprozedur.

Algorithmus 3.1 (Semi-diskretes TP-Verfahren)
Gegeben: X = {x1,...,2,} C 2, diskrete Daten g5

Gesucht: Lisung f* € H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern & ist.

1. Wihle Y ={y1,...,Ym} C £2 und v > 0.

2. Berechne die Kollokationsmatrizen

(NA,457X7y)kj = / k(xj,t) @(yk.,t) dt, k=1,....,m, j=1,...,n,
2
(Map,x)ij = / / k(x;, s) k(z;,t) P(s,t)dsdt, 4,j=1,...,n.
nJo
3. Bestimme die Losung o des LGS
(Maax +71)a = gk.

Ergebnis: fY"S =Nao.xy a”% ist eine auf Y diskretisierte Approximation an f*.

Die verbleibende Aufgabe, eine kontinuierliche Approximation an f7 aus den neuen
Daten fy. zu bestimmen, ist ein Regressionsproblem und kann mit den beschriebe-
nen Methoden unter Verwendung von A = idg gelost werden. Bei Regularisierung

mit einem zusétzlichen Parameter p ergibt sich das Gleichungssystem

(Py + puln)B = fy, (3.15)
wobei die auf Y diskretisierte Kernmatrix durch
(@y)kl zé(yk,yl), kil=1,...,m (3.16)

definiert ist. Als kontinuierliche Approximation an f* erhilt man dann
m
oY =" Bd(,m).
1=1

Natiirlich kénnen auch die Eigenwerte und Eigenvektoren von @y und Lemma 3.4

herangezogen werden, statt das Gleichungssystem aus (3.15) zu lésen.

Nach der Einfithrung des Losungsverfahrens wenden wir uns nun der Fehlertheorie
zu, um eine Parameterwahlstrategie fiir v angeben zu kénnen. Die Darstellungen der
Rekonstruktionen in der SWZ des semi-diskreten Operators erlauben das Aufstellen
von Fehlerschranken in der ||-|| -Norm, die wir fiir méflig schlecht gestellte Probleme

zur Herleitung von Lo-Fehlerschranken verwenden werden.
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3.2 Standard-Fehlertheorie im semi-diskreten Modell

In diesem Abschnitt leiten wir Fehlerabschitzungen in der Hilbertraumnorm und
Schranken der auftretenden diskreten Bildterme her. Zu diesem Zweck gehen wir

von zwei grundlegenden Annahmen aus.
Voraussetzung 3.6

1. Die Gleichung Af = g besitzt eine Losung f* € H.

2. Die Funktionale \; = 6., 0 A, j =1,...,n sind linear unabhdngig iber H.

Die zweite Annahme ist geméafl Bemerkung 3.3 in der Theorie nicht notwendig, sie
vereinfacht jedoch in der Praxis die numerische Berechenbarkeit des Approximanten.
AuBlerdem gehen wir, wie in der Einleitung erwéhnt, im Fall von Datenstérungen
von einem punktweisen Maximalfehler von § aus, d.h. wir setzen ||g% — gx|le. <9

voraus. Das impliziert fiir den ¢>-Fehler die Schranke

l9% — 9xlez < V/né. (3.17)

Am Ende des Kapitels iibertragen wir die Ergebnisse auf alternative Fehlermodelle.
Die Fehlerschranken fiir den Rekonstruktionsfehler in der || - ||z-Norm, die wir in
diesem Abschnitt angeben, sind aus der Standardliteratur iiber inverse Probleme in
dhnlicher Form bekannt. Der Ubersicht halber leiten wir sie jedoch explizit fiir das

vorgestellte semi-diskrete Modell her.
Lemma 3.7 Daten- und Approzimationsfehler konnen durch

0 [n
AR L PRy
H PEENE

v _ ot v < | £+
If7 = la gg+y”f g < 1" 1l

IA

IN

beschrankt werden.

Beweis. Wir beginnen mit der Darstellung

n

f"/>57f7:202‘0—ify<g§{ 7gXauj>[2 Uy,
J

j=1

die sich aus (3.12) und (3.13) ergibt. Da die v; ein Orthonormalsystem in H bilden,

liefert die Parseval’sche Identitét
n 2
Y¥,0 Y12 Oj 6 . 2
IIf S w = J; (sz_ +7> (<9X 9X,UJ>42) .

Da die Funktion A : Rt — R, hy(0) =

konnen wir

o . . . .
i ihr Maximum in ¢ = /7 annimmt,
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n 2
8 Al 5 2
179 =< 30 () (08 - o))
j=1

1 & 2 1
5 by (<9§< - 9X’“j>ez) = 7||9§< —gxll7z,  (318)

<.
Il
—_

schlieflen, wobei im letzten Schritt (3.17) eingeht. Der Approximationsfehler kann
auf dhnliche Art abgeschéitzt werden:

177 = %

I
3 [
i M:
I,

2
= H) (lgxu5),,)?

2
Y —_
= 2 ) g, 2(<9Xvuj>e2)2
J

2
s( il )IIf*I?qSIIf*II?{-
O

Wir benutzen die Approximationsfehlerabschétzung nur in der schwécheren Form,
da o, selbst fiir grobe Diskretisierungen sehr nahe bei Null liegt. Desweiteren haben
wir den Fehler der TP-Losungen f und f% bisher nur beziiglich der Bestappro-
ximation f* abgeschitzt. Jedoch hiingt auch f* von der Diskretisierung ab, und
wir sind eigentlich an Abschitzungen fiir das Residuum f7 — f* interessiert, wo-
bei f* eine Losung von Af = g ist. Dementsprechend miissen wir den zusétzlichen
Term fT — f* betrachten und auferdem die Fehlerschranke mittels f* statt f+
ausdriicken.

Lemma 3.8 Jede Bestapprozimation f+ = fi erfillt

15 < 1M s

1= £l < 1N -

Beweis. Die Voraussetzung g € R(A) impliziert, dass f* die Interpolationsbe-
dingungen (3.1) erfiillt. Da f* normminimal unter allen Funktionen dieser Eigen-
schaft ist, folgt || f*||g < [|f*|m. Wegen f* € span{\f®(-,y) | j = 1,...,n} liefert
(3.6)

(F* = FENB(,y)), = N(F = fH) =0 firj=1,...,n.
Somit gilt f* — f+ € span{)\g@(-,y) | 5 = 1,...,n}, und mit dem Satz von
Pythagoras ergibt sich

£ = FHNE + T IE = 1 = )+ 1 = 111
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Zusammen mit Lemma 3.7 erhalten wir damit die angestrebte Fehlerabschétzung.

Korollar 3.9 (Hilbertraum-Fehlerschranken)
Die TP-Rekonstruktion erfillt die folgenden Fehlerschranken:

Ezakte Daten: || f7 — f"llg < 2| f*|#,

o
Gestorte Daten: || f7° — f* g < 20" |lz + 2\/3'

Weiterhin konnen wir das folgende bekannte Stabilitéitsresultat ableiten.

Lemma 3.10 (Hilbertraum-Stabilitit)

Der TP-Rekonstruktionsprozess ist stabil in folgendem Sinne:
Egakte Daten: || f|lm < || f |l < 1f" ],

1)
Gestirte Daten: || f7° |l < |If* ||z + 2\/ﬁ.
Y

o
o2+

Beweis. Da < % ist, folgt die Aussage fiir exakte Daten sofort aus

2 2
n n
17712 = Y (g ug)y, vl =D [ o2— | (lgxsus)y,)?
H 3 9X5Uj)p, Vi 2 9x5Uj)yp,
N 0']+ j—l UJ+’Y
. =

=
n
<3002 (g, = I B < 153

Im Fall gestorter Daten erhélt man die Behauptung aus der Dreiecksungleichung

und der Datenfehlerschranke aus Lemma 3.7. O

Um Ls-Fehlerabschitzungen aus den hergeleiteten || - ||z-Schranken ermitteln zu
kénnen, brauchen wir zusétzlich Fehlerschranken an den diskreten Bildfehler.

Lemma 3.11 FEs gelten die folgenden Bildfehlerabschdtzungen:

* Y *
A" = Ax ey < 2015
Ax 7~ Ax SN, < Vi

Beweis. Zunichst bemerken wir, dass Ax f* = Ax T gilt, da wir \;(f*) = X\,;(fT)
fir j = 1,...,n im Beweis von Lemma 3.8 nachgerechnet haben. Wir gehen nun
analog zum Beweis von Lemma 3.7 vor und erhalten:
2
9
oF 4+

IAx f* = Ax fIIZ,

Il
b
=
\'Mz
—
S
\

) (95 uj) g, vj

L2
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2 n
<2ﬂ -2 N2 +2<1*2.
<9 <7ﬂ) >0 (g ui)y,)? = I IH < S5 1%

j=1

Auch die Datenfehlerschranke folgt iiber die SWZ:

2
n
o
|Ax f" = Ax f707, = | Ax Y p~ iv (9x = 9%, uj),, v
j=1"1J ‘
_ J
= - Ug+,y<gX*gx,uj>gzuj
Jj=1"J 0
2
— J ( _ 0 . 2
= g9x = Gx,Uj), )
j=1 <UJ2 +7 < * j>z2
< llgx — g%|I3, (3.19)
< né?

3.3 Ly-Fehlerabschitzungen und Parameterbestimmung

Wir setzen nun bis zum Ende des Kapitels voraus, dass H nicht nur ein RKHS,
sondern speziell ein Sobolevraum H7({2) ist. In diesem Fall sind wir unter gewis-
sen Zusatzannahmen in der Lage, Lo-Fehlerschranken herzuleiten. Wir untersuchen
insbesondere den Einfluss der Datenmenge X und betrachten zunehmend dichtere
Verteilungen. Neben der Voraussetzung 3.6 an die Losbarkeit der Gleichung Af = g
und die Unabhéngigkeit der Funktionale A; nehmen wir folgende Gegebenheiten an.

Voraussetzung 3.12

1. §2 ist ein beschrdanktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand.

2. Das betrachtete Problem ist maj$ig schlecht gestellt vom Grad o > 0 beziiglich
der La-Sobolev-Skala, d.h. fiir alle t € R gibt es Konstanten cb > ¢} > 0 mit

a2y S VAl ey < S Ifllae o)
3. Das Problem ist losbar in einem Sobolevraum H = HT({2) fir einen Index
T > d/2. Es existiert also eine Losung f* € H™(02) fir g € R(A) C H™T*(02).

4. Die absolute Messgenauigkeit ist §, d.h. die Daten erfiillen |g¢ — g:| < & fiir
i=1,...,n und alle X = {x1,...,2,} C 2.
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Die Voraussetzungen 2 und 3 implizieren, dass A : H™(2) — R(A) C H™t%({2)
bijektiv ist. Die Annahmen 1 und 2 benétigen wir, um die in Abschnitt 2.2 ein-

gefiihrten Sampling-Ungleichungen anwenden zu kénnen.

Lemma 3.13 Unter der Voraussetzung 3.12 gehéren die Funktionale \j := ., 0 A
zu H* fir H=H"(£2).

Beweis. Fiir f € HT(§2) haben wir Af € H™t*(£2) mit 7 > d/2. Somit sind
insbesondere Punktauswertungen in A(H™({2)) stetig. O

Bemerkung 3.14 Die Bedingung, dass {2 ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-
stetigem Rand ist, garantiert insbesondere die FExistenz eines stetigen Fortsetzungs-
operators Eq : HT(£2) — HT(R?). Daher kinnen wir ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit annehmen, dass alle betrachteten Funktionen auf ganz R statt nur auf
2 definiert sind.

3.3.1 Konvergenz fiir exakte Daten

Wir benutzen nun die Voraussetzung, dass A endliche Glattheit « besitzt, und
wenden die Sampling-Ungleichung aus Satz 2.11 mit ¢ = « an. Die Voraussetzungen
6 > d/2 und o € [0, |#]] diskutieren wir anschliefend und stellen eine Verbindung

zur Kernglattheit 7 her. Mit ¢; := ¢ haben wir

. 1.
17 = ey < NAF* = AP e
C —« * d_ «
<= (h" JAF* = Af|| oy + hE || Af —Af”llezoc)).

Mit C7 = % folgt durch erneute Anwendung der Gliattungseigenschaft von A sowie

zusétzlich Lemma 3.11 die Ungleichung

* e — * s _ Y *
15 = £l < O (7015 = Pllao-eqo + 0317 ) (320

Nun kénnen wir H := H~%(£2) bzw. 0 := 7+« wihlen, wobei 7 die Glattheit von ¢
bezeichnet. Die einzige Bedingung an die Sampling-Ungleichung ist nun 7+ « > g,
da die zusétzliche Anforderung o € [0, 7+« trivialerweise erfiillt ist. Damit H einen
reproduzierenden Kern besitzt, haben wir jedoch bereits 7 > d/2 angenommen.
Daher sind alle Voraussetzungen erfiillt und wir kénnen die Approximationsfehler-

abschitzung aus Korollar 3.9 einsetzen, um folgenden Satz abzuleiten.

Satz 3.15 (Ly-Fehlerschranke fiir exakte Daten)
Fir H = H™(R?) mit 7 > g existiert fiir hinreichend kleine Fillabstinde h eine
Konstante C; = Cy(7,d, 2, A) > 0 mit

* LT 17_(1 *
1= sty < o (26507 + 5027V ) 1F
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Beweis. Wir verwenden (3.20) und erhalten
* TLT|| £* 1 4_n *
1= Fllaaca < Co (G157 = P+ 3hE VAl )

* 1 L —a *
< (2071 + 3047V )

O

Der Operator A geht also nur iiber die Konstante C; und die Glattungseigenschaft
« aus Voraussetzung 3.12 in die Lo-Abschéitzung ein. Wegen Bemerkung 3.14 ist der
zweite Faktor auf der rechten Seite nur noch {iber den Fiillabstand vom Gebiet {2

abhéingig. Unter der a-priori-Information p = || f*|| iz kann man daher das Fehlermafl

1
r(y,h) :=p (2072'hT + th_aﬁ) (3.21)

betrachten und die partiellen Ableitungen ausrechnen, um eine Parameterwahl her-
zuleiten. Da fiir alle v > 0

or 1 d

—=——ph27%>0
oy 4/

gilt, wird der Fehler minimal fiir v — 0. Die zweite Optimalitdtsanforderung ist

0 1/d 4
a—; =p (2057’h7_1 + 3 (2 - a) ﬁh2_a_1> = 0.

Offensichtlich gilt fiir a < g stets % > 0, woraus folgt, dass das Fehlermaf} in

diesem Fall fiir o — 0 minimal wird. Fiir a > g kann die Bedingung zu

d
<a — 2> h%*‘kl\ﬁ = 4672—ThT71

umgeschrieben werden, was sich wiederum zu

2
4057 2(7 —d
:< d) p2(r+a)
a—3
d

vereinfacht. Da die Verbindung von v und h also im Fall o > § und v — 0 be-
reits h — 0 impliziert, kann die abgeleitete Parameterwahl fiir v auch fir o < %
verwendet werden. Diese Uberlegungen gestatten nun die Herleitung folgenden Kon-

vergenzresultats, das eine Verallgemeinerung des Regressionsfalls aus [104] ist.

Satz 3.16 (Konvergenz und Parameterwahl fir exakte Daten)
Fir H=H"(RY), 7 > % und hinreichend kleine Fillabstinde h erlaubt die Para-

meterwahl

v~ h2(‘r+a)7d

die Fehlerabschdtzung

1" = Loy < CLA7I "
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mit einer Konstanten Cy = Ci(7,d, 2, A) > 0. Somit ist die TP-Methode, ange-
wandt auf die Interpolationsaufgabe (3.1) bzw. das Problem Axf = gx, bei an-
gepasster Parameterwahl konvergent von der Ordnung 7, falls exakte Daten zur

Verfiigung stehen. Desweiteren ist die Rekonstruktion stabil im Sinne von Korollar
3.9 und Lemma 3.10.

Beweis. Die Behauptung folgt durch Einsetzen von v ~ h2(7t®) =4 in Satz 3.15. O

Bemerkung 3.17

1. Die a-priori-Information p = || f*|| g wurde zur Angabe eines ordnungsoptimalen

Regularisierungsparameters nicht benotigt.

2. Differentiation des Fehlermafes aus (3.21) nach T liefert, dass der Fehler fir
T — o0 minimal wird, d.h. falls die Lisung f* im Schwartzraum liegt.

3. Eine Erweiterung von Satz 3.16 auf H?-Fehlerabschdtzungen ist ohne Schwie-

rigkeiten mdglich.

Im néchsten Abschnitt betrachten wir die Situation gestorter Daten und gehen
auf &hnliche Weise wie bisher vor. Die a-priori-Information p wird in diesem Fall
benétigt, um eine optimale Parameterwahl zu gewihrleisten. Im Vordergrund wird
wie bei allen Problemen mit verrauschten Daten die Balance zwischen Approxima-
tion und Stabilitdt stehen. Als ausschlaggebendes Kriterium erweist sich die Sta-
bilidt im Funktionenraum und nicht die Approximationsgiite. Trotzdem verfolgen
wir zunédchst den bisher eingeschlagenen Weg der Minimierung des Approxima-
tionsfehlers iiber den Regularisierungsparameter, bevor wir die Parameterwahl an
die Stabilitétsanforderung anpassen, da auf diese Weise eine explizite Gewichtung
zwischen Approximationsgiite und Stabilitéit moglich wird.

3.3.2 Saturation fiir gestorte Daten

Fiir gestorte Daten konnen wir Lo-Fehlerschranken analog zur Situation exakter Da-
ten herleiten, da die dazu bendétigten Grundlagen aus Abschnitt 3.2 zur Verfiigung
stehen.

Satz 3.18 (Ly-Fehlerschranke fiir gestirte Daten)
Fir H=H™(RY), 7 > % und hinreichend kleine Fillabstinde h gilt die Abschdtzung

1 = £t < (650 (2016 -+ 5, [2) +08 (215° s+ Vb))

mit einer Konstanten Cy; = C1(7,d, 2, A) > 0. Der Lo-Fehler wird minimal fir

v~ §h7+°‘_% Vn.
p



42 3 Semi-diskrete Tikhonov-Phillips-Regularisierung

Beweis. Wie im Fall exakter Daten verwenden wir die Sampling-Ungleichung aus
Satz 2.11 mit ¢ = o und 8 = 7 + «. Damit erhalten wir

* c —a * d_q *
If*— fWSHLz(Q) < o (ha |Af* — Af%ls”Hﬂ(_Q) +h2 Y AfT — Af%éHZz(X)) .
Mit der Notation C = g, Korollar 3.9 und Lemma 3.11 kénnen wir weiter folgern:

Iy = o
—apO—a|| px d_q e
< (S = ooy + 0 (1 L+ v ) )

<C (cg g (2|f*||H " gﬂ) Lt (@W”H N m)) |

Ein Fehlermaf fiir gestorte Daten ist daher durch
1)
r(v,7) == GhT (2p + 2\/@ +hE <\2ﬁp + \/55> (3.22)

gegeben. Fiir den Moment vernachlissigen wir die Abhéngigkeit von h, da n und h

L2 (£2)

sich gegenseitig bedingen. Differentiation nach ~ liefert

or

) 3 P, d 1
= T o/nhTyE - BprmenTs 2
o cyVnhTy 4 ThiTy T2 =0,

was sich zu )
cga\/ﬁ/f; = pht =@
vereinfachen lidsst und zu folgendem Regularisierungsparameter fiihrt:

v = cgéhﬂ”’*% V.
p

O
Der Einfluss der Kernglattheit 7 auf das Fehlermaf3 erweist sich als analog zum Fall

or . . d In
5 = log(h)h <2p+ 2\/;> <0

ist fiir h < 1. Somit wird der Fehler wieder wie erwartet fiir 7 — oo minimal.

exakter Daten, da

Anders als in der Situation exakter Daten benétigt man nun die a-priori-Information
und natiirlich das Datenfehlerniveau zur Bestimmung des optimalen Regularisie-
rungsparameters. Ein Vergleich mit der Parameterwahl aus Satz 3.16 kann nur
durch Sperzifizierung der Abh#ngigkeit von h und n erfolgen. Wir werden dies fiir

den Fall tun, dass der Fiillabstand h = hx ¢ dquivalent zum Separierungsabstand

gx :=min{||z; —zjll2 | 4,5 =1,...,n, i #j} (3.23)

ist. In dieser Konstellation bezeichnet man die Datenverteilung als quasi-uniform.
Desweiteren gilt dann n ~ h=¢ (siehe [101]), und die Parameterwahl aus Satz 3.18
vereinfacht sich zu

)
y ;fﬁ“—d. (3.24)
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Verglichen mit der Situation exakter Daten aus Satz 3.16 hat sich der Exponent
von h um 7 4 « verringert, wodurch sich fiir h < 1 ein groBlerer Regularisierungs-
parameter ergibt. Dies erklirt sich durch die Tatsache, dass fiir gestorte Daten
eine stirkere Stabilisierung notwendig ist. Fiir quasi-uniforme Daten kann nun die

Lo-Fehlerabschitzung aus Satz 3.18 vereinfacht werden.

Korollar 3.19 (Minimaler Lo-Fehler fiir gestorte Daten)
Fir H = H"(RY), 7 > % quasi-uniforme Daten X C (2 und hinreichend kleine
Fiillabstinde h liefert die Parameterwahl v = %h7+""d unter der gegebenen a-

priori-Information p = || f*||;r die Fehlerabschitzung
17" = 5 gy < Ca (2007 +V/3ph ™3 +0072)

mit einer Konstanten Cy = Co(1,d, 2, A) > 0.

Beweis. Einsetzen von n = h™% in die Fehlerschranke aus Satz 3.18 ergibt

1= 7 Loy < Crr(y,hyT)
mit dem Fehlermaf

6 L L
7"(’%h,7’) = 072— (thT + 2'}/_;hT_g> + B %h%—(x +6h

[\)

6 1 1
< max{c}, 1} <2phT + iy_th_% + gyfh%_o‘ + 5h_a) .
Die Wahl ~ = %h”‘a_d und die Abkiirzung Cs := Cy max{cZ, 1} liefern damit

r(v*, h,) < Ch <2phT +/oph T + 5h-a) .

Offensichtlich kann man in der Situation gestorter Daten wegen des Terms h™¢
keinen verschwindenden Lo-Fehlerterm mehr erwarten. Lediglich fiir Regressions-
probleme, d.h. fiir A = id, gilt @ = 0, und somit kann beliebig fein diskretisiert
werden ohne die Rekonstruktionsergebnisse zu verschlechtern. Allerdings bleibt die
obere Schranke C3d erhalten, es liegt also keine Konvergenz mehr vor. Auerdem
bemerken wir, dass die Minimierung der oberen Schranke des Residuums nach h
keine befriedigenden Resultate zur Selektion einer guten Diskretisierungsfeinheit
bringt, da wir den Einfluss der im Allgemeinen unbekannten operatorabhingigen
Konstanten ¢f in der letzten Rechnung vernachléssigt haben. Nur falls diese Kon-
stante bekannt ist oder zumindest gute Schranken zur Verfiigung stehen, kann eine

direkte Minimierung des Fehlermafles zum Erfolg fiihren.

Ungliicklicherweise garantiert die durch Minimierung des Lo-Fehlers hergeleitete
Parameterwahl keine Stabilitit in H = H7(R?). Dies sieht man durch Einsetzen
von v = ch™t*~9 mit einem Parameter ¢ > 0 in die Abschiitzung aus Lemma 3.10

unter der Voraussetzung quasi-uniformer Daten:
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) ) r_a ) r+a
1570 < 17N+ 5[5 = 15+ 5 B85 8 oS

|7 also beliebig grofl werden. Somit muss ~ iiber

Fiir kleine Fiillabstéinde kann || f7>

das Stabilitatskriterium gewé#hlt werden, um sowohl Stabilitdt im Hilbertraum als

auch einen geringen Lo-Fehler zu gewéhrleisten. Trotzdem ist das Ergebnis aus
Korollar 3.19 niitzlich, da es als Referenz fiir die Giite der Lo-Approximation her-

angezogen werden kann.

Satz 3.20 (Parameterwahl fiir gestorte Daten)
Fir H = H™(R?) mit 7 > &, hinreichend kleine Fiillabstinde h und ¢ > 0 liefert

die Parameterwahl
5 \2
’}/ = ’yc = (2Cp) n

unter der a-priori-Information p = || f*||g Stabilitit im Hilbertraum im Sinne von

£l < (L + )l

sowie einen Approximationsfehler von
1170 = f*llLy(2) < Ca ((2 +c¢)ph™ + (1 + 41(:) 5h‘“+g\/ﬁ> :
Dabei ist die Konstante Cy = Co(7,d, 2, A) > 0 gegeben als
Cy = Cc(l;max{cg, 1},

wobei C = C(1,d, (2) die Konstante aus der Sampling-Ungleichung in Satz 2.11

bezeichnet und c?, ¢l operatorabhingige Konstanten aus Voraussetzung 3.12 sind.

0 [n 0 2cp 1 y
2 = 5\/5 (5\/ﬁ) =cllfllu
und Lemma 3.10 erhalten wir die Stabilitdtsaussage

£l < (L4 )1 Nl

Beweis. Aus

Die Lo-Fehlerabschitzung ist eine direkte Konsequenz aus Satz 3.18.

1570 = £ Ly < o (0 (207 I+ 5, [2) + 8  (S205° 1+ v )

e (h @7l + el ) + hE (Zﬁp\/ﬁﬂf*HH n m))
=y <(2 +o)ph” + (1 + 416) 5h“+3\/ﬁ> .

O

Die Balance zwischen Stabilitdt und Approximation kann nun iiber den Parameter

c explizit gesteuert werden. Im Fall quasi-uniformer Daten erhéht sich der ent-

scheidende Term A~ in der Fehlerabschitzung relativ um i verglichen mit der

Lo-Fehler-minimierenden Parameterwahl aus Korollar 3.19. Die Stabilitdtsschranke

hingegen erhoht sich verglichen mit der Situation exakter Daten relativ um c.
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Korollar 3.21 (Optimale Diskretisierungsfeinheit fiir gestorte Daten)

Fiir quasi-uniforme Datenmengen X wird die Fehlerschranke fiir gestirte Daten aus

Satz 8.20 minimal fir
5\ 7
h ~ <> .
P

1
re(h,d,p) == (24 ¢)ph” + <1 + 46> oh™¢

Fiir das Fehlermaf

gilt bei Wahl dieser Diskretisierungsfeinheit
e~ §7Ha pria,

Beweis. Die Aussage folgt durch Differentiation des Fehlermafies nach A und Ein-

1
setzen der optimalen Diskretisierungsfeinheit h ~ (%) " in Te. a

Die nachgewiesene Fehlerordnung (67 p7a ) wurde bereits in [68], Kapitel 4
als optimale Prézision eines beliebigen Rekonstruktionsverfahrens hergeleitet. Hier
zeigt sich, dass der Quotient —— ein Maf fiir die Schlechtgestelltheit des Ausgangs-
problems (1.1) ist. Fiir 7 >> « ist die Schlechtgestelltheit eher unproblematisch,
wohingegen sich Datenfehler fiir 7 < « stark auf das Ergebnis auswirken. Weiterge-
hende allgemeine Untersuchungen fiir Regularisierungsverfahren zur approximati-
ven Losung schlecht gestellter Probleme in Sobolevraumen finden sich in [43]. Auch

die Einbeziehung alternativer a-priori-Informationen wird dort diskutiert.

Um die hergeleitete Parameterwahl zu testen, betrachten wir nun ein Beispiel, in
dem alle gestellten Anforderungen erfiillt sind. Insbesondere konstruieren wir den
Approximant im gleichen Sobolevraum, in dem die Losung f* liegt. Ebenso setzen

wir die a-priori-Information p = || f*||z als gegeben voraus.
Beispiel 3.22 Wir wihlen 2 = [0,2] und betrachten den Volterra-Operator
Af(z) = /OI ft)dt, (3.25)
der Sobolev-Glattheit o = 1 hat. Als Lisung der Gleichung Af = g wdhlen wir
[r(@) =P10(2,0) = (1= [z —0])+ = (1 - 2)4.
Offensichtlich ist f* € HT({2) mit T = 1 und wir haben

Hf*”?q = <¢1,0('a0)7¢1,0('30)>1—[ = @1,0(0,0) =1L

Die rechte Seite ergibt sich durch Integration zu

g(z) = /0 Pt dt = max{ac - ;ﬁ;}

Den Regularisierungsparameter wihlen wir gemdfs Satz 3.20 mit ¢ =1 als
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Abb. 3.1,a zeigt den exakten und den verrauschten Datenvektor fir 6 = 0.03. Die
berechnete Rekonstruktion ist in Abb. 3.1,b zu sehen, wobei die Diskretisierung mit

n = 200 dquidistanten Punkten durchgefiihrt wurde, so dass sich v = 0.045 ergibt.

0.6 T T T 12
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A a s ML AR 4 A

A LN A LT
0.4 OE:
03 06l
0.2r 04r

0.1r 0.2

-0.1 -0.2
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3.1,a: Diskrete exakte Daten (blau) und 3.1,b: Rekonstruktion fiir exakte Daten
gestorte Daten (rot). (blau) und gestorte Daten (rot).

Abbildung 3.1. Diskrete Daten und TP-Rekonstruktionen in Beispiel 3.22.

3.4 Auswirkungen unterschiedlicher Fehlerterme

3.4.1 Relative deterministische Datenfehler

In Voraussetzung 3.12 sind wir von einem deterministischen, punktweise maximalen
Datenfehler von § ausgegangen. In manchen Situationen interessiert man sich jedoch
fiir relative Datenfehler, weshalb wir in diesem Abschnitt

gf — Gi

6, i=1,...,n (3.26
gi )

annehmen. Die entwickelte Fehlertheorie ldsst sich leicht an diese Situation anpas-

sen. Zunéchst erhilt man aus (3.26)

lgx — 9 llex < dllgxlles < 8 (lgx — g% llea + gk llea)

woraus fiir § < 1 die Datenfehlerschranke

b
llgx — gXthl llg% lles (3.27)

folgt. Der gesamte diskrete Datenfehler lisst sich also mittels des Fehlerniveaus und
der gestorten Messdaten abschétzen. Geméf (3.18) nimmt die Datenfehlerschranke
im Urbild die Form

1 )
Y0 2l
190 = Pl < g zllox — okl < g zpoglokle (329
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an. Der gesamte Urbildfehler ldsst sich dann mit Korollar 3.9 durch

1
V.8 < e (P
158 =l < 205+ 5= g ol (3.29)

begrenzen. Mit (3.28) und Lemma 3.10 ist Stabilitit durch

1)
7,6 < | £Y V6 _ Y < )
17N < 11N+ 070 = e < A1 e + 2f1 nglleg (3.30)
sichergestellt. Die Bildfehlerabschitzung des Datenfehlers aus Lemma 3.11 bzw.
(3.19) schreibt sich nun als

1)
|Ax 7 = Axf" e, < llgx = g lles < T2 llg% s, (331)

woraus sich mit der Approximationsfehlerabschéitzung aus Lemma 3.11 die Schranke

" Vi J
Ax = Ax "Ny < Y15+ 2l e (3.52)

fiir den gesamten Bildfehler ergibt.

Da wir nun alle Vorbereitungen abgeschlossen haben, konnen wir wieder wie in
Satz 3.20 vorgehen, um eine stabilisierende Parameterwahl und eine entsprechende
Lo-Abschétzung herzuleiten.

Satz 3.23 Fir H = H™(R?), 7 > 2 und hinreichend kleine Fiillabstinde h liefert
die Parameterwahl )
o (Nl
T\ 2e(1-6)p

unter der a-priori-Information p = ||f*||g fiir relative Datenfehler gemdf (3.26)
mit 6 < 1 Stabilitdt im Hilbertraum im Sinne von

17N < (L) f* s
sowie einen Approximationsfehler von

* T 1 g - 5
157 = Flescay < Ca (@4 b + (14 1) oslloellat=+)

Beweis. Durch Einsetzen der Parameterwahl in (3.30) erhélt man die behauptete
Urbildabschétzung. Der Rest des Beweises folgt analog zu Satz 3.20 durch Einsetzen
von 7, in die neuen Urbild- und Bildfehlerabschétzungen (3.29) bzw. (3.32) fiir die
Situation relativer Datenfehler. O

Bemerkung 3.24 Offensichtlich ist eine Adaption der Parameterwahl an unter-
schiedliche Fehlerterme im vorgestellten semi-diskreten Modell sehr einfach maéglich.
Es muss lediglich der diskrete Datenfehler ||gx — g%|le, gegen die Datenstérung &
bzw. die Norm ||g%||e, der gemessenen Daten abgeschitzt werden. Eine Modifika-
tion der grundlegenden Abschdtzungen liefert dann mit der Vorgehensweise aus Satz
3.20 das gewiinschte Ergebnis.
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3.4.2 Normalverteilte Datenfehler

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dass die Messwerte g; durch normalverteilte
Zufallsvariablen mit Varianz o2 gestort sind, d.h. dass

9 —gi~N(0,0%), i=1,...,n (3.33)

gilt. Desweiteren gehen wir von der Unabhéngigkeit der einzelnen Messungen aus.
Die Annahme unabhiingig identisch verteilten Rauschens behalten wir auch in den
folgenden Abschnitten bei. Wie die Notation in (3.33) andeutet, identifizieren wir
zur besseren Ubersicht Zufallsvariablen mit ihren Realisierungen.

Da die Summe der Quadrate von n unabhéngigen standardnormalverteilten Zufalls-

variablen y2-verteilt ist mit n Freiheitsgraden, und sich (3.33) in der Form
L s
;(gi —gi) ~N(0,1)

schreiben lasst, folgt

L5
—llox — axll, ~ X2
Die Zufallsvariable

1
Zy = ;||9§< —9xlle, (3.34)

ist dann x-verteilt mit n Freiheitsgraden und hat geméafl [42] die Dichtefunktion

fz,(2) 2%_1F(%)6 22" 2>0,

wobei I' die Gammafunktion

I'(z) z/ et lat
0

bezeichnet. Die ersten beiden Momente einer solchen Zufallsvariable sind durch

(=)

I'(3)

. V(Zy)=n—-2 (F(n;l)f (3.35)

B =2 ey

gegeben. Wir erhalten auflerdem eine einfachere und dennoch scharfe Abschétzung
des Erwartungswertes, wenn wir eine der ebenfalls in [42] aufgelisteten Approxima-
tionen der Form E(Z,) =~ \/n einsetzen. Diese garantieren zwar nicht unmittelbar
E(Z,) < /n, diese Ungleichung lisst sich jedoch aus Basiswissen iiber die x?2-

Verteilung folgern. Da nach dem Varianzzerlegungssatz fiir jede Zufallsvariable
V(2) = E(Z%) - (B(2))* (3.36)
ist, haben wir die bekannte Abschétzung
B(Z) < VE(2) (3.37)

zur Verfiigung. Fiir x2-verteilte Zufallsvariablen X,, mit n Freiheitsgraden gilt [42]
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E(X,) =n, V(X)) =2n.
Somit folgt F(Z,) < /n fiir die Zufallsvariable aus (3.34) und damit

E (g% — 9xlle) < ov/n. (3.38)

Wir haben also den zu erwartenden Fehler auf einfache Weise scharf abgeschétzt und
kénnen nun wie bisher fortfahren, um Schranken fiir den erwarteten Lo-Fehler ab-
zuleiten. Zunichst beschrinken wir den erwarteten Urbilddatenfehler mittels (3.18)
und (3.38) durch
1 ov/n

—=E (llgx — g%lle) < 5= 3.39

QW (” X H 2) 2\ﬁ ( )
Der Erwartungswert des gesamten Urbildfehlers ldsst sich wie in Korollar 3.9 durch

oyn
27

begrenzen. Stabilitdt ist mit (3.39) und Lemma 3.10 durch

E (1 00m) < 1l + ‘;“ff (3.41)

gegeben. Die Bildfehlerabschétzung des Datenfehlers erhalten wir mit Lemma 3.11

E (I = flla) <

E (£ = f ) <20 f*la + (3.40)

als
E(|Ax " = Ax " llex) < B (llgx — 9kllez) < ov/n. (3.42)
Mit der Approximationsfehlerabschiatzung aus Lemma 3.11 liefert dies die Schranke
* Vi g
B (JAx S~ Axf ) < I i+ ovi (3.43)

fir den gesamten zu erwartenden Bildfehler. Wir haben nun wieder alle nétigen
Vorbereitungen abgeschlossen, um wie in Satz 3.20 eine Parameterwahl und eine

Lo-Abschitzung fiir den Erwartungswert des Residuums herzuleiten.

Satz 3.25 Fir H = H™(R?), 7 > 2 und hinreichend kleine Fiillabstinde h liefert

die Parameterwahl )
o
c=1l=— ] n
" 2¢cp

unter der a-priori-Information p = || f*||g fir unabhdingig identisch normalverteilte
Datenfehler gemdfS (3.83) Stabilitit im Hilbertraum im Sinne von

E(Ilf°le) < @+l

sowie einen Approximationsfehler von
1
E (”f%é = [MllLa@) < Co ((2 + c)ph” + (1 + 40) oh““’g\/ﬁ> )

Beweis. Die Behautpung folgt vollkommen analog zu Satz 3.20 und Satz 3.23. O
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In diesem Abschnitt haben wir somit zum einen gezeigt, wie fiir stochastische Feh-
ler eine Abschitzung des erwarteten fo-Fehlerniveaus der Daten verwendet werden
kann, um die Parameterstrategie und die Lo-Abschitzung aus Abschnitt 3.3.2 zu
modifizieren. Ein Vergleich von Satz 3.25 mit Satz 3.20 zeigt zum anderen, dass in
der konkreten Situation unabhéingig identisch normalverteilter Fehler die erwarte-
te Stabilitdt und Approximation genau der Situation deterministischer Datenfehler
mit ||g% — gx|le.. < 0 entsprechen, falls die Standardabweichung gerade o = § ist.

3.4.3 Gleichverteilte Datenfehler

In diesem Abschnitt betrachten wir gleichverteilte, unabhiingige Datenfehler auf
dem Intervall [—4, §]. Wir nehmen also
90 —gi~GV([-4,8]), i=1,....,n (3.44)

an, wobei GV([a,b]) die stetige Gleichverteilung auf [a,b] C R bezeichnet. Da die
ersten beiden Momente einer Zufallsvariable Z ~ GV([a, b]) durch
a+b 1 9
Z) = —(b—
" vz = -
gegeben sind, gilt fiir die Messwerte

E(Z) =

52
E(g —g:) =0, V(g —g)= 3
Mit dem Varianzzerlegungssatz folgt E((g — g:)?) = % und durch Aufsummieren

2

5
E(llg% — 9x|7,) = T

Mit (3.37) konnen wir nun
9
V3

schlieBen. Der zu erwartende diskrete Datenfehler ist also um den Faktor v/3 nie-

E(llg% — 9xlle,) < —=vn (3.45)

driger als der durch direkte Abschéitzung bestimmte Term, den wir mit der deter-
ministischen Fehlerannahme aus Voraussetzung 3.12 erhalten. Entsprechend ergibt
sich im Vergleich mit Satz 3.20 bei angepasster Parameterwahl im entscheidenden
Fehlerterm eine Verbesserung um den Faktor /3 bei gleichbleibender Stabilitéit.

Satz 3.26 Fir H = H™(RY), 7 > % und hinreichend kleine Fillabstinde h liefert

die Parameterwahl
1 /6\?
(i)
unter der a-priori-Information p = || f*||g fir gleichverteilte Datenfehler gemdf
(3.44) Stabilitit im Hilbertraum im Sinne von
E (I 1u) < @+ )£,

sowie einen zu erwartenden Approrimationsfehler von

E (1 = Fla) < s ((z +Oh + = <1 n 41> 5h“+3\/ﬁ) |
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Beweis. Die Behautpung folgt vollig analog zu Satz 3.20 und Satz 3.23. O

Die Verbesserung im Vergleich zur Abschétzung bei rein deterministischer Rech-
nung erklért sich aus der Tatsache, dass nur noch der erwartete Fehler beschrénkt
wird und dass neben der absoluten Schranke § nun die genaue Struktur des Feh-
lers eingeht. Zudem vererbt sich der Faktor \/3, um den der erwartete diskrete
Datenfehler niedriger als der maximal mogliche Datenfehler ist, auf das Verhiltnis
des erwarteten Urbildfehlers zum garantiert maximalen Urbildfehler. Die Zusatz-
information iiber die Gleichverteilung der Datenfehler kann also zur Stabilisierung

genutzt werden.

3.4.4 Poisson-verteilte Datenfehler

Wir nehmen in diesem Abschnitt ein unabhéngig identisches Poisson-Rauschen
g2 — gi ~ Poisson()\), i=1,...,n (3.46)

an. Eine Zufallsvariable Z ~ Poisson(\) zum Parameter A > 0 hat bekanntlich die
diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung
)\k
P{Z=k}= ﬁe*, k=0,1,...,

Erwartungswert und Varianz von Z sind jeweils gleich A. Mit dem Varianzzer-
legungssatz (3.36) oder durch direktes Nachrechnen erhélt man

E(Z%) =V(Z)+ (E(2))?> = M1+ \).

Die Erwartungswertabschétzung (3.37) liefert daher fiir den erwarteten Datenfehler

E(lg% = gxlle) < (| D E((9) = 90)*) = VAL + Mn. (3.47)
i=1
Analog zu den letzten Abschnitten zeigt man damit folgenden Satz.

Satz 3.27 Fir H = H™(R?), 7 > ¢ und hinreichend kleine Fiillabstinde h liefert

die Parameterwahl
A1+ N)

e e "
unter der a-priori-Information p = || f*||g fiir Poisson-verteilte Datenfehler gemdf
(3.46) Stabilitit im Hilbertraum im Sinne von

E(1f°Nu) <A+l f* N,

sowie einen Approximationsfehler von
1
B (157~ 1) < Co (@4 0p” + (14 1) VAT 0A ).

Beweis. Die Behautpung folgt erneut wie in Satz 3.20 und Satz 3.23. O
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Ein Poisson-verteiltes Rauschen ist im Hinblick auf Anwendungen von Interesse,
da sich damit Z&hlprozesse addquat modellieren lassen. Immer dann, wenn die Ge-
samtzahl unabhéngiger, fiir sich allein unwahrscheinlicher Einzelereignisse geschétzt
werden soll, verwendet man Poisson-verteilte Zufallsvariablen. Die Rechtfertigung
liefert ein elementarer Approximationssatz iiber die Konvergenz der Summe un-

abhéngig binomialverteilter Zufallsvariablen gegen eine Poisson-Verteilung [48].

In Abschnitt 3.4.1 wurde gezeigt, wie fiir deterministische Datenfehler alle benotig-
ten Abschitzungen auf relative Fehlerterme {ibertragen werden koénnen. Im Fall
von stochastischem Rauschen gestaltet sich die Herleitung einer Parameterwahl fiir
relative Fehler nicht wesentlich komplizierter, allerdings kénnen entsprechende Er-
wartungswertabschitzungen nicht mehr gezeigt werden, da der Erwartungswert der
£o-Norm der gestorten Daten in dieser Situation von den unbekannten, exakten Da-
ten abhéngt. Da wir jedoch mit den gestorten Messdaten zumindest einen Schétz-
wert fiir die bei vielen Messungen zu erwartetende durchschnittliche ¢5-Norm zur
Hand haben, kénnen wir dennoch eine verniinftige Parameterwahl angeben. Wir be-
ginnen wieder mit normalverteiltem Rauschen und iibertragen die Vorgehensweise

dann auf gleichverteilte bzw. Poisson-verteilte Datenfehler.

3.4.5 Relative normalverteilte Datenfehler

In diesem Abschnitt untersuchen wir den erwarteten Datenfehler unter der Annah-
me, dass die relativen punktweisen Datenfehler unabhéingig identisch normalverteilt

sind, d.h. wir nehmen

S _ o
%NN(O,H), i=1,....n (3.48)

an. Dies impliziert fiir alle Datenpunkte
9; = 9i ~ N(0,(09:)*).
Wegen
E((g] = 9:)%) = (B(g? = 92))" + V(4! — g:) = (095)°
gilt
E(ll9% — 9x17,) = o°llox |7

was zusammen mit der Erwartungswertabschiitzung (3.37)

E(lg% — 9xllez) < ollgxlle. (3.49)

impliziert. Somit haben wir den erwarteten Datenfehler in Abh#ngigkeit der un-
bekannten exakten Daten gx abgeschétzt. Einen Zusammenhang der rechten Seite

mit der ¢5-Norm der gestorten Daten kénnen wir wie folgt herstellen. Wegen

E((9))°) = (BE@D)* + V(g)) = (1 + 0)g?
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gilt
E(llgkll7,) = (1 +0*)lgx|IZ,
und somit
W (3
1+ 02

Um die Notation moglichst einfach zu halten, haben wir bisher stets die Zufalls-
variablen g mit ihrer beobachteten Realisierung identifiziert. An dieser Stelle ist
jedoch eine differenzierte Betrachtung notig. Als Schitzung fiir den Erwartungswert
der quadrierten f5-Norm der Datenzufallsvariable steht lediglich die Realisierung
gk H%Z zur Verfiigung. Daher ist der einzig verfiigbare Schatzwert der £2-Norm der

exakten Daten durch

9% le,

V1+o02

gegeben, und geméif (3.49) erhélt man

ag
ﬁ”ggdhz (3.50)

als Schiitzwert der oberen Schranke fiir ||g% —gx ||¢,- Das Stabilitétskriterium nimmt

in diesem Fall die Form

1 e+ 5—= = (1 +of lu

2\/* \/r ”gX ||f2

an und liefert die Parameterwahl

2 5 2
e = g (HQXHEz) ) (3.51)

1402 2¢p

3.4.6 Relative gleichverteilte Datenfehler

Wir gehen in diesem Abschnitt wieder von identisch verteilten, relativen Daten-
fehlern aus, setzen nun jedoch fiir diese eine Gleichverteilung auf [—d, ] voraus.
Aus der Annahme

S _ g
%NGV([—&(S]), i=1,...,n (3.52)

ergibt sich fiir die absoluten Fehler
g2 — gi ~ GV([=0gi,0gi]), i=1,...,n. (3.53)

Gemifl Abschnitt 3.4.3 erhalten wir daraus

n 2

1 K
)
B(llgk —9xI%) =Y 500 = S llox .,

i=1

und aus der Erwartungswertungleichung (3.37) folgt
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E(llgk — 9xlle.) < \[HQX”& (3.54)

Wir bringen nun die ¢5-Norm der unbekannten exakten Daten mit der erwarteten
Norm der gestérten Daten in Verbindung. Wegen (3.53) gilt

und daher
2 2 1
E((9)°) = (B(D) +V(g]) = g2 + 75 (209:)"
62
= 1 _—
(1+3)s
Somit erhalten wir
Bz = (1+ 5 ) loxl,
und damit
BE(llg%lI7,)
=X 3.56
loxtl: = || = 72 (3.56)

Da der einzige Schitzwert der quadrierten erwarteten ¢o-Norm der Daten durch die
Realisierung || gg(H?z gegeben ist, eignet sich

llgklle
Xi; (3.57)
V31+ 5

als Schétzung der £2-Norm der exakten diskreten Daten gx. Setzt man dies in (3.54)

ein, so ergibt sich als geschéitzte Obergrenze des ¢>-Datenfehlers

0 gkl 0

3 92 3+5

Betrachtet man nun wieder das im gesamten Kapitel zu Grunde gelegte Stabilitéts-

kriterium, so fithrt die Bestimmungsgleichung

1 ) 5 )
o+ e —— = (1+0)|f*
1f* N N %3_%62”9)(”22 L+ fMu
auf die Parameterwahl
2 (llgklle,\?
.= . 3.59
7 3+52< 2cp ) (3.59)

3.4.7 Relative Poisson-verteilte Datenfehler

Abschlieffend gehen wir nun von einem unabhéngig identisch verteilten relativen

Poisson-Rauschen aus, d.h. wir nehmen

9?_91‘

~ Poisson()), i=1,...,n (3.60)
gi
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an. Nach Definition der Poisson-Verteilung gilt

/\k
Plg} —gi=kg} = e

Daraus errechnet man sofort die Momente
E(g) —gi) = Xgi, E((g] — 9:)*) = gZM1+ ).

Mit (3.37) erhélt man nun

E(lgk — 9xlle) < VAL +N)llgx e, (3.61)

Um in dieser Abschétzung von den unbekannten exakten zu den gestérten Daten
zu gelangen, betrachten wir wie in den letzten Abschnitten die Verteilung der Zu-
fallsvariablen gf . Fir ¢ =1,...,n gilt offensichtlich

) )‘k -
P{gi :gi(l"_k)}zﬁe )

und somit ergibt sich der Erwartungswert zu

S A S NN U
E (g;) :Zgiﬂ*‘k)ﬁe_ = 9 Zﬁe_ +Zkﬁ€_ =g;(1+N).
k=0 k=0 k=0
Fiir die quadrierten Messwerte berechnet man den Erwartungswert geméf
E((6)7) = X (01 + 1) 2o
gz - 4 gi k/"
=0

N R RS WA C P N R PP L
=gi (D et 2y kipe )y ke
k=0 k=0 k=0
= g7 (L4+ 22+ A1+ )
=gZ(1+3X+\?).
Folglich besteht der Zusammenhang
E(llg%1I7,) = (1 +3A + A)lgx|lZ,,

und damit

E(llg%11Z,)
=) —"2 .62

Verwendet man nun wieder die Realisierung ||g% ||7, als Schitzwert des Erwartungs-

werts der entsprechenden Zufallsvariable, so erhélt man

V1I+3X+ A2
als Schitzwert fiir die £5-Norm der exakten Daten. Durch Einsetzen in (3.61) ergibt

sich somit

XEESY)

m \|9§(||£2
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als Schatzwert fiir die £5-Norm des Datenfehlers. Das Stabilitdtskriterium fiihrt hier

auf die Bestimmungsgleichung

1 A1+ A)
27V 143X+ A2

. ! .
15+ g% lles = (1 + )1 * (L2,

woraus sich die Parameterwahl

ML) (lgklle )
= 2 .64
Te 1+3)\+>\2< 2¢cp (3:64)

ableitet. Die Analogie zu den Parameterwahlen in (3.51) und (3.59) fiir relative

normalverteilte bzw. gleichverteilte Datenfehler macht das Ergebnis plausibel.

3.5 Beriicksichtigung von Randwerten

Nachdem wir in den letzten Abschnitten verschiedene Fehlermodelle untersucht ha-
ben, wollen wir noch kurz auf die Moglichkeit eingehen, Zusatzinformationen in
den Rekonstruktionsprozess einzubeziehen. Die hergeleiteten Fehlerabschitzungen
haben bereits verdeutlicht, dass eine Information iiber die Glattheit der Losung ent-
scheidend fiir eine angepasste Parameterwahl ist. Im Allgemeinen ist aber zusétz-
liches Wissen iiber das Randverhalten der Losung notig, um optimale Ergebnisse

zu erhalten.

Im Beispiel des Stammfunktions-Operators mit Untergrenze x = 0 aus (3.25) besitzt
die Gleichung Af = g genau dann eine (eindeutige) Losung, wenn g € C*([0,2]) mit
g(0) = 0 ist. Selbst fiir solche rechten Seiten ist jedoch die Gréfle f(0) aus g schwie-
rig rekonstruierbar, da fiir den linken Randpunkt nur rechtsseitige Informationen
vorliegen. Dieses Problem ist in Abb. 3.1,b auch gut erkennbar. Die Rekonstruktion
strebt offenbar bei £ = 0 gegen 0, obwohl der korrekte Wert f*(0) = 1 ist. Das
gewiinschte Randverhalten an der Untergrenze kann also in diesem Beispiel nur

durch Zusatzinformationen hergestellt werden.

FEine Moglichkeit bietet sich, wenn bekannt ist, dass f* eine negative Nullstelle
2’ besitzt. In diesem Fall kann die untere Integrationsgrenze des Operators A zu
7' abgeindert werden, und das Problem 16st sich von selbst, wenn entsprechend
gednderte Messwerte der rechten Seite vorliegen. Zwar sind diese im Allgemeinen
nicht beobachtbar, jedoch koénnen durch Interpolation kiinstliche Daten fiir x < 0
erzeugt werden, die eine Adaption des Operators und der Ausgangsdaten gestatten
und das Problem in die gewiinschte Form bringen. Wir illustrieren dies im Folgenden

anhand von Beispiel 3.22.

Beispiel 3.28 Wir betrachten wie in Beispiel 3.22 den Stammfunktions-Operator
aus (3.25) und die Datenfunktion
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Die Gleichung Af = g besitzt also die Lisung f*(x) = (1 — z)4. Wir setzen im
Folgenden die Kenntnis der exakten Randwerte f(0) = 1 und f'(0) = —1 voraus.
Nun erweitern wir das Rekonstruktionsgebiet auf [—2,2], indem wir eine Funktion
f auf [~2,0] durch polynomiale Interpolation mit diesen beiden Bedingungen und
der Zusatzforderung f(—2) = 0 bestimmen und f* dann mittels f fortsetzen. Der
Ansatz f(z) = az® + bz + ¢ fiihrt nach kurzer Rechnung auf f(z) = —322 — 2z + 1.

Somit definieren wir die stetige Funktion

ry ?(l‘) , T E [*230]
flx) =
o ), 2el0,2]

als neue gesuchte Liosung. Desweiteren fiithren wir den Operator
@)= [ rwan wel-22
-2
ein und erkliren die neuen Daten durch

. f(t)at .z €[~2,0]
%mzﬁjwﬁz

h‘;%o ,lg%a

Fydi+ [ (0)dt , 2 €02
0

f(t) dt vereinfacht sich dies zu

—8

Mit der Definition g(x) :=

[ V)

l
Q|

(z) , ¢ €[-2,0] '

M= 50 +9@) , vep2

Q|

Durch Einsetzen von f und der urspriinglichen Daten g berechnet man nun

—123 — 122+ +2 | ze[-2,0]
g(x) = —12?+z+2 | z€(0,1]
S zell,?

Wie in Beispiel 3.22 gehen wir davon aus, dass von der urspringlichen Daten-
funktion n = 200 gestirte Messwerte mit punktweise mazximalem Fehler der Grdfle
d = 0.03 zur Verfiigung stehen, und die Datenpunkte dquidistant in [0,2] verteilt
sind. Die Punkte im Intervall [—2,0] sind dagegen frei wdihlbar, und die entspre-
chenden Funktionswerte konnen exakt generiert werden. Da die Rekonstruktion auf
[—2,0) nicht von eigentlichem Interesse ist, sondern nur das Randverhalten in x = 0
gesteuert werden soll, begniigen wir uns mit m = 20 zusdtzlichen dquidistanten Da-

tenpunkten.

Die Gestalt der neuen Daten ist in Abb. 3.2,a dargestellt. Die Losung des Problems
gf = g ist in Abb. 3.2,b zu sehen, zur Verdeutlichung wurde der interessierende
Ausschnitt in Abb. 3.2,c separat dargestellt. Es ist klar erkennbar, dass die Rekon-

struktion nun auch am Rand zufriedenstellend ist.
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-2 —1‘5 -‘1 —0‘5 6 0‘.5 i 115 2
3.2,a: Erweiterte exakte Daten (blau) und
gestorte Daten (rot).
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3.2,b: Rekonstruktion fiir die erweiterten 3.2,c: Abgeschnittene Rekonstruktionen fiir

exakten (blau) und gestérten Daten (rot).  die erweiterten Daten.

Abbildung 3.2. Erweiterte Daten und TP-Rekonstruktionen in Beispiel 3.28.

3.6 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel wurde das semi-diskrete Tikhonov-Phillips-Verfahren in RKHS
eingehend untersucht. Fiir exakte Daten wurde eine a-priori-Parameterwahl her-
geleitet, welche die maximale Konvergenzordnung 7 gewéhrleistet und gleichzei-
tig grofitmogliche numerische Stabilitét garantiert. Als Hilfsmittel kam dabei eine
Sampling-Ungleichung zum Einsatz, die im Gegensatz zu herkémmlichen multipli-
kativen Sobolev-Ungleichungen eine Abschitzung des Gesamtfehlers in Termen des
Fiillabstands gestattet.

Dies erlaubte auch die Herleitung expliziter a-priori-Parameterstrategien fiir ab-
solute bzw. relative deterministische Datenfehler, die scharfe Abschétzungen der
Lo-Approximationsfehler liefern und gleichzeitig Stabilitdt im Funktionenraum in
der Form || %]z < (14¢)| f*||z sicherstellen. Die entsprechenden Parameterwah-
len und Approximationsfehler sind in Tabelle 3.1 veranschaulicht. Fiir H = H™({2)
ergibt sich der entsprechende Ls-Fehler durch Multiplikation mit h*‘”%, wodurch

fiir quasi-uniforme Daten die Groflenordnung h™¢ resultiert.

Im Anschluss wurde ausgefiihrt, wie sich dieses Ergebnis auf unterschiedliche sto-
chastische Fehlermodelle durch Betrachtung des erwarteten fy-Datenfehlers und
der erwarteten Stabilitit bzw. Approximationsgiite iibertragen liasst. Dieser Schritt

konnte durch die semi-diskrete Modellierung mit sehr wenig Aufwand durchgefiihrt
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9;;5*91' < 6
9i -

g —gi| <6

2 2
Regularisierungsparameter (2%) n (ﬁ) llg5% H?Z

garantierte Approximation | (1+ ) dv/n | (1+ 35) %Hgg( Il s

Tabelle 3.1. TP-Verfahren: optimale Parameter und Approximationsfehler-Leitterme fiir

deterministische Datenfehler.

werden, da im Gegensatz zu Standardmethoden keine Stochastik im Funktionen-
raum benétigt wurde. Stattdessen geniigte hier eine spezifische Betrachtung des /-
Datenfehlers je nach Art des Rauschens. Die Ergebnisse fiir normalverteilte, gleich-
verteilte und Poisson-verteilte absolute Datenfehler sind in Tabelle 3.2 abgebildet.

@ —gi~N(0,0%) | g —gi ~GV([=5,9]) | ¢ — gi ~ Poisson(\)

2 2
Regularisierungsp. (ﬁ) n 11—2 (%) n A(SC:))‘Q) n

erwartete Approx. (1+L)ovn % (1++)d6vn 1+ L) VAA+2)vn

Tabelle 3.2. TP-Verfahren: optimale Parameter und Approximationsfehler-Leitterme fiir

absolute stochastische Datenfehler.

Fiir relative stochastische Datenfehler liefl sich zwar keine Lo-Abschéitzung mehr
herleiten, sinnvolle Parameterwahlen konnten jedoch nach wie vor angegeben wer-
den. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.3 zusammengefasst. Schliefllich wurde im letz-
ten Abschnitt illustriert, wie unerwiinschte Randeffekte durch die Beriicksichtigung

von Zusatzinformationen zu vermeiden sind.

99 N(0,07) | 2% GV([—5,8]) | =% ~ Poisson())

i

e 2 5 52 ) A1+ 5
Regularisierungsp. ﬁﬁﬂgxﬂi Wﬁ“ﬂx”i ﬁﬁ”%{”é

Tabelle 3.3. TP-Verfahren: Parameterwahlen fiir relative stochastische Datenfehler.

Im néchsten Kapitel wenden wir uns nun weiteren Rekonstruktionsverfahren zu.
Wir erldutern, wie die aus der Approximationstheorie bekannten Support-Vektor-
Regressionsmethoden in das vorgestellte Modell eingepasst werden kénnen. Dabei
beschrinken wir uns auf deterministische, absolute Fehler und leiten fiir diese er-
neut Parameterwahlen und Lo-Abschétzungen her. Im Verlauf des folgenden Ka-
pitels zeigen wir, dass die Anforderung numerischer Stabilitdt die Projektion auf
einen geeigneten Unterraum des zu Grunde gelegten RKHS erzwingt, weshalb wir

zunéchst Projektionsverfahren einfithren und untersuchen.






4

Projektionsverfahren und

Support-Vektor-Regression

Bei Projektionsverfahren wird der Ansatzraum zur Konstruktion eines Approxi-
manten auf einen Unterraum des Ausgangsraums H eingeschrinkt. Da die Be-
schriankung auf Translationen des Kerns im einfachsten Fall auf die Losung ei-
nes LGS mit asymmetrischer Matrix fithrt und das Grundkonzept der Kolloka-
tion erhalten bleibt, spricht man in diesem Kontext auch von asymmetrischer
Kollokation. Dies mag insofern verwirren, als bei angepasster Hinzunahme eines
TP-Regularisierungsterms die Losung eines Gram-Systems erforderlich wird, und
die resultierende Matrix symmetrisch ist. In diesem Kapitel stellen wir zunéchst
das klassische TP-Projektionsverfahren im eingefiihrten semi-diskreten Modell vor.
Die Konvergenz- und Fehlertheorie wird sich durch Verlassen des optimalen An-
satzraums im Vergleich zur vorgestellten symmetrischen Kollokationsmethode als

schwieriger erweisen, obgleich das Verfahren selbst leicht herzuleiten ist.

Danach diskutieren wir die Adaption von Support-Vektor-Regressionsverfahren
(SVR-Verfahren) zur Losung von Integralgleichungen. Die Idee bei diesen aus der
Approximationstheorie bekannten Methoden ist die Vernachldssigung kleiner Bild-
fehler zur zusétzlichen Stabilisierung [15, 81, 91]. Eine Uberanpassung an gestorte
Daten, welche die Generalisierungseigenschaft des Approximanten zerstort, soll da-
mit vermieden werden. Umgesetzt wird dieser Ansatz durch Abédndern der Ziel-
funktion mittels eines zusétzlichen Parameters, der zusammen mit dem Regula-
risierungsparameter fiir Stabilitdt bei Datenfehlern sorgt. Es zeigt sich, dass nur
eine gekoppelte Parameterstrategie bestmogliche Ergebnisse sicherstellt. Eine Feh-
lertheorie fiir diese Methoden ist bisher lediglich im Regressionsfall bekannt [77, 78].
Wir verallgemeinern diese Ergebnisse mit der Vorgehensweise aus Kapitel 3 auf

méfig schlecht gestellte Probleme.

Als Unterschied zur TP-Methode erweist sich die Tatsache, dass der symmetri-
sche Kollokationsansatz bei den SVR-~Verfahren auf Grund von Stabilitétsproble-
men praktisch undurchfiihrbar ist, da die schlecht konditionierte symmetrische Kol-
lokationsmatrix im Regularisierungsterm auftaucht. Dagegen stellt sich die asym-
metrische Kollokationsmethode mit SVR als duflerst effektiv heraus. Wir weisen
insbesondere nach, dass im Vergleich zu den TP-Methoden eine hchere Stabilitét

im Funktionenraum sowie eine verbesserte numerische Stabilitéit garantiert ist.
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4.1 Projektion im TP-Verfahren

Im vorhergehenden Kapitel haben wir das TP-Verfahren in RKHS analysiert. Nach-
teilig bei dieser Methode ist die Notwendigkeit der Auswertung von Doppelintegra-
len zur Bestimmung der symmetrischen Kollokationsmatrix. Um dies zu umgehen,

kann statt des optimalen Ansatzraums
H*(A,X):= N(Ax)* = span{\{®(-,y) [ j=1,...,n}

die Projektion auf einen Unterraum Hy := span{®(-,yx) | k = 1,...,m} C H
durchgefiihrt werden. In diesem Fall ist nur noch die asymmetrische Kollokationsma-
trix von Interesse, zu deren Auswertung lediglich Einfachintegrale berechnet werden
miissen. Allerdings ist eine Abschitzung des Approximanten gegen f* nicht mehr
ohne Weiteres moglich, da die Bildinterpolationsbedingung auf den Datenpunkten

aus X durch das Verlassen des optimalen Ansatzraums nicht mehr garantiert ist.

Wir stellen im Folgenden das bekannte asymmetrische Kollokationsverfahren mit
TP-Regularisierung im semi-diskreten Modell vor und zeigen, dass unter schwachen
Voraussetzungen alle ben6tigten Abschitzungen adaptiert werden kénnen. Statt der

Ausgangsgleichung Ax f = gx betrachten wir nun das Problem
in {||[Axf —gx| s 4.1
Jin {|[Ax f = gxllz, + 1/ 1e} (4.1)

Dies entspricht genau der klassischen Fehlerquadratmethode angewendet auf die
semi-diskrete Gleichung Ax f = gx bei Projektion auf den Raum Hy und zusétz-
licher Tikhonov-Regularisierung (siehe [52], Kapitel 4.5).

Zunéchst erinnern wir an die Definition der asymmetrischen Kollokationsmatrix
Nag xy € R™*" die gemiB (3.14) durch (Na g xv)kj := AJP(yx, y) gegeben ist.
Desweiteren benttigen wir nun die Gram-Matrix Gy 4.6 x,y = NA@’nyNZ;,QX,Y

mit Eintragen

(Graexy)u =Y Ny, N(y,y), kil=1,...m (4.2)

=1

In der Situation X =Y schreiben wir abkiirzend N4 ¢ x und Gy 4,6, x-

Lemma 4.1 Die Lisung von (4.1) ist gegeben durch
JY=0 ol ), (4.3)
k=1

wobei der Koeffizientenvektor oY die eindeutige Losung des Gleichungssystems
(GNaoxy +7Py)a=Nao xygx (4.4)
ist. Im Spezialfall v = 0 kann der Koeffizientenvektor auch als Losung von
Ng,qs,x,y a=gx (4.5)

ermittelt werden, sofern dieses Gleichungssystem losbar ist.
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m

Beweis. Fir f = > ap®(-,yr) konnen wir wegen der Symmetrie des Kerns die
k=1

Zielfunktion

2
(Z A D(yr, y gi> +va' by a
=1

betrachten und den Gradienten gleich Null setzen. Fiir [ = 1,...,m ergeben sich

die Optimalitéitsbedingungen

Y L
804[ 2;<¥ak)\ D(yx, y) >>\ D(y,y +2’yZak¢ Yr, Y1) = 0.

k=1

Durch Vertauschen der Summation und Zusammenfassen der Terme des Koeffi-

zientenvektors schreiben sich die Gleichungen als

Z [(Z N D(yr., y )A?@(yz,y)> +7¢(yk,yz)l ar =Y gNo(y,y),

i=1 i=1

wodurch sich das LGS (4.4) ergibt. Da Gy 4.6 x,v als Gram-Matrix positiv semi-
definit ist, hat man analog zur Situation ohne Projektion aus Satz 3.2 fiir v > 0
stets die eindeutige Losbarkeit von (4.4).

Im unregularisierten Fall schreiben sich die Optimalitdtsbedingungen als

Z(ZakA prk; ) A?@(ylay):(L lzlv"'7m'

=1

Gilt bereits NX@’X’Y a = gx, so ist die innere Summe fiir i = 1,...,n gleich Null,
wodurch die Behauptung folgt. a

Bemerkung 4.2 Die Bestimmung des Koeffizientenvektors als Lésung von (4.5)
entspricht dem klassischen Kollokationsverfahren angewendet auf die semi-diskrete
Ausgangsgleichung Ax f = gx (siehe [52], Kapitel 4.5). Obwohl die Lisbarkeit nicht
immer garantiert ist, wurde ein entsprechendes LGS auch im Kontext partieller
Differentialgleichungen verwendet [45, 46]. Im Spezialfall X =Y wird hiufig das

diskrete System mit einem TP-Regularisierungsterm versehen, man betrachtet also

(Niax +71) = gx. (4.6)

Dieses LGS liefert jedoch nicht den Koeffizientenvektor der Losung von (4.1). Statt-
dessen erfillt jede Lisung von (4.6) das System

(Gnapx +7Nas x)a=Nas x gx. (4.7)

Im Vergleich zu (4.4) hat sich also der Regularisierungsterm verdndert.

Zusammengefasst ergibt sich die klassische semi-diskrete Fehlerquadratmethode fiir

Hilbertrdume H mit reproduzierendem Kern und Projektion auf Hy wie folgt.
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Algorithmus 4.1 (Semi-diskretes TP-Verfahren mit Projektion)
Gegeben: X = {z1,...,z,} C {2, diskrete Daten g‘;(.

Gesucht: Liosung f* € H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern @ ist.

1. Wihle Y ={y1,...,Ym} C 2 und v > 0.

2. Berechne die Kollokationsmatrizen

(Py) = P(Yrs y1), kl=1,...,m,
(Nao,x,Y )k =/ E(xj,t) Py, t)dt, k=1,....m, j=1,...,n,
2

T
Grnaexy =NaoxyNiexy-

3. Bestimme die Losung oY% des LGS

(GNasxy +7Py)a= Nasxy gx-

m
Ergebnis: f7Y% = kz az’y"s@(-,yk) ist eine Approximation an f*.
=1

Nachdem nun das Losungsverfahren eingefiihrt ist, untersuchen wir, wie sich der
durch Projektion auf Hy mittels des TP-Funktionals

JV(f) = Ax f = gxllz, + VI I (4.8)

ermittelte Approximant f*Y vom Approximant f7 des entsprechenden Problems
ohne Projektion unterscheidet. Dazu betrachten wir die Hilbertraumnorm sowie die
Bildapproximationsgiite als Kriterien. Nach den Fehlerabschétzungen aus Kapitel
3 liegt es nahe, dass sich bei Kenntnis der Abweichungen in diesen Kriterien die
weitere Fehlertheorie anpassen lasst.

Um die mit Projektion bestimmte Rekonstruktion 7> mit der Losung des symme-
trischen Kollokationsansatzes f7 bzw. der Optimallésung f* vergleichen zu kénnen,
miissen wir eine Approximationseigenschaft an den Operator fordern. Dies erklart
sich dadurch, dass der fiir J7 auf ganz H optimale Approximant f7 eine Linear-
kombination der Funktionen )\Jy@(~, y) ist, und die Funktionale \; durch Anwendung
von A und Punktauswertung in z; definiert sind. Genauer benétigen wir, dass ei-
ne Quadraturformel existiert, die fiir eine beliebige Funktion f € H eine auf {2
gleichméflige Approximation der Bildfunktion Af ermoglicht. Wir betrachten da-
her den durch eine Quadraturformel mit Knoten aus Y = Y™ = {ygm), .. ,yfnm)}

diskretisierten Operator
m
A f(@) =3 w0 k(e g™ (™) (4.9)
k=1

und fordern eine in f punktweise, jedoch auf {2 gleichméfBige Konvergenz der Ord-

](Cm))m

nung r > 0. Es existiere also eine Folge ((w, /)7 )men von Gewichten mit

VIEHIK=K(A f,2)>0 mit [[(A—A%)fllro(o) < Khy. (4.10)
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Um diese Bedingung an die Quadraturmethode einzuordnen, zitieren wir ein be-
kanntes Beispiel aus [49], Kapitel 12.

Beispiel 4.3 Fiir 2 = [a,b], f € C*(2) und k € C?(2 x ) gilt unter Verwendung
der Trapezregel die Abschdtzung

1 02
_ AW < h2(p— -
1A = AZ) fllz2) < 5h7 (0 —a) x| 5 (k(z,y)f(v))],
wobei h = =2 die Diskretisierungsfeinheit fiir m dquidistante Datenpunkte ist.

Alternative Voraussetzungen an Quadraturverfahren im Kontext semi-diskreter
Probleme wurden beispielsweise in [34, 58, 86] gestellt. Ganz allgemein heifit ein

Quadraturverfahren (QY)men mit

v, _Zwm) (m))

konvergent gegen das Zielfunktional
Qu ::/ w(x)u(z) dz,
Q

wenn (Q—Q¥ )u "=5° 0 fiir alle u € C(£2) gilt, wobei 2 C R? als kompakt vorausge-
setzt wird und w eine Gewichtsfunktion bezeichnet. Unter Verwendung eines konver-
genten Quadraturverfahrens folgt die Kollektivkompaktheit der Familie (A%)en
und damit punktweise (aber nicht gleichméBige) Konvergenz von A, gegen A (siehe
[49], Kapitel 12). Allerdings erhilt man im Allgemeinen keine Konvergenzordnung
mehr. Unter der Bedingung (4.10) lisst sich jedoch die vorausgesetzte Konvergenz-
ordnung bei fixierter Kollokationsmenge X auf die Rekonstruktion 7Y iibertragen,

sofern Y zunehmend dichter in {2 gew&hlt werden, d.h. falls hy := hy o — 0 gilt.

Lemma 4.4 Fir A: H— AH existiere eine gemdfS (4.9) mittels Quadraturverfah-
ren diskretisierte Operatorfamilie (AY )men, die im Sinne von (4.10) konvergent von
der Ordnung r ist. Dann gelten fiir die Losung 7Y von (4.1) und die Losung f”
des entsprechenden Problems ohne Projektion fir hy — 0 folgende Abschitzungen:

LY = 1F71% = O(hy),
IAx f"Y = Ax f7N17, = O(hy).

Analoge Aussagen gelten bei Vergleich von fV'Y mit der gesuchten Funktion f*.

Beweis. Zunichst erhalten wir aus der Optimalitét von f7*¥ in Hy die Ungleichung
AN <) < (f) Ve Hy. (4.11)
Die globale Optimalitéit von f7 in H bedingt auflerdem

TV < TV = A (4.12)
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Wir schlielen im Folgenden die Liicke zwischen den beiden Ungleichungen, indem
wir eine Funktion f € Hy konstruieren, fiir die J7(f) ~ JY(f7) gilt. Fiir diesen
Approximationsschritt benstigen wir die in (4.10) geforderte Existenz einer konver-
genten Quadraturoperatorfamilie. Da das Zielfunktional J7 aus den nichtnegativen
Termen zur Bildapproximation und zur Regularisierung besteht, bedingt dies auch
die Approximation der Einzelterme.

Zur Konstruktion einer geeigneten Funktion f bemerken wir, dass die TP-Lésung
f7 ohne Projektion geméfl Satz 3.2 die Darstellung

= Zoﬂx‘f@ Z ]/ k(z;,t) D(-,t) dt
= Q
besitzt, wobei a” = o7(X) die Losung des LGS

(Ma,e.x +71)a = gx

ist. Durch Einsetzen des Quadraturoperators schreibt sich dies fiir w = w(™ als

= Za} (Z wik(zj, yre)P(-, yr) + Kh;)
Jj=1 k=1

n

m n
=3 | Do ajwik(ay,u) | Cou) + [ Do) | Khi.
k=1 \j=1 =

Daher definieren wir

n

T=> 0 Do ofwek(as, ) | 2C,ue) (4.13)

k=1 \j=1

und erhalten fiir festes X und hy — 0 den Zusammenhang

1= i) = O(hy). (4.14)

Als néchstes rechnen wir die Abweichungen von f und f? beziiglich Norm und

Bildapproximation nach. Die Norm von f7 ist gegeben durch

1£113 = Zcﬂoﬂvw y)

t,j=1
/ / (x4, 5) k(z;,t) D(s,t) dtds.

Die auftretenden Doppelintegrale lassen sich wie folgt abschétzen:

//k(a:i,s)k(xj,t)@(s,t)dtds

/ (wi, s (Z wik(z;, yi)P(s, Yr) +Kh§}> ds

= 3wk ([ s ooy as) + ([ rawsyas)
k=1 2 n

= Z xjayk (Zwlk $Z7yl ylayk) +Kh’§/> + </ (Ilv )d5> Kth
k=1 7

z]l
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I
NE

wiweh (i, yo)k (5, yr) P (Y1, yk) (Zwkk Tj, Yr) /k(ﬂ%s)d5> Khy
/k:(a:k,s)ds
o

Zwkk(xj,yk) mi>>o/ k(zj,s)ds, j=1,...,n.
k=1 2

Weiterhin gilt offensichtlich

< D2 wawrk (i, y) k(g y) @y, i) +3 max Khy.  (4.15)

Die letzte Ungleichung gilt fiir hy — 0 wegen

171l %{ Z o 4 Z wwih (@i, yo)k(x;, yi)P(Ye, Yk)-

i,j=1 k=1

Somit liefert (4.15) die behauptete Asymptotik

n
7Y r
E ajaj | Khy

i,j=1

U = 170 1 <3, mox | [ o) ds
=1,...n|Jo

= O(h%). (4.16)

Die Abweichung der punktweisen Bildfehler von f und f” schitzt man analog ab.
Mit der Definition von f aus (4.13) schliefen wir

Af(z;) = Z Za;wkk(mj,yk) / k(x;, s) D(yx, s) ds
k=1 \j=1 °
=) o / k(x4 ) Z wik(xj, yr)P(yk, s) ds
j=1 Q k=1
=207 [ klaws) (WB(s,0) + O(B) ds
=1 7
= Z A XINID(x, /Q k(z;,s)ds| O(h})
= Af”(xi) + O(hy). (4.17)
Die Abschitzungen (4.16) und (4.17) liefern nun mit (4.11) und der Wahl f := f
JV(f) = J(f7) + O(hy). (4.18)
Weiterhin folgen fiir hy — 0 die beiden Relationen
AFYIP = Al 1E + ORy), (4.19)
JVfY) = J(f7) + O(hy). (4.20)

Zusammen ergibt sich mit (4.19), (4.20) und der Positivitét der Terme des Zielfunk-
tionals auch

[Ax [ = Ax 7|7, = O(hy). (4.21)

Wegen der Ungleichung (4.12) gelten die soeben verwendeten Argumente auch fiir

f* statt f7, was den Beweis vervollstandigt. O
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4.2 SVR zur Operatorinversion

Nachdem wir im letzten Abschnitt die TP-Methode mit Projektion auf einen Un-
terraum behandelt haben, sind wir nun in der Lage, das SVR~Verfahren zur Losung
von Integralgleichungen zu adaptieren. Dazu verwenden wir wie im Spezialfall der

reinen Regression die e-intensive Abstandsfunktion

" 0 , lx] <e
x =
al =€ jal > e

bzw. deren Quadrat, um Datenfehler bis zu einem Wert von € zu ignorieren. Die
beiden Abstandsfunktionen sind in Abb. 4.1 dargestellt. Eine Einordnung in den

Kontext von Zielfunktionen aus der robusten Statistik findet sich in [38].

1 1

09 — 09
o8k b 08
07} / 1 07
06l / 1 061\
05 \ R 05f
04r \ / ] 0.4
03t / 1 03

02 / 1 02 /

/

o1f 1 01

0 L L L N / L L L 0 L L N R L L L L L
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 06 08 1 -1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 04 06 0.8 1

4.1,a: | - |e fiir e = 0 (blau), € = 0.2 (rot). 4.1,b: |- |2 fiir ¢ = 0 (blau), ¢ = 0.2 (rot).

Abbildung 4.1. e-Abstandsfunktionen | - | und | - |2.

Natiirlich benutzen wir dieses Fehlermafl wieder auf den Daten, d.h. nun im Bild-
bereich des Operators Ax. Nach Einfithrung der Verfahren zeigen wir am En-
de des Kapitels, dass dadurch tatsédchlich ein Gewinn an Stabilitét erzielt wer-
den kann. Anschaulich zu erkldren ist dies durch die Vermutung, dass eine Ver-
nachlissigung kleiner Datenfehler die Vermeidung hochfrequenter Anteile in der
Rekonstruktion mit sich bringt. Bevor wir uns diesem Aspekt zuwenden, leiten wir
zunéchst Losungsverfahren in Form von quadratischen Programmen her. Insbeson-
dere erlautern wir, warum Projektion bei Verwendung eines e-Fehlerfunktionals ein

unabdingbarer Schritt zur Gewéhrleistung numerischer Stabilitét ist.

Im Spezialfall von Regressionsproblemen schreibt sich das Optimierungsproblem
mit e-Fehlerfunktion und Regularisierung mittels der zu Grunde liegenden Hilbert-

raumnorm im Fall gestorter Daten als

min{Zf(xi)—gflmwfll?q}- (4.22)

Al
Geméfl dem sogenannten Reprisentationstheorem ist der optimale Ansatzraum

H*(id, X) = span{®(-,z;) | j =1,...,n},
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weshalb die Betrachtung der Ansatzfunktion f = > o;®(-,z;) geniigt [81]. Dem
j=1
zu Grunde liegen lediglich die Hilbertraumstruktur im Urbild und die Nichtne-

gativitdt des betrachteten Bildfehlerterms. Das Problem kann also parametrisiert
werden, und durch die Einfithrung von Schlupfvariablen schreibt man das resultie-
rende quadratische Programm zur Bestimmung des optimalen Koeffizientenvektors
in folgender Form:

n
T
; i b 4.2
e {;(@1 +bi) + 7o xa} (4.23)
u.d.N. (@X)ia—gf <e+a;, i=1,...,n,

—[(@X)ia—gf]ge—i—bi, i1=1,....n

Ein naheliegendes Analogon zu (4.22) fiir Operator-Inversionsprobleme lésst sich
leicht angeben:

min{ZMf(wi) —gfe+v||f§{}~ (4.24)

eH
f i=1

Mittels eines verallgemeinerten Reprisentationstheorems, das wir nun herleiten,

kann auch dieses Problem parametrisiert werden.
Lemma 4.5 Jede Lisung von (4.24) liegt in span{A?@(,y) lj=1,...,n}

Beweis. Wir betrachten die durch Ax induzierte Orthogonalzerlegung

f=fi+tf fie N(Ax)", f2€ N(Ax).

Damit gilt einerseits

Afz(l'l):(Ang)l:O, Z.:17"'an7

andererseits haben wir auch die Zerlegung || f||%, = || f1ll% + || f2]|%. Somit erhélt
man fiir den Wert des Zielfunktionals

Do NAf (@) = gl + A NE = D 1Af (@) = gPle + v (LAl + 1 fallF) -
i=1 i=1

Mit der Positivitét der Norm folgt fiir jedes Minimum f = f; + fo von (4.24), dass
der Anteil f5 identisch Null ist. Schliellich wissen wir nach dem Beweis von Satz
3.2, dass

N(Ax)* = H (A, X) = span{\i®(-,y) | j=1,...,n}

gilt, woraus die Behauptung folgt. ad

Somit kann man fiir (4.24) die Ansatzfunktion f = Z a;N4@(-,y) withlen, und

durch die Einfiihrung von Schlupfvariablen ergibt sich das folgende, zu (4.23) ana-
loge quadratische Programm zur Ermittlung des Koeffizientenvektors als
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i i+ b Ty 4.25
R o beRT {;(a +b;) + v Mag x a} (4.25)
u.d.N. (MA’¢’X)Z‘a_g,?- <e€e+a;, 1=1,...,n,

~[(Magx)ia =g}l <etbi, i=1,...,n.

Der grundsétzliche Aufbau dieses Optimierungsproblems ist vergleichbar mit dem
Spezialfall der Regression, allerdings tritt nun in den Nebenbedingungen und vor
allem auch im Regularisierungsterm der Zielfunktion die symmetrische Kolloka-
tionsmatrix auf. Da diese probleminhérent extrem schlecht konditioniert ist, eignet
sie sich in keinem Mafle zur Stabilisierung. Die Glattheit der unbekannten Losung
f* von Af = g lisst sich also mit diesem quadratischen Programm nicht stabil auf
die Rekonstruktion {ibertragen. Einen Ausweg aus diesem Dilemma leiten wir im
néchsten Abschnitt durch Projektion auf einen Unterraum her. Eine ausfiihrliche

Fehleruntersuchung wird spéter klédren, dass dies ein vorteilhafter Weg ist.

4.3 SVR mit stiickweise linearem Bildfehlerterm

Wir formulieren nun das SVR-Verfahren mit Projektion auf den Raum Hy =
span{®(-,yr) | K = 1,...,m} und mit stiickweise linearem Bildfehlerterm. Wie im
vorherigen Abschnitt wird also die mittels e abgeschnittene £1-Norm zur Bewertung
des Bildfehlers eingesetzt. Im darauffolgenden Abschnitt leiten wir her, wie auch fiir
abgeschnittene fo-Fehler analog vorgegangen werden kann. Unser Ziel ist also nun

die Losung des Problems

min {Z|Af(wi)gfle+7|f||%}~ (4.26)

cH
feHy | —

m
Betrachten wir die Ansatzfunktion f = > ax®(-,yx), so ergibt sich als quadrati-
k=1

sches Programm zur Bestimmung des Koefizientenvektors

! i Tbi T 4.2
aERmr{llar,lbeRi {;(a +bi) + YO‘} (4.27)
u.d.N. (NZ;’QX)Y)Z'CK —¢0 <e+a;, i=1,...,n,
—[(Nioxy)io—gll<e+b;, i=1,...,n

In Matrixform und mit der Notation 1,, = (1,...,1)T € R™ schreibt sich dies als

. T T
| Jnin {z"Hz+d"z} (4.28)
wd.N. Mz<eg,

Zm41y -y fm+2n Z 07

wobei

g 1Py Omgon € R(m+2m)x(m+2m)

O2n,m 0277,,271
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NT -1 @
M = A2, XY mn ™ e R2n><(m+2n)’

T
—Nisxy Onn —Inn

)

«
5
d= O eR™T o= el ER™, z=|4| eR™T2,
12n _gf);( + Eln
b

Bemerkung 4.6 Das Minimierungsproblem (4.26) kann auch mit lediglich der
Hiifte an Schlupfvariablen zu

n
: T
E i P 4.29
aeRgl,HaleRi {i_l ai +a YO‘} (4.29)
u.d.N. (N£7¢7X7Y)io¢—gf <e+a; i=1,...,n,
—[(Ng)é,xy)ia—gf] <eda, i=1,...,n

umgeformt werden. Dies hat den Vorteil, dass sich die Berechnungsdimension im
Vergleich zu (4.27) von (m + 2n) zu (m + n) reduziert. Allerdings lisst sich in der
Matrizdarstellung zeigen, dass diese Umformung numerisch ungiinstig ist. Ausge-
schrieben ergibt sich das Problem

min  {z"Hz+d"z} (4.30)

zERMtn

udN. Mz <eg,

Em+1s- -5 Pmtn > 07
wobei
] @)
H = 1Y m,m c R(m+n)><(m+n)
Omm On,n
T _
M = NA’é’X’Y In"n c RQHX(TTL"‘TL)
_Ng,tp,X,Y —1Inn
Om g‘;( +e€l, «
d= eR™T = eR?, = e R™,
1, —g‘;( +€l, a

Man rechnet nun leicht nach, dass jeder Singuldrwert o; der Kollokationsmatrix
Na,o xy den Singulirwert V20, der Nebenbedingungsmatriz M bedingt. Daher
ist die Nebenbedingungsmatriz bei dieser Modellierung in etwa so schlecht kondi-
tioniert wie die asymmetrische Kollokationsmatrixz. Wir werden in Abschwitt 4.6
nachweisen, dass sich dies in (4.28) anders verhilt, da der Finfluss des minimalen

Singuldrwerts durch die zusdtzlichen Schlupfvariablen entfillt.

Die Verwendung der ersten Formulierung fiihrt nun zu folgendem Verfahren.
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Algorithmus 4.2 (SVR mit stickweise linearem Bildfehlerterm)
Gegeben: X = {x1,...,z,} C {2, diskrete Daten g‘;(.

Gesucht: Lisung f* € H von Af =g, wobei H ein RKHS mit Kern @ ist.

1. WihleY ={y1,...,ym} C 2 und v,e > 0.

2. Berechne die Kollokationsmatrizen

(Dy )1 = P(Yk, 1), kl=1,...,m,

(NA,QZX,Y)kj :/ k(a:j,t)@(yk,t)dt, k=1,....m, j=1,...,n
(9]

und die Griflen H, M,d,c fir das quadratische Programm. (4.28).

3. Bestimme den Koeffizientenvektor oY% durch Losung von (4.28).

m
Ergebnis: f7Y¢9 = 3 ag’y’s’ééﬁ(-,yk) ist eine Approximation an f*.
k=1

4.4 SVR mit stiickweise quadratischem Bildfehlerterm

In diesem Abschnitt formulieren wir das SVR-Verfahren mit stiickweise quadrati-

schem Bildfehlerterm. Analog zu (4.26) betrachten wir nun

feHy

min {Z Af () — g7 2 + vnfn%,} . (4.31)
i=1

Um zu sehen, wie sich der stiickweise quadratische Bildfehlerterm auswirkt, definie-

ren wir das Hilfsproblem

min {Z F(xi>|§} (4.32)

mit einer Funktion F' : R — R. Dieses kann durch die Einfiihrung von Schlupfva-

riablen in der Form

. 2
- 4.33
azeRg,ugelRi {; % } (4.33)
wdN. |F(z)?<a?, i=1,...,n
geschrieben werden. Da nach Definition der e-Abstandsfunktion

2 0 s ‘F($1)| S €
()| =
(F@:)l =€), |F(a)| > e

gilt, ist die i-te Nebenbedingung fiir |F(z;)| < e stets erfiillt. Die Monotonie der
Wurzelfunktion erlaubt es aufierdem, (4.33) in die Gestalt
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. 2
2 4.34
xe]Rg,HEERj; {Z i } ( )

i=1
wd N,  |F(x;)|—e<a;, i=1,...,n

zu bringen. Die Auflssung des Betrags und eine Einfiihrung (nicht zwingend not-

wendiger) zusétzlicher Schlupfvariablen fiihrt auf

. 2, 12
xeR"r,nzlzr,IbERQ {Z(ai + b’)} (4.35)

=1

u.d.N. F(x)<e4a;, i=1,...,n,
—F(mi)ge—i—bi, 1=1,...,n.

Gehen wir also analog wie in Abschnitt 4.3 vor, so ergibt sich aus (4.31) das folgende

quadratische Programm zur Bestimmung des Koeffizientenvektors:

acR™, a,be]Ri

min {Z(af +b2) + 'yaT@yoz} (4.36)

i=1
u.d.N. (N£7¢,X7y)ia — gf <e+a;, i=1,...,n,
—[(Ng,q;’X’Y)ia—g?] <e+b, i=1,...,n.

Der vormals lineare Term in der Zielfunktion entfillt nun vollsténdig, dafiir tauchen
die Schlupfvariablen nun auch im quadratischen Term auf. Vereinfacht lésst sich dies

in Matrixform als

zg%lni}l% {zTHz} (4.37)

wdN. Mz <ec,

Zm+1; ey Bm42n Z Oa

schreiben, wobei

¢ Om,2n
H = 7Fy 2 c [&(m+2n)><(m+2n)7

OQn,m I2n,2n

NZ;QSXY —Inn  Onn
P X, ’ 2 2
M = € RZx(m+m),

T
—Nisxy Onn —Inn

a
b
c= g Feln ER™, 2= |4| eR™T2,
_gg( + 6ln
b

Bis auf das Verschwinden des linearen Anteils in der Zielfunktion zu Gunsten der
zusétzlichen Einheitsmatrix im quadratischen Term &ndert sich also im Vergleich
zu (4.28) nichts. Insbesondere bleibt die Nebenbedingungsmatrix dieselbe. Das Ein-
sparen von Schlupfvariablen zur Reduktion der Berechnungsdimension ist analog zu
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Bemerkung 4.6 moglich, allerdings fithrt dies wieder auf die dort erwéhnte schlecht
konditionierte Nebenbedingungsmatrix. Daher bleiben wir bei obiger Formulierung

und erhalten das folgende, Algorithmus 4.2 sehr #hnliche Losungsverfahren.

Algorithmus 4.3 (SVR mit stickweise quadratischem Bildfehlerterm,)
Gegeben: X = {x1,...,2,} C 02, diskrete Daten g5 .

Gesucht: Lisung f* € H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern & ist.

1. Wihle Y = {y1,...,ym} C 2 und v,e > 0.
2. Berechne die Kollokationsmatrizen
(DY) = Pk, w1)s k,Ji=1,...,m,
(Naaxy )iy = /Q K(e;t) B(yp t)dt, k=1,....m, j=1,...n
und die Griflen H, M,d, ¢ fiir das quadratische Programm. (4.37).

3. Bestimme den Koeffizientenvektor oY% durch Losung von (4.37).

m
Ergebnis: f7V¢% = 3 aZ’Y’E";@(',yk) ist eine Approximation an f*.
k=1

4.5 Konvergenz und Parameterbestimmung

In diesem Abschnitt iibertragen wir die Fehlertheorie aus Kapitel 3 auf das TP-
Verfahren mit Projektion sowie die vorgestellten SVR-Methoden. Da das asym-
metrische TP-Verfahren als Spezialfall der SVR mit stiickweise quadratischem Bild-
fehlerterm unter der Vorgabe € = 0 angesehen werden kann, beginnen wir mit den
SVR-Methoden.

Wir nehmen fiir den Rest des Kapitels an, dass die Losung f* fiir eine hinreichend
grofle Menge Y bereits in Hy liegt. Da sich Lemma 4.4 auf die SVR-Methoden
mit stiickweise linearem bzw. quadratischem Bildfehlerterm ohne Weiteres iiber-
tragen lisst, ist dies zuniichst keine Einschréinkung. Im allgemeinen Fall f* € H\ Hy
kommt unter der Voraussetzung der Existenz eines konvergenten Quadraturopera-
tors geméB (4.9) und (4.10) lediglich in den Abschétzungen der Urbildnorm und des
Bilddatenfehlers ein Summand der Ordnung O(h%) hinzu.

Allerdings macht dies die La-Fehlertheorie hinfillig, bei der die Kollokationsmenge
X als variabel betrachtet wird. Fiir hx — 0 spielen nédmlich die in Lemma 4.4
vernachlissigten, von X abhéngigen Konstanten eine Rolle. Insbesondere ist nicht
klar, ob der Koeffizientenvektor o = «(X) ohne zusitzliche Beschrinkung in den
Optimierungsproblemen unabhingig von X abgeschétzt werden kann. In Kapitel 5
werden wir sehen, dass sich dieses Problem durch zusétzliche Diskretisierung des
Operators beheben lésst, und dass fiir beliebiges f* € H La-Abschitzungen ange-
geben werden kénnen.
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4.5.1 SVR mit stiickweise linearem Bildfehlerterm

Wir analysieren im Folgenden das Konvergenzverhalten der Losung f7°Y+€ von

n

min J7(f) = Y |Af (@) = gile + 1IN (4.38)
FeHy i=1
bei Vorliegen exakter Daten, sowie das Fehlerverhalten der Losung f7Y%9 von
n
Join T (f) =Y Af (@) = gl + A F I (4.:39)
i=1

in der Situation gestorter Daten. Es zeigt sich, dass die Fille € > ¢ und € < §
separat betrachtet werden miissen. Wir leiten zunéichst Abschitzungen des Urbild-
fehlers in der Hilbertraumnorm sowie Fehlerschranken fiir den diskreten Bildfehler
her. Dies geschieht in Analogie zu Korollar 3.9, Lemma 3.10 und Lemma 3.11, wo-
bei die gednderte Struktur der Zielfunktionale einen etwas allgemeineren Zugang
als iiber die Singuldrwertzerlegung von Ay erfordert. Da der in diesem Abschnitt
betrachtete Bildfehlerterm auflerdem stiickweise linear ist, bendtigen wir hier eine

{so-Abschitzung sowie eine entsprechende Sampling-Ungleichung.

Lemma 4.7 (Hilbertraum-Stabilitit)
Ist f* € Hy, so gilt im Fall exakter Daten die Urbildabschdtzung

1w < 1 -

Fiir gestorte Daten erhdlt man

n
w“%st¢ww%+7®—o+

Im Fall € > § ist die Stabilitdt also genau wie bei exakten Daten. Fir e < § liefert

n(d —€)
Ve = .
clf*l1%

eine etwas schwdchere Stabilitdt im Sinne von

1F=Y 0 < VItelf .

Beweis. Fiir exakte Daten impliziert die Bedingung f* € Hy zusammen mit der
Optimalitiat von f7V¢ fiir J¢ auf Hy sowie der Positivitéit der einzelnen Terme
des Zielfunktionals die Abschétzung

AFTNG < TPf) < TP =

und damit die erste Behauptung. Fiir gestorte Daten kénnen wir analog schlielen:
n
VP0G < TS (fI0) < TE(fT) = N A (@) — 6Pl + I I
i=1

Fir ¢ =1,...,n gilt offensichtlich
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(0—¢) ,e<$

|Af* (2:) — g7l < :
0 ,€>0

weshalb der Bildfehlerterm fiir € < 6 nur durch

D oIAf (@) = gl <n(6—e)
i=1

(4.40)

abgeschétzt werden kann. Daraus folgt nun die zweite Behauptung. Einsetzen der

speziellen Wahl . im Fall € < ¢ liefert schliellich die Stabilitdtsaussage

||f7c7Y76’5||H <Vite 1Nl er-

O

Mit der Dreiecksungleichung ergeben sich entsprechende Aussagen fiir die Differen-
zen || fY€ — f*||g und || f7Y°¢% — f*||g. Abschitzungen des Bildfehlers lassen sich

ebenfalls mit Hilfe des Zielfunktionals herleiten.

Lemma 4.8 (Bildfehlerabschitzungen)
Ist f* € Hy, so gelten die folgenden Bildfehlerabschdtzungen:

[AfYYC = Af ooy S NFIE + e
JAFTY0 = Aoy S NE + (€+8) +n(6 — )4
Im Fall € > 6 garantiert die Parameterwahl

€+ 6

Ve 1=
o lE

die Fehlerschranke
1
||Ava,Y,e,6 — Af*|lewix) < <1 + c) (e+9).

Im Fall € < 0 garantiert die Parameterwahl
_n(d—e)
clf 1%

aus Lemma 4.7 nur noch die von n abhdngige obere Schranke

Ve

1
|Af'yc,Y,e,6 —Af*llenx) < (e+0) + (1 + C) (6 — e)n.
Beweis. Fiir exakte Daten gilt:

.....

< max {|[Af"V(x;) — gile} + e

=1,...,n

< STIAPY (@) — gl + STV 4 e

i=1

= TP e
< ) e =l Iy e
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Bei Vorliegen gestorter Daten miissen wir das Funktional J7¢® hinzuziehen, um
den Bildfehler von f7Y:¢9 abschitzen zu konnen. Daher gehen wir zuniichst zu den
gestorten Daten ¢° iiber und schlieBen

[AFT¥S — APy = max {IAPY55 () — )]}
< max {JAfTV90 (@) — )} + 6

< max {|Af7V0(z;) = gfle} + (e +9)

= i=1,..,

<D AP0 () = gl + ANV + (e + )

=1
_ Jﬂ/,s,6<f’y,Y,s,6)+(€+6)
<P (f*) + (e +0)

=S JAF @) — gl + AN + (e + 6).
=1

Der Bildfehlerterm verschwindet nun wieder fiir e > ¢, im Fall € < ¢ ist (4.40)
anzuwenden. Daraus folgt die behauptete Bildfehlerabschétzung fiir gestorte Daten
und beliebiges . Durch Einsetzen der unterschiedlichen Parameterwahlen in den
Fillen € > § und € < & ergeben sich auch die beiden iibrigen Aussagen. O

Bemerkung 4.9 FEine gemeinsame Betrachtung von Lemma 4.7 und Lemma 4.8
zeigt, dass sich die Situation gestorter Daten fir die Wahl € > § nicht wesent-
lich vom Fall exakter Daten unterscheidet. In der Parameterwahl muss lediglich

€+ 6 statt € als Faktor gewdhlt werden, wodurch eine gleichbleibende Urbildfehler-

abschitzung und eine lediglich um den Faktor et‘s schlechtere Bildfehlerschranke
garantiert werden. Fir gestorte Daten mit einer Wahl € < § ist dagegen fiir die Re-
konstruktion nicht gleichzeitig Stabilitdt im Funktionenraum und ein von der Anzahl

der Kollokationspunkte unabhingiger Bildfehler zu erwarten.

Es geniigt also, den Fall gestorter Daten zu betrachten und zwischen den Aus-
wahlmoglichkeiten € > § und € < § zu unterscheiden. Zur Herleitung von Lo-
Abschéitzungen benutzen wir wie in Kapitel 3 zweimal die Glattungseigenschaft
des Operators. Statt der Sampling-Ungleichung aus Satz 2.11 kommt diesmal die
Sampling-Ungleichung mit ¢,-Datenfehler aus Satz 2.10 zum Einsatz, allerdings
immer noch mit der Wahl 6 := 7 + « und o := a. Die Voraussetzung 6 > o + %
vereinfacht sich zu 7 > g, und mit ¢ = % erhalten wir analog zu Abschnitt 3.3.1:

[ R PN
1 . ¢
< aHAf — APV o)
< C1 (B IAL = AP0 grra o) + By IAFT — AP0 (x)
< Cy (XN F* = Y ey + ™ IAf* = Af7Y90 o (x)) - (4.41)

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir ab jetzt C statt Cy. Durch Einsetzen

der Ergebnisse aus Lemma 4.7 und Lemma 4.8 ergibt sich das folgende Resultat.
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Satz 4.10 (Ls-Fehlerabschitzungen und Parameterwahlen)

Es sei H=H"(RY), 7 > %, und es gelte f* € Hy .

1. Wihlt man € > 6, so ist Stabilitit gemap ||f*Y g < | f* g gewdhrieistet.
Fir die Parameterwahl
_e+6
T

ergibt sich ein Lo-Fehler der Ordnung —a:

I = e

1 —
ey < © (251 o + (142 (e o)

2. Wihlt man € < 6§, so bendtigt man die Parameterwahl
n(d —e
Ve = ( . 2)
clf*I1%

aus Lemma 4.7, um Stabilitit in Form von ||f7=Y<|gx < V1+cl||f*|la zu

garantieren. Der Lo-Fehler ldsst sich nur noch durch

1 = Y iy < C ((1 VITO) GHEI o

+ [(e +0) + (1 + i) (6 — e)n} h;ﬁ)

abschitzen, ist also fir quasi-uniforme Daten aus X von der Ordnung —(a+ %)
Beweis. Die Behauptung folgt aus (4.41), Lemma 4.7 und Lemma 4.8. O

Natiirlich erhdlt man bei SVR mit exakten Daten lediglich fiir die Wahl ¢ = 0
Konvergenz, da fiir € > 0 korrekte Informationen {iber f* ignoriert werden und somit
keine fehlerfreie Rekonstruktion mehr moglich ist. Deutlich wird dieser anschauliche
Sachverhalt in der Fehlerabschéitzung aus Satz 4.10 im Fall € > § mit 6 = 0.

Korollar 4.11 (Optimale Parameterwahl)
Die beste Fehlerabschdtzung ist fiir die Parameterwahl € = § garantiert, die aufer-
dem Stabilitit in der starken Form || fV'Y<0| ; < || f*||u sichert. Mit

20
Ve = .
cl 1%

gilt in diesem Fall die Approximationsfehlerschranke
* Ye,Y,€,0 TLT * 1 —a
177 = £ o) < O 263 h% 1 (o) +2 (14 7 ) 0hy™ ).
Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus Satz 4.10. a

Bemerkung 4.12 Der mit dem Regularisierungsparameter aus Korollar 4.11 re-

sultierende Bildfehler lisst sich gemdf$ Lemma 4.8 wie folgt abschdtzen:

N 1
||Afvc,y,e,6 — Af IIeOQ(x) <2 (1 + C) 0.
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Der Regularisierungsparameter v, und damit der Parameter ¢ dienen im Fall € > §
nur zur Gewéhrleistung numerischer Stabilitdt bei der Berechnung des Approxi-
manten, da Stabilitdt im Funktionenraum stets garantiert ist. Trotzdem ist die
Betrachtung von ¢ auch dann sinnvoll, da diese Grofle geméfl der Lo-Abschitzung
die relative Abweichung vom theoretisch minimalen Approximationsfehler angibt.
Natiirlich sollte auch im Fall exakter Daten zur Sicherstellung numerischer Stabilitét
~v > 0 gewéhlt werden.

4.5.2 SVR mit stiickweise quadratischem Bildfehlerterm

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Fehlerverhalten fiir die Support-Vektor-
Regressionsmethode mit stiickweise quadratischem Bildfehler. Um die Notation
nicht zu iiberladen, bezeichnen wir die Rekonstruktionen und Zielfunktionale wie
im vorangegangenen Abschnitt. Wir interessieren uns also fiir das Verhalten der
Losung f7Y¢9 von

in JYO(f) =Y |Af(x) —gl|F + 4. 4.42
i ) 5= 3D 1AS @) = of 1+ 31 (4.42)
Wie bei der SVR mit stiickweise linearem Bildfehlerterm kann der Fall exakter
Daten als Spezialfall der Situation gestorter Daten mit € > § angesehen werden. Wir
gehen wie in Abschnitt 4.5.1 vor und erhalten mit etwas mehr Miihe entsprechende
Urbild- und Bildfehlerabschitzungen.

Lemma 4.13 (Hilbertraum-Stabilitt)
Ist f* € Hy, so gilt fiir gestorte Daten

€ * n
W”“WH<¢WI%+7®—01

d.h. Im Fall € > § ist Stabilitit stets garantiert. Fir e < liefert

n(6 —e)?
Ve = .
el f* 15

etne etwas schwdchere Stabilitdt im Sinne von

1F7= Y < VItelfla.
Beweis. Man geht genau wie im Beweis von Lemma 4.7 vor und beriicksichtigt
S 1A ) — gl < (6 -
i=1
O

Da wir nun wieder einen stiickweise quadratischen diskreten Bildfehlerterm be-
trachten, bendtigen wir im Unterschied zum vorherigen Abschnitt wie bei den
TP-Verfahren Abschitzungen des f5-Bildterms und die entsprechende Sampling-
Ungleichung.
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Lemma 4.14 (Bildfehlerabschitzungen)
Ist f* € Hy, so gilt fiir den Bildfehler die Abschdtzung

JAPYY40 — Af ) < I I+ nle + (6 — 2) + Vb,
Im Fall € > 6 garantiert die Parameterwahl

nd?
Ve 1=
el

die Fehlerschranke

52
[Af7Y0 — Af*[leyx) < Vn (5 ot 62> :

Im Fall € < ¢ liefert die Parameterwahl

n(d — €)?

Ve 1= —rs—
ol lE

aus Lemma 4.18 die Abschdtzung

1
JAPY 8 — Af* ey < VA <5 + \/ (1 + ) (602 + ) .

Beweis. Mit Ax f* = gx, der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und der Daten-
fehlerannahme folgt:

[Ax frY0 — Ax £,
= [Ax 770 = g% lI7, + 2(Ax 70 = g%, 9% — 9x),, + llok — 9x17,
< Ax frYe0 — g2, + 2l Ax f1Y0 — g% lle, Va2 + nd?
= (| Ax S — g&lle, + v/n8)”. (4.43)

Eine Bildfehlerabschétzung gegen die gestorten Daten erhilt man durch

n
1Ax fY00 — g& )12, < ST IAFY 0 (@) — gf 2 + ne
=1

< J%eﬁ(f%i’,sﬁ) 4 ne2
S J'y,e,é(f*) _’_n€2
n
= gi = g 12+ NSN3 + ne®
i=1

<ANF %+ + (6 —e)2). (4.44)

Einsetzen von (4.44) in (4.43) ergibt wie behauptet

JAx F770 — Ax [ ey < YIS I+ (e + (6 — 2) + Vb,

Durch Einsetzen der speziellen Parameter erhélt man auch die beiden iibrigen Aus-
sagen. O
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Man beachte, dass der Regularisierungsparameter im Fall € > § nicht proportional
zu n gewéhlt werden muss, da Stabilitdt im Funktionenraum durch den Parameter e
sichergestellt wird. Lediglich die Bildfehlerabschitzung aus Lemma 4.14, in welcher
der Faktor y/n ohnehin auftritt, wird auf diese Weise vereinfacht. Nun sind wir
wieder mit der Sampling-Ungleichung aus Satz 2.11 in der Lage, wie in Kapitel 3

fortzufahren, um Aussagen iiber die Lo-Approximationsfehler treffen zu kénnen.

Satz 4.15 (Lo-Fehlerabschitzungen und Parameterwahlen)
Es sei H = H"™(R?), 7 > % und es gelte f* € Hy .

1. Wihlt man € > 8, so ist stets Stabilitit gemdf || f7Y 0| g < ||f*|lu garantiert.

Die Parameterwahl

nd?
Ve 1= o
el

aus Lemma 4.14 liefert einen Lo-Fehler von

* € TIL.T * %*a 52
I = £V 0 SC<202 XN a2 + hk \/ﬁ<5+\/0+62>>-

2. Wahlt man € < 6, so bendtigt man den in Lemma 4.13 eingefiihrten Parameter

n(6 — €)?

Ve = e
el

um Stabilitit in der Form || f7oY0 ||y < V14 c|f*|lg 2u gewdhrleisten. Der
Lo-Fehler lisst sich wie folgt abschdtzen:

1£* = [0 Ly o) < C© (CQh} A+ Vi) If im0

5+\/<1+i> (6 — )2+ e

Beweis. Gemafl den Ausfithrungen zu Beginn von Abschnitt 3.3.1 gilt

4 _q
+hi “Vn

) |

1= fY Ly

< C(SHXIF = Y () + B Ax Y0 = Axf )

Die Approximationsaussagen folgen nun durch Einsetzen der speziellen Regulari-
sierungsparameter aus Lemma 4.14. Die Stabilitdt wurde bereits in Lemma 4.13
nachgerechnet. O

Bemerkung 4.16 Anders als bei der im vorherigen Abschnitt diskutierten SVR
mit stiickweise linearem Bildfehler lisst sich also durch angepasste Parameterwahl
fiir quasi-uniforme Kollokationspunkte, d.h. n ~ h™%, auch im Fall € < & ein Lo-

Fehler der Ordnung —a erreichen.
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Die Resultate aus Satz 4.15 lassen sich bei genauem Hinsehen noch weiter verbes-
sern. Fiir € > 0 ist offensichtlich wie im letzten Abschnitt € = § die optimale Wahl.
Da die Stabilitit der Losung in der Situation € < § lediglich vom Parameter c
abhéngt und in die Lo-Fehlerabschiatzung sowohl ¢ als auch e eingehen, streben wir
hier eine optimale Wahl von € in Abhéngigkeit von ¢ und natiirlich dem fixierten
Fehlerniveau § an.

Korollar 4.17 (Optimale Parameterwahl)

1. Im Fall € > § ist e = & die optimale Parameterwahl. Der in Lemma 4.1} ein-

gefiihrte Parameter

né?
Ve = T2
il

liefert einen Approximationsfehler von

* € TLT * 4—a 1
15 = £ py) < C <202hx||f (o) +hyx “Vn (1 +/1+ C) 5) :

Allerdings muss v nicht proportional zu n gewdhit werden, da die Wahl von e
Stabilitit in der starken Form ||fVY90|| g < ||f*||la garantiert.

2. Im Fall e < 6 ist fiir den in Lemma 4.13 eingefiihrten Regularisierungsparameter
die Wahl

1+¢
€:=
1+ 2c¢

optimal. Einsetzen dieses Wertes fiir € ergibt
c nd?

Vo= oI T
O A+202 1

Mit diesen Werten ist Stabilitit gemap || f7Y<%g < VI +c|f*|lg sicher-
gestellt, und die Approximationsfehlerabschdtzung nimmt folgende Form an:

1 = Y|y < C (cgh;; U+ VIF) I oy
d_q 1+e¢

h? 1 4.

ik ﬁ( + 1+20> )

Beweis. Fiir € > ¢§ folgt die Aussage direkt durch Betrachtung des Approxima-

tionsfehlers aus Satz 4.15. Fiir ¢ < § zeigt die Fehlerschranke aus Satz 4.15, dass
lediglich der Ausdruck

h(e) := (1 + (1:) (6 —e)? +¢é (4.45)

nach € minimiert werden muss. Als Minimumstelle ermittelt man den oben angege-
benen Wert. Einsetzen in die Parameterwahl und die Fehlerabschéitzung aus Satz
4.15 liefern die Behauptung. O
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4.5.3 TP-Verfahren mit Projektion

Die Fehlertheorie fiir das asymmetrische TP-Verfahren lésst sich einfach aus dem
vorherigen Abschnitt als Spezialfall der Situation € = 0 ibernehmen. Mit Satz 4.15
erhalten wir sofort die gewiinschte Stabilitéts- und Fehlertheorie. Natiirlich kann der
Approximant f7¥% nach wie vor iiber die Losung des linearen Gleichungssystems
(4.4) aus Lemma 4.1 berechnet werden.

Satz 4.18 (Ls-Fehlerabschitzungen und Parameterwahlen)
Es sei H=H"(RY), 7 > % und es gelte f* € Hy. Wahlt man

nd?

Ve 1=
g

so ist durch

£ N < VItelf I

Stabilitit garantiert. Der Approzimationsfehler ist beschrdinkt durch

L = P ey < C (cgh; (L4 VIT) I/ o

IS <1+,/1+i> 5).

Beweis. Folgt durch Einsetzen von ¢ = 0 in den Fall € < § von Satz 4.15. O

4.5.4 Vergleich der TP- und SVR-Verfahren

Um die bisher vorgestellten Verfahren besser vergleichen zu kénnen, geben wir in
diesem Abschnitt einen Uberblick iiber die hergeleiteten Parameterwahlen sowie
die resultierenden Stabilitits- und Approximationsresultate an. In Tabelle 4.1 fin-
den sich fiir die SVR-Methoden neben dem Regularisierungsparameter auch die
Werte des zusétzlich stabilisierenden Parameters €. In der mit ,,Stabilitdt“ beschrif-
teten Zeilen ist jeweils der vom Parameter ¢ abhéngige Vorfaktor in der Stabi-
litdtsabschitzung angegeben. In der mit ,, Approximation“ gekennzeichneten Zeile
ist jeweils der Vorfaktor des Leitterms in der Lo-Fehlerschranke aufgelistet.

Die beste Approximationsfehlerabschitzung erhélt man fiir das symmetrische TP-
Verfahren. Insbesondere konvergiert nur in diesem Fall fiir ¢ — oo der Vorfaktor
in der Approximationsfehlerabschitzung gegen 1. Die Qualitit der Fehlerschranken
bei dieser Methode ist nicht weiter verwunderlich, da die Singuldrwertzerlegung des
semi-diskreten Operators eine bessere Fehlerabschétzung als die direkte Betrach-
tung des Zielfunktionals ermdglicht. Daher ist zur Abgrenzung der SVR-Methoden
von der bekannten TP-Methode ein Vergleich mit der asymmetrischen Variante
aufschlussreicher.
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sym. TP | lin. SVR | quad. SVR | quad. SVR | asym. TP

no? 25 ns? c _né? né?
v 4c2p? cp? cp? (14+2¢)2 p2 cp?
14
€ - 1 0 1+2Cc5 -
Stabilitéit 1+c¢ 1 1 V1i+e Vi+e

Approximation | 14+ £ | 2(1421) | 14+ 4/14+2 | 14,/352 [1+/1+1

Tabelle 4.1. Vergleich der TP- und SVR-Verfahren: optimale Parameter und Vorfaktoren
der Stabilitdts- und Approximationsfehler-Abschitzungen.

Desweiteren ist zu bedenken, dass lediglich bei den beiden SVR-Verfahren mit der
Wahl ¢ = § Stabilitit in der starken Form | f7Y:¢9

meter 7y gesichert ist. Der Regularisierungsparameter dient hier ausschlielich zur

|l < ||f*||z fiir alle Para-

Gewiéhrleistung numerischer Stabilitéit, weshalb sehr grofle Werte fiir ¢ gewahlt
werden kénnen und der Vorfaktor der Approximationsfehlerabschitzung nahezu 2
wird. Ein Vergleich der beiden Verfahren untereinander zeigt, dass bei optimaler
Parameterwahl die SVR mit stiickweise quadratischem Bildfehler etwas bessere Er-
gebnisse erwarten ldsst. Allerdings ist dieser Vorteil fiir grofle ¢ marginal und in

Testrechnungen nicht zu beobachten.

Fiir die quadratische SVR mit € = 11;"566 ist Stabilitdt nur noch in abgeschwichter
Form garantiert. Allerdings ist im Vergleich zu den beiden SVR-Verfahren mit € = ¢
stets ein geringerer Approximationsfehler sichergestellt. Insbesondere ist dieser fiir
alle ¢ > 0 kleiner als 2 und konvergiert fiir ¢ — oo gegen 3/2. Dies zeigt insbesondere,
dass im Vergleich mit der asymmetrischen TP-Methode bei gleicher Stabilitéit stets
ein geringerer Approximationsfehler gewéhrleistet wird. Die zuséitzliche Wahlfreiheit
fiir den Parameter € wirkt sich also in der Tat vorteilhaft aus. Es zeigt sich aufler-
dem, dass auch die quadratische SVR mit € = § der asymmetrischen TP-Methode
vorzuziehen ist. In diesem Fall stimmen die Approximationsfehlerschranken iiberein,

wahrend nur die SVR Stabilitét in der starken Form ermdoglicht.

Nicht in den Fehlerabschétzungen ablesbar sind zwei weitere Charakteristika der
unterschiedlichen Verfahren. Zum einen bedingt die Anwendung der symmetrischen
TP-Methode die Auswertung von n? Doppelintegralen, wihrend fiir die asymme-
trischen Verfahren lediglich nm Einfachintegrale berechnet werden miissen. Zum
anderen haben wir uns bisher lediglich mit der Sicherstellung von Stabilitat im
Funktionenraum bei gleichzeitiger Gewihrleistung guter Approximationsresultate
beschiftigt. Der Aspekt der numerischen Stabilitéit ist bis jetzt auflen vor geblie-
ben. Im néchsten Abschnitt untersuchen wir daher diesbeziigliche Unterschiede der
vorgestellten Methoden. Die SVR-Verfahren werden sich bei diesem Vergleich als

deutlich vorteilhaft erweisen.
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4.6 Numerische Stabilitidt bei den SVR-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die Kondition der Nebenbedingungs-
matrix bei den SVR-Methoden weitaus besser ist als die Kondition der Kolloka-
tionsmatrizen bei der symmetrischen bzw. asymmetrischen TP-Methode. Genauer
gesagt weisen wir nach, dass in den quadratischen Programmen (4.28) und (4.37)
alle auftauchenden Groéflen unabhéngig von den kleinen Singuldrwerten der asym-
metrischen Kollokationsmatrix sind, obwohl diese Matrix in den Nebenbedingungen
auftaucht.

Um dies einzusehen bemerken wir zunéchst, dass im Regularisierungsterm der SVR-
Verfahren nur die diskrete Kernmatrix @y vorkommt, die bei geeigneter Kernwahl
relativ gut konditioniert ist. Die Konditionszahl von @y beziiglich der Spektralnorm

ist als Quotient des maximalen und des minimalen Eigenwerts gegeben:

)\max (@Y)
)\min (@Y> '

Gemis [101], Kapitel 12 erhélt man mit dem Satz von Gerschgorin fiir radiale Kerne

Amax(@Y) S m k:Hl{aX’m{@(yk» yk)} S qu(O) (447)

cond(Py) = (4.46)

Die Abschiitzung des minimalen Eigenwerts gestaltet sich deutlich schwieriger und
muss separat fiir verschiedene Basisfunktionen durchgefiihrt werden. Beispielsweise
fiir die Wendlandkerne ¢4 wird in [101] die Abschétzung

Amin(Py) > CgZFt! (4.48)

gezeigt, wobei ¢y der Separierungsabstand aus (3.23) ist. Fiir quasi-uniforme Daten
gilt m ~ q{,d, und somit kann man die Kondition der diskreten Kernmatrix zum
Wendlandkern ¢4, durch

cond(Py) < Cq;(2k+d+l) (4.49)

abschétzen. Generell zeigen zahlreiche Testrechnungen mit den TP-Methoden, dass
die Kondition der diskreten Kernmatrix ein untergeordnetes Problem darstellt,
da die Kondition der asymmetrischen bzw. symmetrischen Kollokationsmatrix viel
groflere Schwierigkeiten bereitet. Auch in diesem Fall erweist sich der kleinste Ei-
genwert als Ursache der Instabilitéit. Das folgende Lemma liefert den Grund fiir den
Stabilitéitsvorteil der Support-Vektor-Regression verglichen mit der asymmetrischen
bzw. symmetrischen TP-Methode.

Lemma 4.19 (Numerische Stabilitit bei den SVR-Methoden)

1. Die asymmetrische Kollokationsmatric N = Ny ¢ x,y € R™*™ habe mazimalen
Spaltenrang n und die Singuldrwerte o1 > ... > o0,. Dann hat lediglich der

grofite Singuldrwert Einfluss auf die Kondition der Nebenbedingungsmatriz

T _
M = N In On c R2n><(m+2n)

-NT 0, -1,
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der quadratischen Programme aus (4.28) und (4.37). Genauer gilt:

cond(M) = /1 +20% = O(a1).

2. Fiir Regressionsprobleme ist bei Verwendung eines radialen Kerns zusdtzlich die

Abschdtzung
o1 < v/nm ¢(0)

erfillt, so dass in diesem Fall folgt:
cond(M) = O(y/nm).
Bewets.

1. Wir betrachten die Eigenwerte der Matrix

NTN 4+ 1, —NTN
MMT — c R2n><2n.

~NTN NTN +1,

Die Eigenwertgleichung M M7z = pz lisst sich fiir z = (27, 4y7)T mit z,y € R®
als Gleichungssystem
N'Nz +2 - N'Ny = pa, (4.50)
—~NTNz+ NTNy+y = uy

schreiben. Formt man die erste Gleichung zu
NTNy = NTNxz+ (1 - p)z
um und setzt sie in die zweite ein, so ergibt sich

(I —pz=(u—1y.

a) Ist u # 1, so ist die Gleichung genau fiir x = —y erfiillt. Einsetzen in das

Ausgangssystem (4.50) zeigt, dass dieses genau unter der Bedingung

-1
NNz =E" "y
2
gelost wird. Somit ist 4 # 1 genau dann Eigenwert von M7T M, wenn %71
Eigenwert von NTN ist. Umgekehrt sind somit fiir alle Eigenwerte A # 0

von NTN die Zahlen p = (1 + 2)\) Eigenwerte von MT M.
b) Ist u = 1, so vereinfacht sich das System (4.50) zu den Gleichungen
NTN(z—y) =0,
NT'N(y—z)=0.

Ist nun rg(N) = n, so ist N7 N invertierbar und es ergibt sich die Bedingung

r=y.
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Da MTM in Vielfachheiten gezihlt 2n Eigenwerte besitzt und n viele davon
nach a) ungleich 1 sind und mittels der Eigenwerte A; # 0 der invertierbaren
Matrix NTN als p; = 1+ 2); ermittelt wurden, miissen die restlichen n Eigen-
werte gleich 1 sein. Sind also die Singulérwerte von N durch o4, ..., 0, gegeben,
so besitzt M die Singuldrwerte

V14202, /142021,

wobei der Singuldrwert 1 die Vielfachheit n hat. Das zeigt die erste Behauptung.

2. In der Situation X =Y folgt die Abschiitzung (4.47) fiir den gréBten Eigenwert
von @x direkt aus der fiir positiv definite, radiale Kerne bekannten Tatsache
|¢(z)| < #(0) und dem Kreissatz von Gerschgorin (siehe [101], Kapitel 12). Die
Behauptung ergibt sich dann mit dem ersten Teil, da dort gezeigt wurde, dass
der kleinste Eigenwert von M gleich 1 ist.

Fiir X #Y definieren wir

m
U(z,y) = Yoy (z,y) = Y Bz, yr)D(y, yn).
=1
Der Satz von Gerschgorin angewendet auf Ux = @ X,yép%,y € R™*" garantiert
fiir den maximalen Eigenwert A\; von Wx die Existenz eines Index i € {1,...,n}
mit

M (Wx) =¥ (x4, 2;)| < Z U(x,x;).
1e{1,...n3\ {4}
Daraus lasst sich fiir das Quadrat des grofiten Singulérwerts von @x y

n m

03 (Bx )| <Y W) =Y > B, yr) P, yr)

=1 =1 k=1

< nm (¢(0))

folgern, und mit Teil 1 des Beweises ergibt sich wieder die Behauptung.

O

Vergleicht man das Ergebnis aus Teil b) mit (4.48) bzw. (4.49), so sieht man, dass
fiir Regressionsprobleme mit Wendlandkern ¢4 und X = Y die Kondition der
Nebenbedingungsmatrix M des quadratischen Programms aus (4.28) um den Faktor
q%f“ besser abgeschéitzt werden kann als die Kondition der diskreten Kernmatrix
@ x . Fiir andere Kerne tritt der Einfluss des minimalen Singulérwerts der diskreten
Kernmatrix sogar noch deutlicher hervor, weshalb die quadratischen Programme
(4.28) und (4.37) schon im Regressionsfall stabiler gelost werden kénnen als die

TP-Gleichungssysteme.

Noch entscheidender ist der numerische Vorteil der SVR-Verfahren bei Integral-
gleichungen mit kompaktem Operator. Die kleinsten Singuldrwerte der Kolloka~
tionsmatrizen streben in diesem Fall extrem schnell gegen Null, wihrend die grofien
Singularwerte moderat bleiben.
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4.7 Numerische Beispiele

Wir vergleichen in den folgenden Beispielen das semi-diskrete symmetrische bzw.
asymmetrische TP-Verfahren (Algorithmen 3.1 und 4.1) mit den SVR-Methoden
mit stiickweise linearem bzw. quadratischem Bildfehlerterm (Algorithmen 4.2 und
4.3). Dabei werden die Eintrége der Kollokationsmatrizen numerisch mit einer Ge-
nauigkeit von 10~¢ berechnet. Zur Losung der quadratischen Programme kommt die
Matlab-Routine quadprog zum Einsatz, die auf Algorithmen aus [30] basiert und ei-
ne Aktive-Menge-Strategie ausnutzt. Um die beschriebenen Methoden bestméglich
voneinander abgrenzen zu kénnen und die hergeleiteten Parameterwahlen zu tes-
ten, verwenden wir stets den Startwert z = 0 und fithren maximal 1000 Iteratio-
nen durch. Das Iterationsverfahren stoppt jedoch in den meisten Fillen nach weit
weniger Schritten, und durch die Wahl einer TP-Losung als Startwert kann die
numerische Konvergenz zudem stark beschleunigt werden. Wir beginnen mit dem
Spezialfall eines Regressionsproblems.

Beispiel 4.20 Wir betrachten n = 100 dquidistante Datenpunkte aus 2 = [—3, 3]
und die Funktion f*(x) = ¢1,0(x — 2) + 2¢1,0(x — 1). Den Operator A wihlen wir
als Identitit und stéren die diskrete Losung mit einer auf [—1,1] gleichverteilten
Zufallsvariable, d.h. es gilt 6 = 1. Zur Entrauschung dieser stark gestorten Daten
verwenden wir den passenden Wendlandkern ¢1 o(r) = (1—7)4, so dass die Losung
fiir alle betrachteten Verfahren im Raum H = H' () liegt. Man rechnet leicht nach,
dass || f*||3; = b gilt. Fiir das symmetrische TP-Verfahren ergibt sich mit Satz 3.20
und der Wahl ¢ = 2 der Parameter

() -
7=\ 2l 4

der Stabilitit in der Form || f"°||g < 3||f*||u garantiert. Fiir das asymmetrische
Verfahren wihlen wir X =Y und verwenden die Parameterwahl aus Satz 4.18. Um

dieselbe Stabilitdtsschranke zu erhalten, wird c = 8 gesetzt, wodurch

né? 5

R PRE

resultiert. Zur SVR benutzen wir den optimalen Parameter e = 6 und wdhlen fiir den

v

stiickweise linearen wie fir den stiickweise quadratischen Bildterm zur Sicherstellung
numerischer Stabilitit v = 1074, In Abb. 4.2 ist deutlich zu erkennen, dass die
SVR-Losungen, die in diesem einfachen Beispiel vollkommen identisch sind, weitaus

besser ausfallen als die Rekonstruktionen mittels der TP-Verfahren.

Als n#chstes untersuchen wir die Rekonstruktion von Dichtefunktionen aus Mess-
werten der Verteilungsfunktion und betrachten dementsprechend den Operator

Af(z) = /_m () dt. (4.51)

Da eine Dichtefunktion gesucht ist, muss eine Losung die Normierungseigenschaft
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4.2b: Asymmetrische TP-Losung (griin), 4.2,c: SVR mit stiickw. lin. bzw. stiickw.
symmetrische TP-Losung (schwarz). quad. Bildterm (rot, identisch).

Abbildung 4.2. Gestorte Daten und Rekonstruktionen mit den TP- und SVR-Verfahren
in Beispiel 4.20 (Regression).

/_Zf(t)dt:l

erfiillen und zusétzlich positiv sein. Die erste Bedingung lasst sich durch Hinzunah-
me des linearen Funktionals

hi() 5= [ T )t

in den semi-diskreten Operator integrieren. Als entsprechender exakter Messwert
ist gn41 := 1 einzufiigen. Diese Vorgehensweise ist generalisierbar und zeigt, dass
Volumenerhaltung in den vorgestellten semi-diskreten Verfahren stets ohne Zusatz-
aufwand sichergestellt werden kann.

Ein Vorteil der SVR-~Verfahren wird bei der Beriicksichtigung der Positivitdt der
Rekonstruktion deutlich. Wahrend sich diese Forderung in den TP-Verfahren nicht
ohne Weiteres sicherstellen ldsst, kann in den quadratischen Programmen einfach
die Nebenbedingung eines positiven Koeffizientenvektors ergénzt werden. Wegen
der Positivitit des Hilbertraumkerns stellt dies die gewiinschte Eigenschaft sicher.
Allerdings kann durch Ubergang zu Iterationsverfahren auch fiir die TP-Methode
Positividt erreicht werden [23].

Beispiel 4.21 Gesucht ist die Dichte der Standardnormalverteilung, d.h.
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Als Rekonstruktionsgebiet betrachten wir 2 = [—5,5]. Weiterhin werden n = 100
uniforme Datenpunkte verwendet, die Bilddaten stéren wir durch gleichverteiltes
Rauschen mit 6 = 0.1. Als Kernfunktion setzen wir den skalierten Gaufkern
o(r) = e~ 3 an, um die Parameterwahl optimal testen zu kénnen. Da die ge-
suchte Funktion ||f*|| g = 1 erfillt, lassen sich trotz der fehlenden Lo-Fehlertheorie

die vorgestellten Parameterstrategien anwenden.

Die symmetrische Kollokationsmethode liefert in diesem Beispiel keine guten Er-
gebnisse. Vermutlich ist das darauf zurickzufithren, dass hier eine sehr genaue Be-
rechnung der in den Kollokationsmatrizen auftretenden Integrale nétig ist und sich
diese Instabilitdt auf die Berechnung von Doppelintegralen besonders stark auswirkt.
Daher vergleichen wir in diesem Beispiel nur die asymmetrische TP-Methode mit
den SVR-Verfahren.

Fiir das asymmetrische TP-Verfahren wdhlen wir den Regularisierungsparameter
gemdfs Satz 4.18 als v = ﬁ und setzen ¢ = 3, wodurch v = 1/3 und die Stabi-
lititsschranke || f70||gr < 2||f*|| & resultieren. Bei den SVR-Methoden setzen wir das
Datenfehlerniveau als gegeben voraus und wdhlen € = §. Im Falle eines stiickweise
linearen Bildfehlerterms wahlen wir gemaf Korollar 4.11 den Regularisierungspara-

meter 7 = und setzen hier ¢ = 2, so dass sich v = 0.1 ergibt. Man beachte,

25
cll£*11%
dass Stabilitit im Funktionenraum in dieser Situation stets in der starken Form
garantiert ist und v lediglich zur Sicherstellung numerischer Stabilitdt dient. Da in
diesem Beispiel keine weitere Regularisierung notig ist, kénnen wir bei der SVR mit

stiickweise quadratischem Bildfehler v = 0 setzen.

Die Ergebnisse sind in Abb. 4.3 dargestellt. Im Hinblick auf die starke Datenstorung
fiihren die SVR-Verfahren zu ausgezeichneten Rekonstruktionen. Auflerdem ist zu
erkennen, dass die Positivitdt nur im Fall der SVR gewdhrleistet ist und zudem eine
deutlich bessere Approximation erreicht wurde. Es sei jedoch erwdhnt, dass sich mit
dem TP-Verfahren fiir schwach gestorte Daten ebenfalls gute Ergebnisse erzielen

lassen.

Wir betrachten im Folgenden die Situation, dass der Ansatzraum (wie fast immer
in realen Problemen) nicht optimal fiir die zu rekonstruierende Funktion ist. Es
zeigt sich, dass die SVR-Methoden auch dann ein deutlich besseres Verhalten bei
Vorliegen von Datenfehlern aufweisen.

Beispiel 4.22 Gesucht ist die Dichte der t-Verteilung, die durch

ey 1
f ((E)— 7T(1+.732)

gegeben ist. Die entsprechende Verteilungsfunktion ergibt sich als

1 1
g(x) = = + — arctan(x).
2 0w

Da die Dichte der t-Verteilung langsamer abfillt als diejenige der GaufS’schen Nor-
malverteilung, wéihlen wir diesmal 2 = [—10,10] als Rekonstruktionsbereich. Wie im

letzten Beispiel verwenden wir ¢(r) = e=2"" und n = 100 uniforme Datenpunkte.
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4.3,b: Asymmetrische TP-Losung (griin).  4.3,c: SVR mit stiickw. lin. Bildterm (rot),
SVR mit stiickw. quad. Bildterm (hellblau).

Abbildung 4.3. Gestorte Daten und Rekonstruktionen mit den TP- und SVR-Verfahren
in Beispiel 4.21 (Standardnormalverteilung).

Die Datenstirung wéahlen wir gleichverteilt mit 6 = 0.05. Eine Parameterstrategie

steht in diesem Fall nicht zur Verfigung.

Es zeigt sich, dass beim asymmetrischen TP-Verfahren der Parameter v = 1 na-
hezu optimale Ergebnisse liefert und Abweichungen einen starken Finfluss auf die
Qualitat der Rekonstruktion haben. Bei der SVR spielt der Regularisierungspara-
meter nur eine untergeordnete Rolle, daher wurde in beiden Methoden v = 1072
gewdhlt. Auch auf die Wahl des Parameters € reagiert die Rekonstruktion robust,
solange € < § bleibt und nicht sehr klein gewdhlt wird. Anschaulich bedeutet dies,
dass nicht zu viel der gegebenen Information vernachlissigt werden darf, exempla-
risch wdhlen wir e = g. Die Ergebnisse der numerischen Tests sind in Abb. 4.4 zu
sehen. Offensichtlich wirkt sich auch hier der zusdtzliche Stabilisierungsparameter
der SVR-Methoden vorteilhaft auf das Ergebnis aus.

Ein Verfahren zur Dichteschitzung mittels SVR wurde bereits in [91] behandelt.
Allerdings wurde dort die erwiinschte Bildapproximation durch Nebenbedingungen
im quadratischen Programm und nicht durch Minimierung des Defektes mittels der
Zielfunktion realisiert. Im Vergleich zur bekannten Parzen-Fenster-Methode erwies
sich die SVR-Methode als klar iiberlegen. Dieses Verfahren sowie die Methode der
strukturellen Risikominimierung stellt Vapnik in [92] detailliert vor. Auch das fol-

gende Beispiel wird dort knapp umrissen.
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4.4,a: Exakte und gestorte Daten (rot).
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4.4b: Asymmetrische TP-Losung (griin).  4.4,c: SVR mit stiickw. lin. Bildterm (rot),
SVR mit stiickw. quad. Bildterm (hellblau).

Abbildung 4.4. Gestorte Daten und Rekonstruktionen mit den TP- und SVR-Verfahren
in Beispiel 4.22 (t-Verteilung).

Beispiel 4.23 In der Nuklearspektroskopie beschiftigt man sich mit der Ermittlung

der Frequenzverteilung f* eines Energiestrahls aus Messwerten gx des Energiespek-

trums. Ein Modell dieses physikalischen Zusammenhangs ist nach [92] durch den

Af(x)—/ab <1i>+f(t)dt

gegeben, wobei a und b die Endpunkte des emittierten Spektrums sind. Bezeichnen

Operator

F eine Stammfunktion und F eine zweimalige Stammfunktion zu f, so ermittelt

man die rechte Seite der Gleichung Af = g durch Integration als
F(z) — F(a) + aF(a)

g9(x) = .
Umgekehrt ergibt sich die Losung fiir die Datenfunktion g als f(z) = zg”" (2)+24' ().
Als Testwerte wahlen wir a := 0.01, b := 0.01 + © und betrachten die Funktion
f*(z) = sin(x). Eine stabile Vorwirtsanwendung des Operators A ist durch die Wahl

— F(a).

der Intervallgrenzen garantiert. Zur Rekonstruktion von f* ziehen wir Werte fiir die

rechte Seite g in n = 100 dquidistanten Datenpunkten heran, die gleichverteilt mit

0 = 0.1 gestort werden. Desweiteren verwenden wir den dritten Wendlandkern
¢12(r) = (1 —7)%(8% +5r + 1).

Fiir die beiden TP-Methoden erweist sich v = 0.05 als gute Wahl, fir kleinere Para-
meter wird das Ergebnis hochfrequent. Die SVR-Methoden fihren fir die Parameter
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4.5b: Asymmetrische TP-Lésung (griin), 4.5,c: SVR mit stiickw. lin. Bildterm (rot),
symmetrische TP-Losung (schwarz). SVR mit stiickw. quad. Bildterm (hellblau).

Abbildung 4.5. Gestorte Daten und Rekonstruktionen mit den TP- und SVR-Verfahren
in Beispiel 4.23 (Nuklearspektroskopie).

~v=10"* und € = § auf etwas stabilere Rekonstruktionen, die voneinander kaum zu

unterscheiden sind. Die Ergebnisse sind in Abb. 4.5 zu sehen.

Ein grundsdtzlicher Unterschied zwischen den beiden SVR-Methoden kann im Fall
€ < 0 beobachtet werden. Beispielsweise fiir € = g und v = 1072 erhdlt man fir
die SVR mit stiickweise quadratischem Bildfehler weiterhin gute Ergebnisse, die
SVR mit stickweise linearem Bildfehler liefert hingegen nur noch stark instabile
Ndiherungen der Lésung. Diese Beobachtung deckt sich mit der in Satz 4.15 und
Bemerkung 4.16 festgehaltenen Erkenninis, dass lediglich im Falle der SVR mit
stiickweise quadratischem Bildfehler fir e < 0 die optimale Fehlerordnung garantiert

1st.

Im letzten Beispiel wurde der Vorteil der Support-Vektor-Regression im Vergleich
zum asymmetrischen TP-Verfahren bei gestorten Daten deutlich. Auch der geringere
Einfluss des Regularisierungsparameters ist klar ablesbar. Beide Aspekte zeigen sich
auch im néchsten Beispiel. Motiviert ist die folgende Integralgleichung durch das
physikalische Verhalten eines hdngenden Kabels.

Beispiel 4.24 Wir betrachten den Integraloperator

Af(z) = /0 k(z,t) £(£) dt
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mat
z(l1—1t), x<t

Hm )= tl-2), t<z

Der Integralkern ist gerade die Green’sche Funktion des Randwertproblems —g" = f
mit g(0) = g(1) =0, d.h. die Gleichung Af = g ist genau dann erfillt, wenn f dieses
Randwertproblem zu den Daten g ldst. Wir betrachten die zuldssige rechte Seite

1

=1 (3ac5 — 5zt 4+ 2:5) ,

g(z)

fiir die sich die Losung f*(x) = 62%(1 — ) ergibt. Es werden wieder n = 100 dqui-
distante Datenpunkte aus [0, 1] verwendet, die rechte Seite wird mit gleichverteiltem
Rauschen der Stirke § = 0.01 gestort. Zum FEinsatz kommt diesmal der skalierte
zweite Wendlandkern ¢(r) = ¢1 1(5r) mit

d11(r) = (1 —7)3(3r +1).

Fiir die TP-Verfahren erweist sich v = 1073 als gute Wahl. Bei den SVR-Verfahren
benutzen wir wieder € = § und verwenden als Regularisierungsparameter v = 1072,
Das Ergebnis der numerischen Tests wird in Abb. 4.6,a - 4.6,c veranschaulicht.
Auch in diesem Beispiel erhdlt man mit den SVR-Methoden bessere Ergebnisse,
insbesondere das Verfahren mit stiickweise linearem Bildterm liefert eine sehr gute

Ndherung.

Die SVR-Methode mit stiickweise linearem Bildterm bietet zudem die Mdglichkeit,
mittels einiger Rekonstruktionen das Fehlerniveau in den Daten zu schitzen. Da
fiir kleine Regularisierungsparameter die Wahl € > § entscheidend fiir Stabilitdt ist,
sollte sich dies auch in der Numerik niederschlagen. Dass diese Vermutung in der
Tat zutrifft, zeigen die Abbildungen 4.6,d - 4.6,e, in denen weitere Testrechnungen
des letzten Beispiels illustriert werden. Selbst fiir das niedrigere Fehlerniveau § =
0.005 wirken sich mit dem unverdinderten Regularisierungsparameter v = 10™% die
Parameter € = 0.86 und € = 0.90 sehr destabilisierend aus. Fiir € > § lassen sich
dagegen gqute Ergebnisse erzielen, allerdings ist erkennbar, dass fir e = 26 zu stark

regularisiert wird.

Die vorgestellten Beispiele zeigen, dass die SVR-Methoden bei optimaler Parame-
terwahl bessere Ergebnisse als die TP-Verfahren liefern. Auch ist die Abhéngig-
keit vom Regularisierungsparameter -y viel schwécher ausgepragt. Allerdings ist der
Aufwand zur Bestimmung des Approximanten deutlich hoher, da ein quadratisches
Programm statt eines LGS zu l6sen ist. AuBerdem muss zur optimalen Parame-
terwahl das Fehlerniveau 6 bekannt sein. Dieses kann jedoch, wie soeben gesehen,
durch einige Testrechnungen mittels SVR mit stiickweise linearem Bildterm aus
den Daten geschétzt werden. Weitere numerische Experimente zeigen, dass mit der
SVR-Methode mit stiickweise quadratischem Bildterm fiir nicht zu kleine Parame-
ter € < § gute Ergebnisse erzielt werden kénnen. Allerdings haben Parameterwahlen
€ > 0 einen stark nachteiligen Effekt. Anschaulich ist dies plausibel, da in dieser

Situation ein zu grofler Teil der vorliegenden Informationen vernachléssigt wird.
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1 1

4.6,b: Asymmetrische TP-Losung (griin), 4.6,c: SVR mit stiickw. lin. Bildterm (rot),
symmetrische TP-Losung (schwarz). SVR mit stiickw. quad. Bildterm (hellblau).
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4.6,d: SVR mit stiickw. lin. Bildterm und 4.6,e: SVR mit stiickw. lin. Bildterm und
0 =0.005: € = 0.8 (rot), e =0.99 (grin). §=0.005: ¢ =1.14 (rot), e =24 (griin).

Abbildung 4.6. Gestorte Daten und Rekonstruktionen mit den TP- und SVR-Verfahren
in Beispiel 4.24 (hédngendes Kabel).

Die symmetrische TP-Methode liefert, sofern die symmetrische Kollokationsmatrix
stabil berechnet werden kann, etwas schlechtere Ergebnisse als die SVR-Methoden.
Zudem erfordert dieses TP-Verfahren die Auswertung von Doppelintegralen, je nach
Problemstellung mit einer grofien Genauigkeit. Somit ist die Methode wesentlich
zeitintensiver, falls nur fiir eine einzige rechte Seite ein Problem der Form Af = g

gelost werden muss.

Insgesamt erweist sich die SVR als Verfahren, das den TP-Methoden signifikant
iiberlegen ist und im Vergleich zu anderen Regularisierungsmethoden zumindest

eine interessante Alternative darstellt.






Semi-diskrete Verfahren mit

Operatordiskretisierung

Beim asymmetrischen Kollokationsansatz mit TP-Regularisierung bzw. Support-
Vektor-Regression konnten wir Konvergenz im Fall exakter Daten nur garantieren,
wenn die Losung f* mit wachsender Anzahl von Datenpunkten im Ansatzraum
Hy = span{®(-,yx) | k =1,...,m} liegt. Der Grund dafiir war, dass die Minimum-
Norm-Loésung T unter allen Losungen der Normalgleichung im Allgemeinen nicht
in Hy liegt, sondern in H*(A, X) = span{\{®(-,y) | j = 1,...,n}. Wir werden
in diesem Kapitel zeigen, dass sich dieses Problem umgehen lésst, wenn man den
Operator A durch eine Quadraturformel diskretisiert, in der nur die Punkte aus
X vorkommen. Die Untersuchung des Verfahrens mit diskretisiertem Operator ist
ohnehin von Interesse, da je nach Problem keine analytische Berechnung der in
den Kollokationsmatrizen auftretenden Integrale moglich ist. Natiirlich wird sich
das Konvergenzverhalten der Quadraturmethode auf das Konvergenzverhalten der

Verfahren auswirken.

Wir analysieren also in diesem Kapitel den Effekt der Substitution von A durch

einen auf die Kollokationspunkte aus X diskretisierten Operator
Ay f(x) = Zwkk(xyfk)f(xk) (5.1)
k=1

auf das TP-Verfahren und die SVR-Methoden. Dieser Operator ist von der Form
(4.9), wenn Y gleich der Kollokationsmenge X gewiihlt wird. Daher bezeichnen wir
den Fiillabstand in diesem Abschnitt mit A und verzichten im Folgenden auf die
Kennzeichnung der Abhéngigkeit des diskretisierten Operators von der Anzahl der

Kollokationspunkte. Wir stellen an die Diskretisierung die Anforderung
VFEHIK = K(A,2)>0 mit (A= A" 1 o) < KIfluh”. (52

Es ist zu beachten, dass diese Voraussetzung nicht direkt aus Annahme (4.10) folgt,
da die Abhéngigkeit der dort auftretenden Konstante von f nicht iiber || ||z gege-
ben sein muss. Betrachten wir jedoch exemplarisch die fiir die Trapezregel gegebene
Abschitzung

82

1
(A= A")fllp (o) < —=h*(b—a) max

< mae | (k(,) £ (0)
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aus Beispiel 4.3, so ist klar, dass unter leicht stéirkeren Anforderung an den Inte-
gralkern eine explizite Abschitzung der Form (5.2) mit » = 2 angegeben werden
kann. Vollig analog lisst sich fiir die Simpsonregel ein entsprechendes Resultat mit

Konvergenzordnung r = 4 herleiten.

Lemma 5.1 Es seien 2 = [a,b], f € H™(2) mit 7 > 2 und k € C%(2 x 2). Der
mittels Trapezregel zu den Punkten x = a+ kh, k=0,...,n und der Schrittweite
h = b*Ta diskretisierte Operator ist gegeben durch

A" fla) = b (;k(xvffo)f(xo) B3 k)l ) + ;k(%xn)f(xn)) .
k=1

1. Erfillen die translatierten Kerne k;(y) := k(x,y) die Bedingung

Cp = 10 w)|
b R 2 e )] < o

so gilt die Abschditzung

b—a
(A = A) fllzcoc) </ =55~ Ok If @) h?.

2. Ist lediglich max k2|l 2(2) < 00, so ewistiert ein C' = C(k) > 0 mit
(A= A") flliwc2) < C I f a2y

Beweis. Fiir beliebige Funktionen F € C?({2) besitzt das bei Approximation des
Integrals mittels Trapezregel auftretende Restglied

b 1 = 1
Rp(F) := / F(z)dz —h <2F(m0) +) Fax) + 2F(zn)>
a k=1
gemif [49] die Darstellung
b
Re(F) = — / Ko(@)F" (2) da, (5.3)

wobei K7 der zur Trapezregel gehorige Peanokern

1
Kr(x) = 5(33 —xp_1)(zp — ), w1 <zx<zk, k=1,...,n

ist. Eine kurze Rechnung zeigt

horq 2 1
2 _ _ 4
weshalb sich aus (5.3) folgende Restgliedabschétzung ergibt:

(Br(F)| = [(Kr. F") | < 17 o | oo

b—a
<
- 120

h? HF”||L2(.Q)- (5.4)



5.1 Operatordiskretisierung im TP-Verfahren 99

Mit F(y) := k. (y)f(y) folgt somit

w b—a
1A = A4) ooy <\ g 12 max () e (5.5)

Da (a1 + a2)? < 2(a? + a3) fiir a1, as € R, vereinfacht sich der rechte Term zu

b
e P ien = [ (ke ) dy

2

b
=/ (K () f (y) + 2k, () f' () + k() [ (v)) ™ dy

< [ 2((01w) + k)W)’

a
b

< [ 8w W) + (k) (9)* + (ka () " ())?) dy

a

< OYNE 2
< 8 max max [k, (V)" | /1z2(2),

+ (2K, (1))?) dy

wodurch mit (5.5) und der Definition von Cy, fiir 7 > 2 die erste Abschétzung folgt.
Die zweite Behauptung ergibt sich aus (5.5) und

(ke f) NILa(2) < ko fllae(2) < (o, d) kel 2 (@) 1f | m20),

wobei die letzte Ungleichung gilt, falls o > % und 2 ein Gebiet ist, das einer inneren
Kegelbedingung geniigt ([1], Theorem 5.23). O

Da wir auch in diesem Kapitel lediglich Abschétzungen des fo-Bildfehlers auf den
Kollokationspunkten benétigen werden, kénnen wir obiges Resultat ohne Schwie-
rigkeiten auf die Situation erweitern, dass A ein Volterra-Operator ist und damit
einen unstetigen Kern besitzt. In diesem Fall gilt

(4= a1l =| [ ) f ) dy — S wih(s, @) f)

k=1

/I Kr(y)(ke, £)" (y) dy

< ||KT||L2(U«7T1‘,)H(kzif)//nl&(a»zi)
<Kl o) 1k, ) L2 (02)5

und somit lédsst sich der Approximationsfehler genau wie im Anschluss an die
Abschétzung (5.5) beschréinken.

5.1 Operatordiskretisierung im TP-Verfahren

Wir betrachten in diesem Abschnitt das Problem mit Operatordiskretisierung
in{||A%f — 5.6
min{[A% f — gxlle } (5.6)

und bezeichnen die entsprechende Minimum-Norm-Losung gemafl Abschnitt 2.4 mit
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FH(A%, 9x) = argmin{|[f|l | (Ax)"Ax [ = (4%)"gx}.
Die Losung des regularisierten Problems
gcrgg{llAE‘éf—gxlli +lflIED (5.7)

nennen wir f7(A%,gx), bei Vorliegen gestorter Daten kann lediglich f7(A%, g% )
berechnet werden. Nun ist zu beachten, dass selbst die exakte Datenfunktion g nicht

mehr im Bild des diskretisierten Operators A" liegen muss. Allerdings konnen wir
gy = A" f* (5.8)

definieren und erhalten mit der Konvergenzannahme aus (5.2) und der Notation

llglle,cxy = llgx|le, aus Satz 2.11 die Abschétzung

lg = 9"ty < VRIA = A") f o) < Kl f lavnh" (5.9)

Nun betrachten wir das Hilfsproblem (A%, g%), d.h. wir untersuchen die Rekon-
struktion von f* aus dem Datenvektor g% mittels des Operators A% . Offensichtlich
konnen wir in diesem Kontext gx als verrauschte Version von g% auffassen, wobei
die Grofe der Datenstorung fiir quasi-uniforme Daten gemé$ (5.9) von der Ordnung
hT=% ist. Als Erstes zeigen wir, dass fiir das Hilfsproblem (A%, g% ) der Ansatzraum
Hx = span{®(-,z;) | i = 1,...,n}, welcher bei asymmetrischer Kollokation mit
Y = X verwendet wird, optimal ist.

Lemma 5.2 Die Minimum-Norm-Lésung [T (A%, g%) liegt in Hx.

Beweis. Wir definieren die Funktionale
n
XO(f) o= AV f(z) =Y wik(zj,a) f(2k), j=1,...,n.
k=1

Nach den Uberlegungen aus Kapitel 3 ist klar, dass f*(A%,g%) in
H* (A", X) = span{(A\Y)" @(-,9) | j = 1,...,n}

liegt. Da auflerdem fiir j =1,...,n
(A) B y) = Zwkk(xjawk)@('vxk) € Hx
k=1
gilt, folgt H*(AY, X) C Hx und damit die Behauptung. O

Damit steht fiir das Problem (A%, g% ) die in Kapitel 3 entwickelte Fehlertheorie
zur Verfiigung. Die Fehlerschranke fiir die maximale punktweise Datenstérung bei
Verwendung der Daten gx statt der fiir den Operator A% exakten Daten g% ist
gerade 6% := K||f*|| mh". Fiir gestorte Daten g5 ergibt sich die maximale Gesamt-
datenstorung wegen

19° = 9 lewix) < 19° = gllewix) + 19 = 9% llewiny < 8+ KIS lh”  (5.10)

als Summe der Einzelstérungen. Bevor wir uns néher mit der Fehleranalyse beschéf-

tigen, geben wir zunichst das aus Algorithmus 4.1 resultierende Verfahren an.
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Algorithmus 5.1 (TP-Verfahren mit Operatordiskretisierung)
Gegeben: X = {z1,...,z,} C {2, diskrete Daten g‘;(.

Gesucht: Liosung f* € H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern @ ist.

1. Wihle Quadraturgewichte wy, ..., w, und v > 0.

2. Berechne die Kollokationsmatrizen
(QSX)U :Q(l‘lvx])a 173217,717

(Naw o x)ij = Zwk k(xj, xp) @(2i,28), 4,5=1,...,n,
k=1

n

T
Gnavp,x = Naw o xNjw g x-

3. Bestimme die Losung o des LGS

(Gn.avpx +7Px) = Naw o x g%-
n
Ergebnis: f7(A%,g%) = > al’w’5@(~,xk) ist eine Approximation an f*.
k=1

Die Norm der Rekonstruktion lisst sich dank der oberen Schranke § + K| f*||gh"

fiir den punktweisen Datenfehler mit Lemma 3.10 sofort abschétzen.

Korollar 5.3 (Hilbertraum-Stabilitit)

Die Rekonstruktion ist stabil im Sinne von

X * O+ K[| f*[[uh” [n
117(A%, %)l < 11f ||H+I2llﬁ

Anders als in Kapitel 3 muss der Regularisierungsparameter also auch im Fall ex-

akter Daten iiber das Stabilitdtskriterium ermittelt werden. Die Ungleichung

117 (A% gx) e < (L) [ m

K| f*llah” n . .
9 ~ =cl||f*|u-

K 2
Ak, 9x) = <2c> h*n, (5.11)

ist gewéhrleistet, falls
Das fithrt auf die Wahl

was insbesondere zeigt, dass die a-priori-Information ||f*||z im Fall exakter Daten

nicht zur Parameterwahl benétigt wird.

Fiir gestorte Daten ist der dominierende Term offensichtlich %\/;j , da der durch
die Operatordiskretisierung verursachte Fehler nicht nur beschréankt, sondern von

der Ordnung r ist. Dementsprechend sollte der Regularisierungsparameter nicht
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wesentlich von den in Kapitel 3 und 4 hergeleiteten Parametern abweichen. Durch
FEinsetzen in Korollar 5.3 sieht man, dass die angestrebte Ungleichung

177 (A%, g3l < (L + o) || £l
genau dann erfiillt ist, wenn
5+Kf*||HhT>2
w0
g 9x) 2 ( " n 5.12

gilt. Wollen wir nun den diskreten Bildfehler abschétzen, so gelingt dies erneut
durch Anwendung der Fehlertheorie aus Kapitel 3. Zu beachten ist, dass ledig-
lich vom Ausgangsoperator A, nicht jedoch vom diskretisierten Operator A" das
Sobolev-Gliattungsverhalten bekannt ist, weshalb wir fiir die Rekonstruktion mit
dem diskretisierten Operator passende Bildfehlerabschitzungen beziiglich des Aus-

gangsoperators benotigen.

Lemma 5.4 (Bildfehlerabschitzung)
Wihlt man v gemdfs (5.12), so ergibt sich folgende Bildfehlerschranke:

IAF7 (A%, 6%) — A sy < LI s+ (54 3+ KIS lah”) V.

Beweis. Zunichst verlagern wir das Problem von A auf A", indem wir zu

JAF* = AfY(A%, 050 lea(x) < 1A = AY) FFlley(x) + 1A (F* = £ (A% 95)) lea(x)
+||(Aw - A)f‘y(Ag}Ogg()H&(X)

iibergehen. Mit der Operatordiskretisierungsannahme (5.2) konnen wir nun die
beiden &ufleren Terme beschrianken. Der erste Summand ldsst sich direkt durch
K| f*||gh"y/n abschitzen, fiir den dritten Summand liefert die Parameterwahl

I(A” = A)F (A% 9% leax) < KN(AR, g% v h™ < (L + K| f*lavnh'.

An dieser Stelle geht also die Kopplung des Optimierungsprozesses und der Opera-

tordiskretisierung iiber die jeweils verwendete Norm || - || g ein. Wir erhalten somit
||Af* - Af’y(Aq)uﬁgg()H@z(X)
<A = AR G eax) + @+ K| f b V. (5.13)

Fiir den verbleibenden Term kénnen wir nun die Bildfehlerabschétzung aus Kapitel
3 fiir gestorte Daten anwenden. Da der punktweise maximale Fehler bei Verwendung
von g% statt der fiir A% exakten Daten g% gemiB (5.10) hochstens § + K| f* || gh”
ist, erhélt man

A" = (A% 9x D lex(x) < gllf*llH + 0+ K| f*[|luh") v/n,

und insgesamt folgt mit (5.13) die Behauptung. O

Ein Vergleich mit Lemma 3.11 zeigt, dass die hergeleitete obere Schranke fiir den
Bildfehler beziiglich A um (3 + ¢)K||f*||gh"/n grofer ist als beim symmetri-
schen TP-Verfahren ohne Operatordiskretisierung. Mit der Urbild- und Bildfeh-

lerabschitzung léasst sich nun wie in Kapitel 3 eine Lo-Fehlerabschétzung angeben.
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Satz 5.5 (Lo-Fehlerabschitzungen fir exakte und gestorte Daten)

Fir H = H7(2) mit 7 > % gilt fir die mit dem diskretisierten Operator A“ aus
(5.1) berechnete TP-Rekonstruktion unter der Approximationsannahme (5.2) fir
hinreichend kleine Diskretisierungsfeinheiten h und mit der Parameterwahl (5.12)

folgende Abschitzung:

177 (A%, 9%) = [ llLa(o)

S+ K| f ekt
< 0 [egn (e + SHELLLE )

+hEe (\?Hf*lH"‘ (6 + (3+C)K”f*”Hhr)\/ﬁ)] '

Beweis. Die in (3.20) hergeleitete Ungleichung mit 8 = 7 + « liefert
||f’y(‘47}ﬂ{7g§() - f*”Lz(Q)
w * é—a w *
< C [T/ (A%, 6%) = £l + hE AL (A%, 6%) = Af sy |-
Mit Korollar 5.3 und Lemma 5.4 folgt die Behauptung. a
Wir leiten nun die resultierende Fehlerordnung bei optimaler Parameterwahl her.

Fiir exakte Daten fiihrt die Parameterstrategie aus (5.11) mit Korollar 5.3 und

Lemma 5.4 auf die Abschitzungen

17 (A% 9x) e < L+l f*la, (5.14)

* 1 *
AP (45,05 = AF o < (340 12 ) K Lk V.
Daher ergibt sich wie im Beweis von Satz 5.5

||f’y( g)(ng) - f*”Lz(Q)
1
<C |2+ )|f*Ngh™ + <3 +c+ 4c> K||f*||H\/ﬁhrhg_o‘] .
Unter der Bedingung 7 > r, die bereits fiir die Konvergenz des Quadraturoperators

benétigt wird, erhélt man also fiir exakte, quasi-uniforme Daten die Asymptotik
* 1 r—a
17U 03) = £ Ly = (34 ¢+ 4 ) O (5.15)

Um das Ergebnis in der Situation gestoérter Daten anschaulich angeben zu kénnen,
treffen wir die Annahme, dass die punktweise Datenstérung durch Operatordis-
kretisierung kleiner als die zusétzliche Datenstérung durch Messfehler ist. Dies ist
insofern sinnvoll, als man sich ansonsten auf den soeben behandelten Fall exakter

Daten zuriickziehen kann. Wir nehmen also
0 = K| f*|lgh” <6 (5.16)

an, wodurch die Parameterwahl

2 %95):( i >2n (5.17)

cllf*a
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fiir (5.12) zuléssig wird. Dies entspricht gerade dem Vierfachen des beim symme-
trischen TP-Verfahren in Satz 3.20 eingefiihrten Parameters. Durch Einsetzen in
Korollar 5.3 und Lemma 5.4 ergeben sich die Abschitzungen

1 (A% g < (14 ) 1 e (5.18)
AP (A%, %) — Af i) (4+c+ )M

Fiir den Lo-Fehler resultiert daraus die Schranke
1745080~ sy <€ |5+ Lt + (144 5 ) svani=] .

Da r > 0 ist, lasst sich dies noch weiter vereinfachen, und insgesamt erhalten wir

fiir quasi-uniforme Daten folgendes Resultat.

Korollar 5.6 (Parameterwahlen und optimale Fehlerordnungen)

Fir H=HT7(£2) mit T > g gelten fiir die mit dem diskretisierten Operator A" aus
(5.1) berechnete TP-Rekonstruktion unter der Approzimationsannahme (5.2) und
fir T > r, quasi-uniforme Daten und eine hinreichend kleine Diskretisierungsfein-
heit h folgende Abschdtzungen:

1. Exakte Daten: wihlt man v ~ h®" =%, so folgt gemdf (5.11) und (5.15)

17 (A%, 9x) = Lo = O(R"™7).
2
2. Gestorte Daten: wihlt man v = (ﬁ) n, so folgt mit (5.16)
157 (A%, %) = £l e = (4+c+ )5(9( °)

Stabilitit im Funktionenraum ist gemdf$ (5.14) bzw. (5.18) sichergestellt.

5.2 SVR mit stiickw. lin. Fehlerterm und Diskretisierung

Wir kénnen nun fiir die SVR-Methoden weitgehend analog zum vorhergehenden
Abschnitt verfahren. Es zeigt sich, dass sich die Fehlerschranken fiir die Verfahren
mit der Wahl € = § aus den Abschnitten 4.5.1 - 4.5.2 durch eine kleine Modifikation
iibertragen lassen. Wegen des zusétzlichen Diskretisierungsfehlers muss nun jedoch
€ > § gewihlt werden. Um dies einzusehen, leiten wir wieder eine Stabilitdtsaussage
und eine diskrete Bildfehlerabschéitzung fiir gestérte Daten her. Wir betrachten
zunéchst das SVR-Verfahren mit stiickweise linearem Bildfehlerterm. Von Interesse
ist also die Losung f7¢(A%, ¢°, X) von

jrfrgp]{;flwf(xi) —g?|e+vf||?q}~ (5.19)
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Gemil Lemma 4.5 und dem Beweis von Lemma 5.2 liegt f7¢(A™, g%, X) in
N(A%)*t = H*(A”, X) =span{(X}')" @(-,y) | j = 1,...,n} C Hx,

so dass sich analog zu (4.28) ein quadratisches Programm formulieren lésst.

Algorithmus 5.2 (SVR mit stickw. lin. Bildfehler und Operatordiskretisierung)
Gegeben: X = {z1,...,2,} C 2, diskrete Daten g%.
Gesucht: Lisung f* € H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern & ist.

1. Wihle Quadraturgewichte wy, ..., w, und y,€ > 0.
2. Berechne die Kollokationsmatrizen @x und Naw ¢ x wie in Algorithmus 5.1.

3. Bestimme den Koeffizientenvektor o™ mittels des quadratischen Programms

min {zTHz + de}

2ER3N
u.d.N. Mz <,
Zn41y-++5%3n Z 07
wobei
'-YQSX On.?n
H = € RN
OQn,n O2n,2n

NT, -1 @
M = A, @, X n ,n c RQHXSH

T
“Nawaox Onn —Inn

)

On 96 +ely
d= eR™, = * € R?",

12n _gg( + 6171

n
Ergebnis: f7¢(A%,¢°,X) = Y aZ’E’w’5¢(~,xk) ist eine Approximation an f*.
k=1

Wir zeigen nun, wie die Fehlertheorie aus Kapitel 4 adaptiert werden kann.

Lemma 5.7 (Hilbertraum-Stabilitdt)

Die Rekonstruktion ist stabil im Sinne von

n
1744 Xl <\ I+ 5 6+ K b =)
Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 4.7 mit derselben Argumentation wie in Ab-
schnitt 5.1, da sich im Vergleich zur SVR ohne Operatordiskretisierung im Hinblick
auf Urbildabschitzungen lediglich die Schranke des punktweisen Datenfehlers von
§ zu 6 + K| f*||gh" dndert. |
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Eine Abschitzung des {..-Bildfehlers erhilt man ebenfalls mit der Vorgehensweise
des vorherigen Abschnitts. Wieder gestaltet sich dies etwas komplizierter als die
Urbildschranke, da eine Bildfehlerabschétzung unter dem Operator A bendtigt wird,

der Approximant jedoch mittels des diskretisierten Operators A" ermittelt wird.

Lemma 5.8 (Bildfehlerabschitzung)
Fiir v, e > 0 gilt folgende Bildfehlerschranke:

[AfS(A"Y, 6%, X) — Af* e 30
< AN+ (e +8) +n(6 + K| f||wh” —€)+

ekt (157 + fI5 1+ 2 6+ KLt =), )

Fiir e > § und der Parameterwahl
e+o
Ve = "
cll £ 1%

folgt somit fiir hinreichend kleine Fillabstinde h
* 1 * r
AT (A%, = AT ) < (14 2) (e 6) 4 217

Beweis. Zunéchst geht man analog zu Lemma 5.4 vor und erhéalt

JAF* — Af7E(A%, g%, X))l (x)
<AV = 1A, 8 X)) ey + BB (1F 1 + 1F7(AY, 6% X)[|a) -

Der Term || f7¢(A%, ¢°, X)|| g kann nun mit Lemma 5.7 weiter abgeschitzt werden.
Da jetzt nur noch eine Bildabschéitzung unter A" gesucht ist und der Approxi-
mant 7€ mittels AY bestimmt wird, kann Lemma 4.8 fiir das punktweise maxi-
male Fehlerniveau 6 + K || f*||gh" herangezogen werden, woraus sich die allgemeine
Abschétzung ergibt. Der Rest des Lemmas folgt durch Einsetzen des speziellen Re-
gularisierungsparameters. g

Der in Abschnitt 4.3 eingefiihrte Regularisierungsparameter erweist sich also auch

im Verfahren mit diskretisiertem Operator als sinnvoll, wenn € > § gewihlt wird.

Korollar 5.9 (Ls-Fehlerabschitzung und Parameterwahl)

Es sei H = H™(R?) mit v > . Wihlt man e > §, so ist fiir die SVR-Rekonstruktion
mit dem diskretisierten Operator AY aus (5.1) unter der Approximationsannah-
me (5.2) fir hinreichend kleine Fiillabstinde h Stabilitit in der starken Form
1F7(AY, 6% X)lu < | f* |l sichergestellt. Fiir

e+6
Ve = .
el £*1%

und quasi-uniforme Daten gilt auflerdem

1
[ — f"”G(Aw7g‘s,X)||L2(Q) <Cfla <2c§hT + Kl + C> (e+0)+ 2Khr] h_a)

= <1 + i) (e+0) O(h™).
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Beweis. Man geht wie in Satz 4.10 vor und setzt die geéinderte Urbild- und Bild-

fehlerabschitzung aus Lemma 5.7 und Lemma 5.8 ein. a

Asymptotisch ergibt sich also fiir € > ¢ genau das Fehlerverhalten des Verfahrens
ohne Operatordiskretisierung, lediglich ¢ = § ist als Parameterwahl nicht mehr

angemessen.

5.3 SVR mit stiickw. quad. Fehlerterm und Diskretisierung

Das SVR-Verfahren mit stiickweise quadratischem Bildfehlerterm und diskretisier-
tem Operator ldsst sich analog behandeln. Es zeigt sich auch hier, dass sich die

Losung f7¢(A”, ¢°, X) des Optimierungsproblems
;rgg{ZIA”fm) —gf|§+7||f|?{} (5.20)
=1

im Wesentlichen wie die Losung des Problems ohne Operatordiskretisierung verhlt.

Das resultierende quadratische Programm schreibt sich wie folgt.

Algorithmus 5.3 (SVR mit stickw. quad. Bildfehler und Operatordiskretisierung)
Gegeben: X = {z1,...,2,} C 2, diskrete Daten g%.
Gesucht: Lisung f* € H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern & ist.

1. Wihle Quadraturgewichte wy, ..., w, und y,€ > 0.
2. Berechne die Kollokationsmatrizen @x und Naw o x wie in Algorithmus 5.1.

3. Bestimme den Koeffizientenvektor o¢-° mittels des quadratischen Programms

min {zTHz}

ZER3TL
u.d.N. Mz <,
Zn41s+++5%3n Z 0;
wobei
VQSX On.?n
' 3nx3
H = € R,
OQn,n I2n,2n
NT —I o g% +el
Av p X n,n n,n X n
M = eR¥M o= € R™.
~Niwsx Onn —Inn —g% +eln

n
Ergebnis: f7¢(A%,¢°, X) = Y aZ’E’w"S@(-,xk) ist eine Approximation an f*.
k=1
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Wie in den letzten beiden Abschnitten ergibt sich die Urbildabschitzung durch
Ersetzen des Fehlerniveaus ¢ durch 6 4+ K||f*||zh"” im entsprechenden Hilfslemma
fiir das Problem ohne Operatordiskretisierung.

Korollar 5.10 (Hilbertraum-Stabilitdt)

Die Rekonstruktion ist stabil im Sinne von

€ w * n * T
1774 (A%, 6% X) |t < \/Ilf I3+ 2+ Kl — %

Beweis. Die Behauptung folgt mit Lemma 4.13. O

Die Abschétzung des diskreten ¢o-Fehlers ergibt sich analog zu Lemma 5.4 aus dem

Resultat ohne Operatordiskretisierung und Einsetzen von Korollar 5.10.

Lemma 5.11 (Bildfehlerabschitzung)
Fiir v, e > 0 gilt folgende Bildfehlerschranke:

JAfS(A", 6%, X) — Af*|lea ()
< B + (e + 6+ Kb — 0)3) + vl + K| f*[lmh")

N <|f*||H ; W*n%{ 26+ Kl - e)i) -

Im Fuall € > § liefert die Parameterwahl

TL€2

Ve = T
ol

fiir hinreichend kleine Fiillabstinde h die Fehlerschranke
* 1 * r
|Af(AY, g%, X) = Af*|leyx) <V (\/ L+~ et (643K f b )> :

Beweis. Analog zu Lemma 5.4 und Lemma 5.8 schéiitzt man den Bildfehler durch

1A = Af7(AY, 6% X)) lewx)
<A = A, 6% X)) ey + KR (L [l + 1A%, 6%, X) 1)

ab. Die allgemeine Abschitzung ergibt sich nun mit der Bildfehlerabschitzung aus
Lemma 4.14 und der Urbildabschétzung aus Korollar 5.10, der Rest des Lemmas
folgt durch Einsetzen. O

Damit lasst sich nun die Ls-Fehlertheorie {ibertragen, so dass man zu folgendem
Resultat gelangt.

Korollar 5.12 (Ly-Fehlerabschitzung und Parameterwahl)
Es sei H = H™(R?) mit v > . Wihlt man e > §, so ist fiir die SVR-Rekonstruktion

mit dem diskretisierten Operator AY aus (5.1) unter der Approximationsannahme
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(5.2) fiir hinreichend kleine Fillabstinde h Stabilitit in der starken Form

1A%, ¢°, X)la < |f*|lu

sichergestellt. Fiir
2

ne
Vo 1= S
©lfrllE

ergibt sich im Fall quasi-uniformer Daten

1/1+% €+ (5+3K||f*||HhT)D

£ = £ (A, 6%, XD oo

<cC <2c5hT||f*||H +hEn

= (\/l—l—i e—|—5> O(h™).

Beweis. Dies folgt analog zu Satz 4.15 mit Lemma 5.10 und Lemma 5.11.

5.4 Numerische Beispiele

Beispiel 5.13 Zur Konvergenzuntersuchung fiir die TP-Methode mit Operatordis-

kretisierung betrachten wir 2 = [—1,1], den Stammfunktions-Operator

A = [ s

und die Losungsfunktion f*(z) = ¢1.2(x,0). Fir die Daten g = Af* treten we-
gen f*(=1) = f*(1) = 0 keine unerwiinschten Randeffekte auf. Desweiteren be-
nutzen wir ¢11 als Kern, was T = 2 impliziert, da die gesuchte Losung glat-
ter ist als der Kern. Wir verwenden wieder dquidistante Daten und diskretisie-
ren den Operator mit der Trapezregel, wodurch gemdfs Lemma 5.1 die Konvergenz-
ordnung r = 2 garantiert ist. Nun berechnen wir fir n = 2% mit k = 4,...,11
die TP-Rekonstruktionen durch Lisung des Gram-Systems (4.4), wobei A entspre-
chend den Ausfihrungen dieses Kapitels durch den diskretisierten Operator ersetzt
wird. Der Regularisierungsparameter ist fiir festes n = h/2 gemdf Korollar 5.6 als
v = h* =4 = k3 zu wihlen. Damit ist eine Konvergenzordnung von r — o = 1 zu

erwarten, die in der Tat zu beobachten ist, wie Abb. 5.1 zeigt.

Da die Kondition der regularisierten Kollokationsmatriz fiir n = 2' bereits grofier
als 102" ist, fihrt eine Untersuchung mit noch mehr Datenpunkten nicht weiter.

FEin dhnliches Ergebnis erhdlt man fiir die Losungsfunktion f*(x) = ¢1,1(z,0).

Zum abschlieBenden Vergleich der TP-Methode mit den SVR-Verfahren greifen wir
Beispiel 4.24 wieder auf, in dem das in eine Integralgleichung umgeformte Rand-

wertproblem —¢g” = f mit g(0) = g(1) = 0 diskutiert wurde.
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0.1

4 ‘5 ‘6 ‘7 i; 9 10 11
5.La: [|f* = fFlliae), k=4,...,11, wobei
f* mit 2° Punkten berechnet wird.

5 Semi-diskrete Verfahren mit Operatordiskretisierung

1.015

0.985 L L L L L
5 6 7 8 9 10 11

5.1,b: Num. Konvergenzgeschwindigkeit
logy (IlF* = f*Hlzaw@ /IIF* = fFllzace)-

Abbildung 5.1. Konvergenzgeschwindigkeit des TP-Verfahrens in Beispiel 5.13 bei Ope-

ratordiskretisierung mittels Trapezregel.

Beispiel 5.14 Wir wdhlen Lésungsfunktion, Daten und Hilbertraumkern wie in
Beispiel 4.24 und betrachten wieder n = 100 Datenpunkte, jedoch Datenfehler der

maximalen Gréfle 6 = 0.02. Die Diskretisierung des Operators fithren wir mit-

tels Simpson-Regel durch. Fir die SVR-Verfahren wdhlen wir nun ¢ = 1.050 und
~ = 1079, fiir das TP-Verfahren setzen wir v = 0.002 an. Das Ergebnis ist in Abb.

5.2 zu sehen und unterstreicht erneut den stabilisierenden Effekt des zusdtzlichen

Parameters e.

-0.02
0 0.25 05 0.75 1

5.2,a: Exakte und gestérte Daten (rot).

0.8

0.6

041

0.2

0

5.2,b: TP-Loésung (griin), SVR-Loésungen
(rot und hellblau, fast identisch).

0.75 1

Abbildung 5.2. Gestorte Daten und Rekonstruktionen des TP- und der SVR-Verfahren
in Beispiel 5.14 bei Operatordiskretisierung mittels Simpson-Regel.



Datenglattung mittels Faltungsoperatoren

6.1 Approximative Einheiten und Faltung

Wir untersuchen in diesem Kapitel die Anwendung von Faltungsoperatoren zur
Datenvorglittung. Ein gegebenes Datenfehlerniveau soll auf diese Weise moglichst
stark reduziert werden, bevor in einem weiteren Schritt die in den vorherigen Kapi-
teln vorgestellten Rekonstruktionsalgorithmen eingesetzt werden kénnen. Die sim-
ple Grundidee des Verfahrens ist, dass Datenfehler durch geeignete Mittelung bis
zu einem gewissen Grad ausgeléscht werden konnen. Bereits in [79] wurde gezeigt,
wie diskrete Faltung zur Datengldttung im Kontext einer polynomialen Fehler-
quadratmethode eingesetzt werden kann. Wir gehen jedoch einen anderen Weg,
indem wir aus den zur Verfiigung stehenden Daten g‘;( neue Daten mittels eines

Faltungsoperators
Ty(x) := (k*g)(x)

erzeugen, dessen Kern k als approximative Einheit in Lo(R?) gewihlt wird. Dies
stellt den Zusammenhang der neuen Daten mit den Ursprungsdaten her. Da nur
diskrete Werte zur Verfiigung stehen, fithren wir auch die Faltung diskret aus.

Die Approximation von Faltungsoperatoren mit approximativer Einheit als Inte-
gralkern wurde von Mas-Gallic und Raviart in [59] eingehend im Hinblick auf Par-
tikelverfahren zur Losung von Differentialgleichungen studiert, allerdings bleiben
Datenfehler in ihren Analysen unberiicksichtigt. Auf die dort hergeleiteten Ergeb-

nisse gehen wir im Laufe des Kapitels naher ein.

Eine weitere Anwendung findet sich in der Arbeit [8] von Beatson und Bui, in der
Funktionsapproximation mittels radialer Basisfunktionen mit Datengléttung durch
Faltungsoperatoren verkniipft wird. Statt eines Approximationsschritts mit an-
schlieBender Glattung wird die Faltung direkt auf den Basisfunktionen ausgefiihrt,
wodurch diese implizit durch entsprechende Anderung der Auswertfunktionen rea-
lisiert werden kann. Natiirlich ist dazu eine angepasste Kopplung des Faltungskerns

an die Basisfunktionen notig.

Wir gehen nun auf die notwendigen Grundlagen von Approximation durch Faltung

und die damit einhergehenden technischen Voraussetzungen ein. Um Konvergenz zu
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garantieren und die Fehlerentwicklung unter der Datentransformation kontrollieren
zu konnen, setzen wir in diesem Kapitel stets g € H™({2) mit 7 > g voraus und
wéhlen den Faltungskern ebenfalls aus einem geeigneten Sobolevraum. Genauer
betrachten wir eine Funktion k € Ly(R?) N HY(R?) mit § > ¢ und

k(z)dx = 1. (6.1)
Rd

Die Annahme g € H7({2) entspricht der Voraussetzung der bisherigen Kapitel,
da die Aufgabe der Reduktion von Datenfehlern implizit ein Regressionsproblem
beinhaltet. Interessiert man sich hingegen fiir die Losung einer Operatorgleichung
Af =g mit f € H™(R?) und glittendem Integraloperator der Sobolev-Ordnung c,
so ist entsprechend 7 durch 7 + « zu ersetzen. Nach der Datenvorgldttung mittels
Faltung ist dann mit den Methoden der vorangegangenen Kapitel das eigentliche
Rekonstruktionsproblem zu 16sen. Wie bisher nehmen wir auch in diesem Kapitel
an, dass {2 beschriankt ist mit Lipschitz-stetigem Rand, so dass ein stetiger Fort-
setzungsoperator auf R existiert, der die Formulierung g € H™(R?) rechtfertigt.

Wir betrachten nun fiir s > 0 die skalierten Kerne

ks(z) == s~k (f) (6.2)

S

und die entsprechenden Faltungsoperatoren

(T%g)(x) := (ks * g)(x). (6.3)

Geméaf der Fourier’'schen Umkehrformel gilt

5= )@ = Cm) 4 [ ()

woraus nach zweimaliger Anwendung des Satzes von Lebesgue (Satz 2.1)

Fo(w) = 1) Glw) €™ d,

(ks x g)(x) 29 g(x) fiir fast alle z € RY (6.4)

folgt. Unter schwachen Zusatzvoraussetzungen an k koénnen wir auch von den in
Kapitel 2.1 eingefiihrten stérkeren Approximationssitzen Gebrauch machen.

Lemma 6.1 Seien g € H™(RY) mit 7 > % und k € Li(R?) eine gemdf (6.1)
normierte Funktion mit supp(k) C B1(0). Dann gilt fir den in (6.3) definierten

Faltungsoperator:

1. Ist 2 C R ein Gebiet und supp(g) C £2, so konvergiert T*g fiir s — 0 kompakt
gleichmafig auf 2 gegen g.

2. Ist k gerade, so konvergiert T®g fiir s — 0 kompakt gleichmifig auf R? gegen g.

Beweis. Die Behauptungen folgen mit g € H™(R?) C C(R?) direkt aus Satz 2.4
und Lemma 2.5.

Bemerkung 6.2 Die Wendlandkerne erfillen nach Skalierung gemdf (6.1) alle in
Lemma 6.1 gestellten Anforderungen an den Integralkern k und eignen sich somit
als Faltungskerne fiir den Operator T*® aus (6.3).
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Bei Hinzunahme von Momentenbedingungen an den Faltungskern erhélt man aufler-
dem fiir beliebige L,-Normen mit 1 < p < oo mittels Taylorentwicklung eine Kon-
vergenzordnung fiir die Approximation durch Faltung. Wir verwenden im Folgenden
die iibliche Multiindexschreibweise 2! = (1)l - ... (z¥)l fiir o = (2!,... 29) € R?
und [ € N9,

Lemma 6.3 ([74], Lemma 4.4) Erfillt der Faltungskern (6.1) und existiert zu-

dem einr € N mit

/ g k(z)de =0 firallel € N® mit 1 < ||| <7 —1,
R4

/ | k()| der < oo,
Rd

so gibt es eine Konstante C > 0, so dass fiir alle Funktionen g € W;(Rd) und
1 <p< o gilt:

1T°9 = gllz,®e) < Cs"lglwr ).

Fiir nichtnegative Kernfunktionen kann somit hochstens die Konvergenzordnung

r = 2 garantiert werden, da die Normierungsbedingung an k offensichtlich

/ 2 k(z)dz >0
Rd

impliziert. Als Beispiele werden in [74] die verallgemeinerte Gaufifunktion und die

B-Splines untersucht.

Beispiel 6.4 (Verallgemeinerter Gaufkern, B-Splines)

1. Wahlt man den Faltungskern k als geeignet normierte inverse Fouriertransfor-
mierte der verallgemeinerten GaufSfunktion e=IE1”" mit einem Index t € N, so
liegt k in S(R?), und Lemma 6.3 liefert die Konvergenzordnung r = 2t. Fiir
t =1 ist k selbst eine Gauffunktion, und es ergibt sich die Ordnung 2.

2. Die B-Splines sind fiir d = 1 als Selbstfaltung der charakteristischen Funktion

x des Intervalls [f%, %] definiert:

By i=x*...%xXx.
—
N Faktoren

Gemdp [74] ist Bn eine nichtnegative, gerade Funktion mit Triger [—%, %]
Desweiteren erfillt By die Skalierungsbedingung (6.1) und die Momentenbe-
dingungen aus Lemma 6.3 mit der mazimalen Ordnung v = 2. In [55] wird
anschliefend an Bemerkung 1.7.3 auferdem gezeigt, dass By in H?(R) liegt
fiir alle < N — %, was spater von Bedeutung sein wird. Fir N = 2 erhdlt man
die bekannte Hut-Funktion Ba(r) = 2¢1,0(r).

Fiir die Wendlandkerne sind im Fall d = 1 auf Grund der Radialsymmetrie und
des kompakten Trégers ebenfalls die Voraussetzungen aus Lemma 6.3 mit der Ord-

nung r = 2 erfiillt. Fiir d = 2 schreiben sich die Normierungsbedingung und die



114 6 Datenglédttung mittels Faltungsoperatoren

Anforderungen aus Lemma 6.3 gemif [74] als Bedingungen an die eindimensionale
Funktion k(||z||) := k(z) in folgender Form:

/OotE(t) dt !
0

:ﬂ’

/ 1K) dt =0, firallel <1<r—1, [ gerade,
0

oo —
/ t k()| dt < cc.
0

Fiir r = 2 ist die zweite Bedingung trivial, die dritte Anforderung ist auf Grund des
kompakten Trégers stets erfiillt. Somit liefern die Wendlandkerne nach geeigneter

Normierung auch fiir d = 2 die Konvergenzordnung 2.

Nachdem wir nun die Grundlagen von Approximation durch Faltung ausfiihrlich
erortert haben, kénnen wir uns dem Diskretisierungsaspekt zuwenden. Um die No-
tation iiberschaubar zu halten, gehen wir im gesamten Kapitel von dquidistanten
Datenpunkten (x;)7; mit x; € hZ% aus und betrachten den mittels Trapezregel

diskretisierten Operator
n
(Tgx) (@) :=h" Y ky(x — 2:)gi- (6.5)
i=1

Die Grofie h ist also hier der in (3.23) mit gx bezeichnete Separierungsabstand.
Wir kldren nun, wie die Kernskalierung an die Diskretisierungsfeinheit i gekoppelt
werden sollte, um fiir gestorte Daten eine bestmogliche Fehlerdampfung zu gewéhr-
leisten. Dass dabei ein Kompromiss zwischen der Approximation der é-Distribution
und einem geringen Fehler bei Diskretisierung des Faltungsoperators eingegangen
werden muss, wurde bereits in [74] und [59] dargelegt. Allerdings wurden dort Da-
tenfehler, die in die folgende Analyse explizit einflieen, nicht beriicksichtigt. Ex-
emplarisch zitieren wir [59], Theorem 3. Dieses besagt, dass fir m > d, r > 1,
t >0, ke W RY) und g € W] (R?) mit 7 = max{r + t,m} unter einigen
Zusatzvoraussetzungen die Abschétzung

hm
T%9x — glwire) < C (8T|9|W;+t(Rd) + ng;”(Rd))

gilt. Bei der Wahl von s ist also in der Tat eine ausgewogene Kopplung an die

Diskretisierungsfeinheit i entscheidend fiir die Approximationsgiite.

6.2 Sobolev-Abschitzungen fiir Faltungsoperatoren

In diesem Abschnitt klaren wir fiir Faltungsoperatoren das punktweise Konvergenz-
verhalten des diskretisierten Operators gegen den Ausgangsoperator. Natiirlich ist
nur Konvergenz zu erwarten, wenn die zu integrierende Funktion und der Integral-
kern bzw. der Integraloperator eine gewisse Glattheit aufweisen. Wir fordern diese
Glattheit beziiglich der Sobolev-Skala in R? und betrachten Faltungsoperatoren der

Form
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A Ly(RY) — Ly(RY), /k:x—t t) dt (6.6)

mit einem geraden Faltungskern k. Im Folgenden setzen wir f € H™(R?) mit 7 > £
und supp(f) C §2 voraus, wodurch sich A als Faltung auf R? schreiben lisst. Wir
nehmen weiter an, dass k in einem Sobolevraum H?(R?) liegt und der Integralopera-
tor geméafl Voraussetzung 3.12.2 um « Stufen auf der Sobolev-Skala gléttet. Zunéchst
klaren wir den Zusammenhang zwischen der Kernglattheit 8 und der Glattungsei-
genschaft a des Operators.

Lemma 6.5 Ist die Glattheit o des Integraloperators aus (6.6) gegeben und liegt
der Integralkern k in einem Sobolevraum H?(R?), so folgt 6 > o — g.

Beweis. Wir benutzen die Charakterisierung von Sobolev-Glattheit aus Lemma 2.7,
die besagt, dass die Fouriertransformation einer Funktion f € H™(R?) das folgende
Abklingverhalten besitzt:

F@)? < elr.d) (1+ [l VweR
Sind nun f € H™(RY) und k € H?(R?), so folgt mit dem Faltungssatz

|Af ()2 = |(2m)% k(w) f(w)?
< @m)? e1(r,d) ea(r,d) (1 + |w]|3)~HET0+2)
~ (L [loffy)~(HorE a8

d
2

fiir beliebiges € > 0. Der erste Teil von Lemma 2.7 liefert daher

Af € HTH0H5—¢(R%), (6.7)
Mit der Glattungseigenschaft o folgt also

!
Af c HT+6+**E(Rd) C HT+Q(Rd)’

was die Behauptung zeigt. O
Nachdem wir die Verbindung zwischen der Operatorglittung und der Faltungs-
kernglattheit damit hergestellt haben, gehen wir nun auf den Diskretisierungsaspekt
ein. Wir gebrauchen im Folgenden die Trapezregel zur Diskretisierung des Faltungs-
operators aus (6.6). Die Poisson’sche Summenformel liefert fiir Funktionen F' € S

folgende Aussage iiber die Approximation eines Integrals mittels Trapezregel (siehe
[68], Kapitel 3):

~ (27
ht N F(hi) dx = (2m)% F(=1). :
S ron- [ Faa=enot S F(50) (6
lezd leZa\ {0}
Fiir F € Lo(R?) mit hinreichend schnell abklingender Fouriertransformation ergibt

sich damit folgende Fehlerabschatzung.

Lemma 6.6 Sei F' € H°(R?) mit o > %. Dann ist der in (6.8) durch Diskretisie-

rung mittels Trapezregel hervorgerufene Fehler von der Ordnung o + %.
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Beweis. Wir schiitzen die rechte Seite von (6.8) mittels der Charakterisierung von
Sobolevglattheit iiber das Abklingverhalten der Fouriertransformierten ab. Geméaf

Lemma 2.7 existiert eine Konstante ¢ = ¢(o, d) mit

~(2m o ) 2D
> P s 2 e (1e1%m)
lez4\{0} 1eZ4\{0}
_i(a_,_i)
271- 2 2
<c ¥ (1)
1€74\{0}
= c@n) D[S ) pos
1ez\{0}
— ¢ (271')7(0+%) 9d Z ”l”;("+%) hg+%.
leNd\{0}
Da die Reihe fiir o > g konvergiert, ist die Behauptung gezeigt. a

Der von d abhéngige Reihenwert kann auflerdem explizit berechnet werden. Ein dhn-
licher Approximationssatz wurde bereits von Raviart auf andere Weise hergeleitet.
Nach #quidistanter Aufteilung des R? in die Mengen

1 1
Bl::{xERd (lz_2>h<xz<(lz+2>hv Z:]_,,d}

mit [ = (ly,...,lq) € Z4 gilt folgender Satz.

Satz 6.7 ([74], Theorem 3.1) Seien k € N, k > g und q = ;25 Desweiteren sei
Fe W;“(Rd) N L1 (RY) fiirrd <2 baw. F € W;(Rd) NWEY(R?) fiir d > 3. Dann

existiert eine von h unabhdngige Konstante C > 0 mit

ht> " F(hl) - /

d
9 F(z) de| < CR*4 Y " |Flws(p,)-
lezd

lezd

Der Beweis wurde iiber den Sobolev’schen Einbettungssatz und ein Theorem von
Bramble-Hilbert erbracht. Die Aussage aus Lemma 6.6 ist jedoch expliziter und
gilt auch fiir nichtganzzahlige Glattheitsindizes 7. Um die Fehlerabschétzung auf
den Faltungsoperator aus (6.6) zu iibertragen, zitieren wir nun einen Satz iiber die
Glattheit des Produkts zweier Sobolev-Funktionen.

Lemma 6.8 Seien max{r,0} > 2, min{r,0} >0 und f; € H"(R?), f» € H(R?).

1. Fiir o := min{r,0} gilt f1f> € H°(R?), und es existiert ein c(t,0,d) > 0 mit

I f1foll o may < e(7, 0, d) || f1ll - ray || foll o (may-

2. Gilt zusitzlich o > %, so ezistiert ein c(o,d) > 0 mit

| f1f2ll o may < (o, d) || f1ll o ey | f2]l o (may-
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Beweis. Eine allgemeinere Version des Satzes, die als Nash-Moser-Ungleichung be-
kannt ist, findet sich in [63]. Fiir o := min{r,0} > ¢ lisst sich die Behauptung
einfacher zeigen und impliziert, dass H?({2) fiir Gebiete {2 mit innerer Kegelbe-

dingung eine Banachalgebra ist (siehe [1], Theorem 5.23). O

Scharfe Abschiitzungen der auftretenden Konstanten ¢(o, d) kénnen in [64] nachge-
schlagen werden. Der Integrand des in (6.6) eingefiihrten Faltungsoperators hat die
Form F, := k, f mit k,(t) := k(z — t). Da wir stets von der Annahme f € H™(R9)
mit 7 > g ausgehen, ist die Bedingung max{r,6} > g erfiillt. Fiir reellwertige
gerade Kernfunktionen folgt nun

T

[Be(@)] = [ “F k()] = [e7" “R(w)| = [k(w)| VYw e R,

und somit haben die translatierten Kerne k, dieselbe Sobolev-Glattheit wie k
selbst. Zur Anwendung von Lemma 6.8 muss somit lediglich an den Integralkern
k € H°(R?) die Bedingung # > 0 gestellt werden. Da die Fehlerabschiitzung der
Trapezregel aus Lemma 6.6 jedoch F, € H°(RY) mit einem Exponent ¢ > % er-
fordert, muss ¢ = min{r, 0} > % vorausgesetzt werden. Dies stellt die punktweise
Konvergenz des Summenoperators gegen den Ausgangsoperator sicher und garan-
tiert auch die Anwendbarkeit des zweiten Teils von Lemma 6.8. Es zeigt sich, dass

die Konvergenz wie benotigt gleichméfBig auf (2 ist.

Satz 6.9 Es seien 7,0 > 2, f € H™(R?) mit supp(f) C 2 und k € HP(R?) eine

gerade Funktion. Fir den Integraloperator

Af(z) = | k(z—1) f(t)dt = (k* f)(z)

9]

und den mittels Trapezregel zur Schrittweite h diskretisierten Operator

Arf(x)y=h* > k(z—hl)f(hl)

l€ezd, hlef

besteht dann fir h — 0 der Zusammenhang
I(A = A" f 1. () = O™ 01 EE),

Insbesondere ist die Konvergenzordnung mindestens d.

Beweis. Fiir o := min{r, 0} > ¢ gilt nach Lemma 6.8 fiir alle 2 € 2
[k fll e may < (0, d) [[kall e ey [|f | e @)
= ¢(o,d) ”kHHG(Rd) ”fHHG(]Rd)-
Daher existiert geméifl Lemma 2.7 eine Konstante ¢ = ¢(o, d, z) mit
F (ke f) (@) < elo,d, @) (1+ [|w]3) 72 VweRY (6.9)

Die obere Ungleichung lédsst bereits vermuten, dass die Konstante unabhéngig von
x gewéhlt werden kann. Wir zeigen dies durch den Nachweis, dass F(k; f)(w) stetig
von z abhéngt. Der Faltungssatz liefert
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_d
Flkyf) = (2m) "2 (Fky * Ff),

weshalb der Satz von der majorisierten Konvergenz fiir die gerade Funktion k

~

/ lim =" @D Tw — 1) F(t) dt
R4 z—0
= 2m) 2 (k* f)(w) = F(kf)(w)

garantiert. Also ist die Abbildung

[SII-H

lim F(k, f)(w) = (2m)~

2Ry, v |k f) (W)

stetig, und aus (6.9) ergibt sich mit C(o,d, 2) := max{c(o,d, z)}
zef

max {|F (ko f)(w)[?} < Co,d, 2) (1 + |w[3)"“+) vweR?
TES?

Folglich ldsst sich die in (6.9) auftretende Konstante in der Tat unabhiingig von x
wéhlen. Daher kann man nun mit der Hilfsfunktion F, = k,f wie in Lemma 6.6

vorgehen, wodurch sich die behauptete gleichméfige Konvergenz auf {2 ergibt:

(A= A" fllp () = O(hTTE).

6.3 Fehlertheorie und Anpassung der Kernskalierung

Im Folgenden untersuchen wir, inwieweit sich die exakten Daten gx von den trans-
formierten gestérten Daten (7% g% )x unterscheiden. Dazu betrachten wir eine Auf-

spaltung in drei Fehlerterme:

IT% 9% = 9llew (x)
<NT5%9% — T3 ax e x) + 1 T%9x — T°9llee ) + 1759 — glle ()~ (6.10)

Der erste Summand beschreibt die Fehlerentwicklung unter der Datentransforma-
tion. Insbesondere ist von Interesse, ob sich die punktweise Fehlerschranke von ¢ auf
die transformierten Daten iibertrigt. Der zweite Term ist der bei Diskretisierung
des Faltungsoperators hervorgerufene Fehler. Der dritte Term quantifiziert schlief3-
lich die Approximation der unbekannten Datenfunktion mittels der approximativen
Einheit. Hier spielt lediglich die Approximation der §-Distribution durch k4 eine
Rolle, und fiir geeignete approximative Einheiten ist gem&fl der Vorbemerkungen

Konvergenz gesichert.

Als entscheidend fiir die Qualitit der Datengliattung erweist sich die Wahl der Kern-
skalierung s. Es zeigt sich, dass s an die Diskretisierungsfeinheit h gekoppelt werden
muss, um fiir A — 0 sinnvolle Ergebnisse zu erzielen. Um diese Verbindung zu kléren,
betrachten wir nochmals Lemma 6.8. Dieses garantiert, dass fiir ¢ € H™(R?) und
ks € H?(R?) das Produkt k,g in H™{70}(R?) liegt, sofern 7 > g und 0 > 0 gelten.
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Natiirlich héingt die Norm ||ksg|| grmint-.0) (ray von [|g[| gr- may und ||k || go ey ab. Nun
stellt sich die Frage, wie sich die Kernskalierung s auf die Sobolevnorm des Kerns

auswirkt. Die Antwort liefert folgende Rechnung, deren Grundidee aus [80] stammt.

Gemi#fl Lemma 2.7 ist die Fouriertransformierte von k € H?(R?) durch
k(@) < e(6,d) (1+[[w]3)~C*5 ¥ w e R

beschrankt. Fiir die Fouriertransformierte des skalierten Kerns ergibt sich dann

ks (w)[? = [k(sw)[?
< c,d) (1 + [|sw]2)~C*2)
(0+%)
1+ ||sw 2 _ d
- () e o o
2

(6+49)
B a 1+||w||2> 2 (g d
20+3) (2 c(0,d) (1+ Jw|3)~0F2)
) 2 )

& + ||wll3

und fiir s € (0,1) folgt
s (@) < s720%2) ¢(0,d) (1+ |lw]|3)O+2). (6.11)
Wir erhalten also

1F (s 2 k) (@)1 < o0, d) (1+ [Jwllf)~ "+ (6.12)

und haben somit gezeigt, dass fiir s0+3s ks dieselbe Abschéitzung der Fouriertransfor-
mation und damit der H?(R?)-Norm zur Verfiigung steht wie fiir den Ausgangskern.

Insbesondere haben wir nachgewiesen, dass fiir s — 0
ksl o ety = O(s~O+2)) (6.13)

gilt. Mit dieser Voriiberlegung sind wir nun in der Lage, auch die beiden ersten
Terme aus (6.10) abzuschétzen und eine sinnvolle Kopplung der Kernskalierung an
die Diskretisierungsfeinheit herzuleiten.

Lemma 6.10 Der transformierte Datenfehler ldsst sich durch

, B\ 0+
IT% 9% — Tx9xlec(x) <6 (1 +0 (>

S

abschiitzen. Fiir eine Kernskalierung der Form s = h* mit t € (0,1) ergibt sich
IT59% = Tioxlewi) <8 (140 (RO-0CHD))

Beweis. Die Datenfehlerschranke und die Wahl der Datenpunkte liefert

IT%9% — Txgxllew ) = 104D kol = 2i)(9) = g0)llew (x)

i=1
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<9 ||hdzk i)l oo ()
<5||hd2k = Al x)
A

=6 |h* > ka(hl)|. (6.14)

lezd

Mit der Fehlerdarstellung (6.8) aus der Poisson’schen Summenformel gelangt man
wegen k, € H?(R%) und (6.11) zu der Abschiitzung

ht> " ko(hl) dks(t) dt + (27)% > ks (T)

lezd R 1ez\{0}

<14 (2m)2 Z c s (02 (1 + ||hl|2) .

lezd\{0}

Mit der Vorgehensweise aus Lemma 6.6 schlieBt man nun
. NGz
h < -
> k(b <140 (s) ;
lezd

was zusammen mit (6.14) die Behauptung zeigt. O

Somit éndert sich das maximale Datenfehlerniveau beim Ubergang zu gefalteten
Daten praktisch nicht, sofern die Kernskalierung von der Form s = h! mit einem
Exponenten t € (0, 1) gewéhlt wird. Nun kénnen wir uns dem zweiten Term in (6.10)
zuwenden, der den Fehler durch Diskretisierung des Faltungsoperators beschreibt.
Dieser kann mit den angestellten Voriiberlegungen ebenfalls abgeschéitzt werden.

Lemma 6.11 Der durch Diskretisierung des Faltungsoperators mittels Trapezregel

hervorgerufene Fehler ist von der Griéflenordnung

h min{7,0}+¢

[Tiax = gl = O
Fiir die Kernskalierung s = ht mit t € (0,1) erhdlt man also
ITS9x — T*gllecx) = © (h(ht)(min{f,a}%)) .
Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall 8 < 7. Zur Beschrankung von

ITax = Tglle.co = [0 k= o= [ k(= 00(0) dele

benétigt man wie im vorherigen Kapitel Lemma 6.8. Da seJr%kS fir s € (0,1)
in H%(R?) liegt und |\se+%ksHHe(Rd) nach (6.13) gleichméflig in s beschrénkt ist,
liefert Lemma 6.8 fiir g € H™(R?), dass s°T2k,g in H?(RY) liegt und die Norm
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Hs‘”‘%k‘sgﬂ o (rdy gleichmiBig in s beschrénkt ist. Dies iibertrigt sich nun wieder
gleichméfig in z auf den Integranden s”%ks(- — x)g, weshalb Satz 6.9

1932 s" Skl = wi)gi - / I8 by (- — 1) g(t) dt]l o (x) = O(RPTH)
i=1 Rd

liefert. Somit folgt wie behauptet

=
1T%9x —T°gllex) = O <5> .

Im Fall 7 < 6 ist lediglich eine kurze Voriiberlegung nétig. Da k in H(R?) C
HT™(RY) liegt, lisst sich fiir s € (0, 1) vollig analog zu (6.12) zeigen, dass

17 (57 F k) @) < elmyd) (1 -+ [Jwllf) =+

gilt, wobei die Konstante in dieser Situation nicht mehr von €, sondern von 7

abhéngt. Nun kann man wieder wie im ersten Fall fortfahren, um

h T+5
1T%9x —T°gllex) = O (S>

herzuleiten, was den Beweis vollendet. a

Fiir die Wahl s = h® mit ¢t € (0,1) ist somit fiir h — 0 das Verschwinden aller
drei Fehlerterme aus (6.10) gewéhrleistet. Fiir den Fehler durch Ubergang von der
0-Distribution zu einer approximativen Einheit ist das Konvergenzverhalten nur
unter Giiltigkeit der Bedingungen aus Lemma 6.3 explizit bekannt, jedoch ist die
Geschwindigkeit stets monoton wachsend in ¢. Dagegen zeigen Lemma 6.10 und
Lemma 6.11, dass sich der transformierte Datenfehler sowie der Fehler durch Dis-
kretisierung der Faltung monoton fallend in ¢ verhalten. Zusammengefasst ergeben
die Uberlegungen dieses Kapitels folgendes Resultat.

Korollar 6.12 (Datenglittung durch Faltung)

Es sei g € HT(2) mit 7 > &. Die Daten X = (x;)7_; seien uniform verteilt mit
x; € 2N hZE. Wihlt man den Faltungskern wie in Lemma 6.1 und skaliert man k
mittels s = ht mit t € (0,1), so folgt fiir den diskreten Faltungsoperator aus (6.3)

IT% 9% — 9lle.x) = 6 + R(h), (6.15)

wobei R(h) =00 gilt. Erfillt k zusdtzlich die Momentenbedingungen aus Lemma
6.3 fir ein r € N, so folgt

IT% 9% — gllec (x) = 6 + O(h¥) (6.16)

mat

v := min {tr, (1-1) (min{r, 0} + g) } .
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Beweis. Die erste Behauptung erhdlt man aus (6.10) und den Fehlerschranken aus
Lemma 6.1, Lemma 6.10 und Lemma 6.11. Die zweite Aussage folgt unter Hinzu-

nahme von Lemma 6.3 mit der Wahl p = oo, da sich fiir s = h!

|T%g — QHLOQ(DW) = O(htr)

ergibt. a

Insbesondere ist fiir die Dimensionen d = 1,2 unter Verwendung geeignet skalierter

Wendlandkerne ¢4 mit 7 > % als Faltungskern Konvergenz geméf (6.16) mit

v = min {2t, (1-1) (min{T, 0} + Z) } (6.17)

sichergestellt, wie die Ausfithrungen nach Beispiel 6.4 zeigen. Fiir d =1 und N > 2
eignen sich auch die B-Splines By als Faltungskern. In diesem Fall erhilt man

geméf Beispiel 6.4 fiir beliebiges € > 0 die Konvergenzordnung
1
v = min {2t,(1—t)min {7’+ 2,N—e}}, (6.18)

da By in HN=27¢(R) liegt. Bei Verwendung des GauBkerns ist in Lemma 6.3 fiir
beliebige Dimensionen r = 2 gewéhrleistet, weshalb Korollar 6.12 die Konvergenz-

Vmin{Qt,(l —1) (T+;Z>} (6.19)

vermuten ldsst. Allerdings ist wegen des fehlenden kompakten Triagers Lemma 6.1

ordnung

nicht anwendbar, so dass lediglich Konvergenz fast iiberall sichergestellt wird. Zu-
dem erschwert der unbeschrinkte Triger die numerische Auswertung der diskreten

Faltung.

Bemerkung 6.13 Um gute Approximationsresultate zu erhalten, sollte der Para-
meter t nicht zu nahe an den Intervallgrenzen 0 bzw. 1 liegen. Zwar zeigt beispiels-
weise (6.17) fir Wendlandkerne, dass fir grofe Werte T und 0 der Parameter t
recht nahe bei 1 gewdhlt werden kann. Allerdings ist dies nicht empfehlenswert, da

in diesem Fall so gut wie keine Fehlerdimpfung zu erwarten ist.

Zusammenfassend haben wir fiir den Datentransformationsoperator 715 explizit
nachgewiesen, dass héchstens eine vernachléssigbare Fehlerverstarkung vorliegt, so-
fern die Kernskalierung angemessen gewéhlt wird. Durch die Mittelung der gegebe-
nen Werte g‘;( durch T% ist aulerdem eine Fehlerreduktion zu erwarten. Natiirlich
lésst sich obige Aussage nicht weiter verbessern, da eine garantierte Reduktion ei-
nes gegebenen Fehlerniveaus sukzessive angewandt werden kénnte, wodurch das
Wegglitten sdmtlicher Datenfehler moglich wiirde. Dies ist selbstverstdndlich nur
unter Aufgabe der approximativen Einheit zu erreichen. Die neuen Daten kénnten
dann zwar stiarker geglittet werden, allerdings wiirden dadurch relevante Informa-
tionen wie beispielsweise Kanten verwischt. In diesem Fall miisste der Rekonstrukti-
onsoperator gedndert werden, und die neue Rekonstruktionsaufgabe wére schlechter

gestellt als das Ausgangsproblem.
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6.4 Numerische Beispiele

Anhand dreier einfacher Beispiele sollen die Ergebnisse nun illustriert werden.

Beispiel 6.14 Wir setzen 2 = [—3,3] und wihlen die glatte Datenfunktion
9(x) = Pr2(x — 2) + 2¢12(x — 1).

Diese storen wir durch eine gleichverteilte Zufallsvariable auf [—4, 6] mit 6 = 0.3 und
betrachten n = 400 dquidistante Datenpunkte auf (2. Als Faltungskern verwenden
wir den Wendlandkern ¢11, der mit dem Faktor 5/4 gemdfi der Integrationsbe-
dingung (6.1) normiert und mit s = h* und dem Parameter t = 0.4 bzw. t = 0.25
skaliert wird. Das Ergebnis der diskreten Faltung mit den gestorten Daten ist in Abb.
6.1 abgebildet. Eine deutliche Fehlerdimpfung ist gut zu erkennen. Das tatsdchliche
Fehlerverhalten entspricht somit dem Ergebnis von Korollar 6.12.

25 T T T T T 25

-0.5, -0.5,
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

6.1,a: Rekonstruktion fiir t = 0.4. 6.1,b: Rekonstruktion fiir ¢ = 0.25.

Abbildung 6.1. Fehlerdampfung mittels des Faltungsoperators aus Beispiel 6.14: gestorte
Daten (rot) und gegléittete Daten (griin).

Das néchste Beispiel zeigt, dass auch der GauBkern, der in allen Sobolevrdumen
H(R?) liegt, als Faltungskern zur Datenvorglittung geeignet ist. Obwohl das Fehlen
eines kompakten Trégers lediglich punktweise fast iiberall Konvergenz garantiert,

wirkt sich dies erwartungsgeméf nicht auf die numerische Verwendbarkeit aus.

Beispiel 6.15 Erneut setzen wir 2 = [—3,3], wihlen diesmal jedoch die stetige,
aber nicht differenzierbare Datenfunktion

9(x) = dr0(x —2) + 261 0(x — 1).

Fiir das Fehlerniveau 6 = 0.3 benutzen wir den mit dem Faktor s = h* zum Para-
meter t = 0.7 bzw. t = 0.5 skalierten und normierten Gaufkern, um die gestirten
diskreten Daten zu falten. Das Ergebnis ist in Abb. 6.2 zu sehen. Erneut ist die zu

erwartende Fehlerdimpfung durch die angepasste Skalierung erreicht worden.

Beispiel 6.16 Wir betrachten nun die zweidimensionale Mexican-hat Funktion,

die in radialer Darstellung durch g(r) = (1 — T2)€_T2/2 gegeben ist. Wir setzen
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~05 L L L L L ~05
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

6.2,a: Rekonstruktion fiir t = 0.7. 6.2,b: Rekonstruktion fir ¢ = 0.5.

Abbildung 6.2. Fehlerdimpfung mittels des Faltungsoperators aus Beispiel 6.15: gestorte
Daten (rot) und geglédttete Daten (griin).

2 = [-2,2)? und verwenden gestérte Daten auf n = 2500 uniformen Punkten mit
mazimaler Stérung § = 0.5. Zur Entrauschung benutzen wir den Wendlandkern

¢3.3(r) = (1 — )5 (32r% 4 25r% + 87 + 1),

der mit dem Faktor % normiert wird. Die Ergebnisse fir die Parameter t = 0.5

und t = 0.25 sind in Abb. 6.3 dargestellt.

2 -2 -2

6.3,a: Mexican-hat Funktion. 6.3,b: Gestorte Daten.

-2 -2

-2 -2

6.3,c: Rekonstruktion fiir ¢ = 0.5. 6.3,d: Rekonstruktion fiir ¢ = 0.25.

Abbildung 6.3. Fehlerdimpfung mittels des Faltungsoperators aus Beispiel 6.16.

Generell zeigen weitere numerische Tests die Tendenz, dass der Parameter ¢ umso
grofler gewahlt werden sollte, je glatter der Faltungskern ist.
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Beschleunigung durch Zerlegung der Eins

Die Fragestellung, wie auftretende Datenfehler gezielt bei Rekonstruktionsaufgaben
beriicksichtigt werden konnen, haben wir in den Kapiteln 3 bis 5 durch Angabe
von Fehlerabschétzungen und Parameterwahlen sowie im letzten Kapitel durch die
Herleitung eines Verfahrens zur Datenvorgldttung ausfiihrlich erértert. Wir wenden
uns in diesem Kapitel einem weiteren Aspekt zu, ndmlich wie die vorgestellten

Methoden ohne grofien Verlust an Genauigkeit beschleunigt werden kénnen.

7.1 Uberblick iiber bekannte Verfahren

Die bekanntesten Verfahren zur Komplexitétsreduktion sind Multipolentwicklung,
Gebietszerlegung und Zerlegung der Eins. Wir verwenden in dieser Arbeit nur das
Verfahren der Zerlegung der Eins, stellen die beiden anderen Methoden jedoch kurz

vor, um eine Einordnung zu erméglichen.

Die Methode der Multipolentwicklung hat eine schnelle Berechnung auftretender
Auswertungen von Approximanten zum Ziel. Dies spielt vor allem bei iterativen
Ansétzen, die in Kapitel 9 behandelt werden, eine Rolle. Zu Grunde liegt ein hie-
rarchischer Algorithmus zur disjunkten Aufspaltung des betrachteten Gebietes 2 in
Zellen durch Angabe sogenannter Zellmittelpunkte. Im Fall von Regressionsproble-
men wird fiir jeden dieser Punkte ¢ eine Fernfeldentwicklung des Kerns berechnet,
d.h. eine Approximation von ®(x,t) fiir ¢t in der Néhe von ¢y und hinreichend weit
entfernte Punkte . Durch geeignete Zusammensetzung der lokalen Approximanten
iiber die zu Grunde liegende Baumstruktur der Gebietszerlegung lésst sich so ein
schnell auszuwertender globaler Approximant erzeugen. Ein detaillierterer Uber-
blick zur Multipolentwicklung findet sich in [103].

Bei Verfahren zur Gebietszerlegung betrachtet man eine Uberdeckung X, ..., X
der Datenmenge X. Die wohl einfachste Variante zur iterativen Interpolation wur-
de in [7] vorgestellt. Dabei wird auf der Menge X ein Interpolant berechnet, dann
wird das diskrete Residuum gebildet, und dieses wird daraufhin auf X5 interpoliert.
Sukzessive fiihrt man dieses Verfahren bis zur k-ten Partitionsmenge durch, bei im-

mer noch groflem Residuum kann die Prozedur dann von vorne ausgefiihrt werden.
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Unter schwachen Anforderungen an die Partitionierung, beispielsweise wenn in je-
der Menge X; ein Punkt liegt, der in keiner anderen Menge enthalten ist, liefert die
Methode Konvergenz gegen die Bestapproximation [7, 101].

Das Verfahren der Zerlegung der Eins, das wir ndher betrachten werden, wird in
seiner Basisform bereits seit langem im Kontext von Interpolation verwendet [61].
Der Grundgedanke ist eine Aufspaltung der Approximationsaufgabe in lokale Pro-
bleme und ein Zusammensetzen der lokalen Approximationen durch geeignete Mit-
telung. Dies geschieht hier iiber wihlbare Gewichtsfunktionen, deren Summe an
jedem Punkt des betrachteten Rekonstruktionsgebiets Eins ist. Damit einher geht
eine Zerlegung des zu Grunde liegenden Gebietes (2. Diese sollte im Gegensatz zur
Multipolentwicklung nicht disjunkt sein, um Glattheit der Rekonstruktion auch an

den Partitionsrdndern zu gewéhrleisten.

Der multivariate Fall wurde in [27] ausfiihrlich behandelt. Auch wurden dort ver-
schiedene Gewichtsfunktionen und lokale Approximationsprozesse getestet. Im Zu-
sammenhang mit gitterfreien Verfahren zur Losung partieller Differentialgleichun-
gen erfreut sich die Methode grofler Beliebtheit. Eine eingehende Untersuchung mit
Anwendung auf die Helmholtz-Gleichung wurde in [4] angestellt. Konvergenzbe-
trachtungen fiir Interpolation mit radialen Basisfunktionen wurden in [100] durch-
gefiihrt und konnen auBerdem in [101] nachgelesen werden. Die dort gestellten
Anforderungen sind etwas stirker als die im Folgenden eingefiihrten elementaren
Voraussetzungen. Anwendungen auf elliptische, parabolische und hyperbolische par-
tielle Differentialgleichungen mit flexiblen Uberdeckungen und Multilevel-Verfahren

werden beispielsweise in [31, 32, 33] beschrieben.

7.2 Zerlegung der Eins

Definition 7.1 Sei 2 C R? beschrinkt. Es sei (Qj)j]‘/il eine offene und beschrinkte

N M

Uberdeckung von §2, d.h. alle §2; seien offen und beschrinkt und §2 C £2;. Eine
=1

Folge (wj)j-wzl heifit Zerlequng der Eins beziiglich (.Qj)jM:l, falls

1. supp(w;) C £25, j=1,...,M,

M
2. Y wi(z)=1 Vo e (2
j=1

Héufig wird an (Qj)jM:l zusétzlich die Uberlappungsbedingung gestellt, dass fiir
jedes x € {2 die Anzahl der x enthaltenden Partitionsmengen maximal K < M ist,

d.h.
card{j e {1,... M} |z € 2;} <K VYzefl (7.1)

Auf jeder Partitionsmenge (2; wird nun ein lokaler Approximant f; fiir f*|o, mit
einem der in den vorherigen Kapiteln beschriebenen Verfahren berechnet. Als glo-

balen Approximanten beziiglich (Qj)jle bezeichnen wir dann die Funktion
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M
M (@) =Y wj(e) fi(). (7.2)
j=1

Man {iberzeugt sich leicht davon, dass f™ im Regressionsfall ein Interpolant bleibt,
sofern die lokalen Approximanten in den Datenpunkten interpolieren. Fiir allge-
meine Inversionsprobleme iibertragen sich die Bildinterpolationsbedingungen zwar

nicht, allerdings bleibt die gewiinschte Approximation im Urbild erhalten.

Satz 7.2 Es bezeichne f™ den globalen Approximanten gemdf (7.2). Die Gewichts-
funktionen erfillen die Bedingungen aus Definition 7.1 und seien zusdtzlich nicht-
negativ. Dann gilt offenbar

lwillooy <1, j=1,...,M,

und der globale Lo-Fehler ist wie folgt durch die lokalen Lo-Fehler beschrinkt:

1/2

M
1Y = S sty < | 20185 = £ llEacona,)
Jj=1

Beweis. Da (w;) jz‘il eine Zerlegung der Eins mit nichtnegativen Gewichten ist, gilt:

M _ r*2 — u . ) _ 2

1Y = Py = [ | 2 wi@)fs@) = (@) | deo

M 2

- [ X @@ - 1@ |
o \io

-/ i@(@(fﬂm)—f(x))) dr.

Mit der Chauchy-Schwarz-Ungleichung im R™ erhalten wir nun

M
17 = Pl < [ | S w@ | | L w@e - @) d
o \io

Die Normierungsbedingung, die Voraussetzung an die Trager der Gewichte sowie
deren Beschrinktheit liefern schliellich

M rx2 M ‘ ‘ e )
| f / ||L2(.Q) < QZwJ(x)(fJ(x) £ (2))? da
M
) ;/mm w;(@)(fi (@) — f*(2))" dw
M
(x) — F*(x 2 .
ég g, (@) = 1@

M
=3 i = 17 cona,):
j=1
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Der Beweis wurde im Wesentlichen bereits in [4] erbracht, allerdings ist die dort
gezeigte Aussage etwas schwiicher, da der zusétzliche Faktor v/ K auf der rechten
Seite auftaucht, wohingegen die Uberlappungsbedingung (7.1) hier nicht gebraucht
wurde. Eine Moglichkeit fiir die Wahl der Gewichtsfunktionen ist der Ansatz iiber
sogenannte Sheppard-Funktionen, welche die grundlegende Gestalt

(7.3)

mit ¢; : 2 — R haben. In diesem Fall ist insbesondere ||w;||1,__ (o) < 1 sichergestellt.

Geméf Satz 7.2 ist der Lo-Fehler des globalen Approximanten auf ganz (2 maximal
v'M mal so groB ist wie der maximale lokale Lo-Fehler. Setzt man fiir die rechte Sei-
te eine der in den letzten Kapiteln hergeleiteten Abschéatzungen der lokalen Fehler
beziiglich des Fiillabstands hx, ¢ ein, so lisst sich eine weitere Interpretation ange-
ben. Der Fehler bei Verwendung des Verfahrens der Zerlegung der Eins ist maximal
um den Faktor M groBer, als wenn auf ganz 2 das zu Grunde liegende Appro-
ximationsverfahren ohne Zerlegung der Eins mit der Diskretisierungsfeinheit der
vorher betrachteten lokalen Probleme angewendet wird. Der Berechnungsaufwand

wichst lediglich linear in der Anzahl M der lokalen Probleme.

Dagegen héngt der prozentuale Aufwandszuwachs bei Losung des globalen statt
eines lokalen Problems sehr vom verwendeten Approximationsverfahren ab. Fiir
uniforme Daten und eine dquidistante Gebietszerlegung lisst sich dies genauer spe-
zifizieren. Beispielsweise unter Verwendung eines TP-Verfahrens steigt der nume-
rische Aufwand in dieser Situation um einen Faktor der Gréfenordnung M3, da
die Losung des relevanten Gleichungssystems kubischen Aufwand in der Anzahl der
Datenpunkte bedingt.

Die tatséchliche Aufwandsersparnis bei Verwendung einer Zerlegung der Eins ist
allerdings auch problemabhéingig. Da Integraloperatoren iiblicherweise nicht lokal
sind, miissen im Allgemeinen alle verfiigharen Daten zur Berechnung jedes lokalen
Approximanten verwendet werden. Hat der betrachtete Operator aber eine schwa-
che Lokalisierungseigenschaft, d.h. gehen fiir € {2 vor allem die Werte f(¢) mit ¢
nahe bei z in den Funktionswert f(z) ein, so reichen auch lokale Bildinformationen
zur Berechnung der lokalen Approximanten aus. In diese Klasse fallen Blurring-
Operatoren, die zwar im Gegensatz zu Differentialoperatoren gléatten, aber trotzdem
schwach lokalisieren. Verdeutlicht wird dies im Folgenden anhand der asymmetri-

schen TP-Methode mit Operatordiskretisierung.

7.3 Numerische Beispiele

Beispiel 7.3 Wir untersuchen in diesem Beispiel die Rekonstruktion eines Bildes,

das zuvor mit einem Faltungsoperator der Form

Af(x) = k(x,t) f(t)dt

R2
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verwischt wird. Als radialen Faltungskern verwenden wir ks(r) = %3_26_”8. Der
Normierungsfaktor sorgt dafir, dass ks fiir s — 0 eine approrimative Finheit ist.
Als Daten betrachten wir ein Bild mit 256 x 256 Pizeln und wdhlen die beiden
ﬁ, 1]2, n = 256 sowie
ty = % fir k = 1,...,n, und identifizieren die Bilddaten mit den Werten einer
unbekannten Funktion f an den Stellen (ty,t;) mit supp(f) C 2. Im Folgenden

Skalierungsfaktoren s € {135, a7 }- Weiter setzen wir 2 = |

benutzen wir die Notation
T(k—1)n+l = (tk7tl)7 kvl: 1,...,7’l,

wodurch sich die Datenpunkte in der Form X = {x; |i = 1,...,n%} schreiben lassen.
Zur numerischen Ermittlung der rechten Seite benutzen wir die Rechtecksregel, so

dass der diskretisierte Operator durch

2
n 1 -
A"f(2) = —5 > kol = will2) f (1)
i=1
gegeben ist. Zur lokalen Inversion verwenden wir m = 32 Datenpunkte pro Raum-
dimension und wdhlen die Partitionsmengen stark tberlappend, um die auf Grund
der fehlenden Nullrandbedingungen unvermeidlichen Randeffekte durch mehrere un-

verfilschte lokale Rekonstruktionen ausgleichen zu konnen. Genauer betrachten wir

33 \° 33 16 49 224 2577
0 = — 25 = — — |, s = ——,— ] .
! (O’ 256) P <0’ 256) . (256’ 256> e TS (256’ 256)
Die M = 152 = 225 Partitionsmengen enthalten die lokalen Datenpunkte

Xi5(ji—1)+5; = X N 505, -1)+5s
= {(tjmoti)s | kol =1,...,32}, ji,ja=1,...,15,

wobeil

16(j — 1)+ k

j=1,...,15, k=1,...,32.
256 ) .] ) 757k ) )3

tjk =
Auch diese lokalen Datenpunkte schreiben wir mittels
T5G, ) 4jo)k = (ko tior)s  J1,J2=1,...,15
in der Form
Xj={zjx | k=1,....m*}, j=1,...,M.

Als Kernfunktion verwenden wir ¢31(r/s), wobei ¢31(r) = (1 —r)4 (4r +1) ist und
mit dem Faktor s = ﬁ skaliert wird. Die Definition der Gewichtsfunktionen ist
nur in den lokalen Datenpunkten ndtig, da der globale Approximant in den globa-
len Datenpunkten ausgewertet werden soll und supp(w;) C ﬁj gelten muss. Wir

verwenden fir j =1,..., M die Funktionen

T [ )
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Abbildung 7.1. Ausschnitt der ersten vier Gewichtsfunktionen in Beispiel 7.3.

und erzeugen daraus die diskreten Gewichte mittels (7.3). Durch die Wahl der @,
klingen die resultierenden Gewichte zu den Rdndern der Partitionsmengen stark ab,

was in Abbildung 7.1 deutlich erkennbar ist.

Zum Aufstellen der lokalen Probleme gibt es nun zwei Mdéglichkeiten. In jedem Fall
sollte fir das j-te lokale Problem die Auswertmenge Y = X; gewdhlt werden. Als
Berechnungsmenge kann natirlich stets die globale Datenmenge X verwendet wer-
den. Dies ist auch im Allgemeinen notig, da durch die fehlende Lokalisierungsei-
genschaft von Integraloperatoren selbst fiir lokale Rekonstruktionen globale Daten
bendtigt werden. Die allgemeine Variante zur Bestimmung des Koeffizientenvektors
des j-ten lokalen Approximanten schreibt sich daher unter Verwendung des asym-

metrischen TP-Verfahrens gemdf$ Lemma 4.1 als

(Gg\f,A",Q,X,Xj + VQBX]') a}j = N}, n & X, X; 9X> (7.4)

wobei die lokale Kernmatriz @, fir alle Partitionen dieselbe bleibt und die asym-

metrische Kollokationsmatriz N nd,x,x; € R™*"* durch
(Nn g x x, 0t = (A" D (21, ) (1)

2
1 n

= Est(Hxl—xi||2)@(xjk7xi), k=1,...,m% Il=1,...,n°
i=1

gegeben ist. Obwohl die Berechnung dieser Matriz sehr aufwindig ist, wurde immer-
hin die Berechnungsdimension auf m* x m? reduziert. Der auf die Datenmenge X

eingeschrinkte lokale Approximant ergibt sich dann als fi|x, = Px, a}j,
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Fiir das betrachtete Problem gentigt jedoch zur Ermittlung der lokalen Approximan-
ten auch die Beschrinkung auf lokale Bilddaten, da der Integraloperator schwach
lokalisiert. Zur Bestimmung des j-ten Approximanten begniigen wir uns daher mit
den Daten gx, = g(xjk)’,f:l, und ersetzen dementsprechend im System (7.4) die
Menge X durch die lokale Datenmenge X;. Wegen der lokalen Intervall-Lénge von

% pro Raumdimension dndert sich die Operatordiskretisierung zu

m2
A7 1(0) = s D Rl = o) o). (75)
Daraus resultiert das System
(G;V,Am,qs,xj,xj + 7¢Xj) O‘}(j = Nim,qﬁ,xj,xj 9X;> (7.6)
wobei die j-te lokale asymmetrische Kollokationsmatriz nun durch
(N o x, x, 01 = (AT B, ) (@), kl=1,...,m°
berechnet wird, wodurch der numerische Aufwand enorm reduziert wird.

Da auflerdem der Faltungskern als radial vorausgesetzt wurde, sind alle lokalen Kol-

lokationsmatrizen identisch, und es geniigt die Betrachtung des Operators

2
1 m
A" (o) = g D Rl = ) o) (7.7)
sowte die Vorberechnung der Matrix
(Nam )t = (A" P(x1k, ) (z11), k1= 1,...,m2 (7.8)

und der entsprechenden Gram-Matriz. Der Koeffizientenvektor des j—ten Problems

kann somit durch Losung des Systems
(Gn,ame +7Px,) @k, = Nam,o 9x, (7.9)

bestimmt werden. Der lokal ausgewertete j-te Approximant ist dann wieder durch
filx;, = @Xla}j gegeben, und die globale Rekonstruktion ergibt sich durch (7.2).
Die Ergebnisse dieses Verfahrens bei Verwendung des Parameters v = 107> sind in
Abb. 7.2 zu sehen.

Wir sind bisher davon ausgegangen, dass der zu invertierende Blurring-Operator
bekannt ist, was jedoch in Anwendungen nicht immer der Fall ist. Liegen iiber den
Operator keinerlei Informationen vor, so spricht man von einem Blind Deconvolution
Problem [41]. Ist immerhin eine Approximation bzw. eine Schitzung des Operators
gegeben, so heifit die Aufgabe entsprechend vom Semi-blind Deconvolution Typ. In
dieser Situation ist eine nichtlineare Zielfunktion zu minimieren, in die sowohl die
Daten als auch der Operator einflieen [44]. Gebrauchliche Deblurring-Verfahren
sind das klassische Wiener-Filtering, das nichtlineare Richardson-Lucy-Verfahren
und variationale Methoden, die zumeist in der numerischen Losung partieller Diffe-
rentialgleichungen resultieren [96, 97]. Einen Uberblick iiber stochastische Ansitze

mit Hinblick auf den Einfluss des Fehlermodells kann man sich in [9] verschaffen.
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7.2,a: Testbild ,,Cameraman®.

7.2,b: Verwischte Daten mit s = ﬁ. 7.2,c: Verwischte Daten mit s = 6—4.

7.2,f: Detail der optisch perfekten Rekon- 7.2,g: Detail der Rekonstruktion fiir s = 6—4

. .s _ L
struktion fiir s = i55.

Abbildung 7.2. Durch Zerlegung der Eins beschleunigtes TP-Verfahren aus Beispiel 7.3
zum Deblurring des mit Faltungskernen der Form e~"/® verwischten, 256 x 256 Pixel grofien
Cameraman-Testbildes (Courtesy of Massachusetts Institute of Technology).
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Beispiel 7.4 Wir betrachten nun ein Semi-blind Deconvolution Problem, indem
wir annehmen, dass die Gestalt des Operators gegeben, jedoch die genaue Skalierung
der Faltung unbekannt ist. Um zu veranschaulichen, dass in dieser Situation eben-
falls gute Ergebnisse erzielt werden kinnen, wurden die mit dem Skalierungsfaktor
s = 6—14 verwischten Daten aus Beispiel 7.8 mit Faltungsoperatoren zu den Faktoren
se{ ﬁ, é, %} entfaltet. Die Skalierung des Hilbertraumkerns wurde jeweils als
s = ﬁ gewdhlt. In Abb. 7.3 ist in allen Fdllen eine Scharfung der Bilddaten er-
kennbar, die bei zu kleiner Skalierung des vermuteten Operators zu gering ausfallt
und bei zu grofer Skalierung ibermdfSig stark entgldttet, wodurch die Zerlequng der
FEins sichtbar wird. Offenbar ist den Rekonstruktionen deutlich anzusehen, in welche
Richtung der vermutete Skalierungsparameter des Operators zur Verbesserung des
Ergebnisses angepasst werden sollte.

7.3,a: Verwischte Daten mit s = é. 7.3,b: Rekonstruktion mit s = %.

—

—

o
i

T i

7.3,c: Rekonstruktion mit s = 7.3,d: Rekonstruktion mit s = li

28"

—r/s

Abbildung 7.3. Inversion des Faltungsoperators mit Kern e und s = mit dem

1
128
strukturell richtigen Kern zu unterschiedlichen Skalierungen in Beispiel 7.4. Dabei Ver-

wendung einer Zerlegung der Eins mit lokaler TP-Methode.

Natiirlich kann das Verfahren auch im Fall gestorter Daten eingesetzt werden. In
Abb. 7.4 sind die mit dem Faltungsoperator zur Skalierung s = ﬁ und mit gleich-
verteiltem Rauschen der Gréfie 6 = 0.01 bzw. 6 = 0.03 gestorten Daten abgebildet.
Zur Rekonstruktion setzen wir nun wieder den Operator als bekannt voraus. Im
Vergleich zum Fall exakter Daten wurde auflerdem der Regularisierungsparameter
von v = 107% auf v = 1072 bzw. v = 1072 erhoht.
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7.4,a: Verwischte Daten mit § = 0.01.

7.4,c: Verwischte Daten mit § = 0.03. 7.4,d: Rekonstruktion fiir 6 = 0.03.

Abbildung 7.4. Inversion des Faltungsoperators mit Kern e~"/* und s = ﬁ aus Beispiel
7.3 bei Datenstorung mit Zerlegung der Eins und lokaler TP-Methode.

Schliellich betrachten wir ein Blind Deconvolution Problem, bei dem lediglich ei-
nige a-priori-Informationen vorausgesetzt werden. Wie bisher gehen wir von der
Radialitdt des Faltungskerns aus und nehmen weiter an, dass zumindest ein einzi-
ges verwischtes Bild vorliegt, zu dem die exakte Losung bekannt ist. Dabei geniigt
es, diese Information fiir die Grofle der lokalen Probleme zu besitzen. Auch die Be-
schrankung auf inexakte a-priori-Informationen ist moglich, wie wir im Folgenden
zeigen.

Beispiel 7.5 Den als unbekannt vorausgesetzten Faltungskern wdhlen wir nur zur
Datenerzeugung wie in Beispiel 7.3, wobei der Skalierungsparameter s = ﬁ ver-
wendet wird. Auch den Hilbertraumkern ¢31(r/s) behalten wir bei. Zur Approzima-
tion des lokalen Faltungskerns machen wir den Ansatz

N
k(r) = Bipi(r), (7.10)
1=1
wobei die Funktionen 1; gemdf
Yi(r) = %81_2%,2(7“/51) (7.11)

mittels des Wendlandkerns ¢32(r) = (1 —r)%.(35r% + 18r + 3) und den Skalierungs-
faktoren s; =237 1 =1,...,N mit N = 5 erzeugt werden. Als bekannte Lisungs-
funktion f wihlen wir das in Matlab integrierte Shepp-Logan-Phantom der Grifie
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(32 x 32). Die Anzahl m = 32 der Datenpunkte pro Raumdimension entspricht so-
mit den vormals lokalen Problemen. Da wir den lokalen Faltungskern zur Schdrfung
eines Bildes der Grof$e (256 x 256) durch Identifikation der Daten mit einer Funk-
tion auf (55, [555+ )% Die
Funktionswerte gx des Shepp-Logan-Phantoms stéren wir mit einer gleichverteilten

1)? berechnen wollen, wihlen wir nun Datenpunkte aus

Zufallsvariable der Grifie § = 0.01. Zur Schdtzung des Faltungskerns setzen wir

zundchst die Operatordiskretisierung aus (7.7) ein und erhalten

2
1 _ B
Gz 2 ol = all) fla) = g(a), v e X

Mit der Approximation (7.10) ergibt sich daraus fir gestirte Daten das LGS

N m?
S8 il — well2) Flaw) = 64m?gl, i=1,...,m?,
=1 k=1

das sich mit der Definition

m2

(M7 =Y (i — anll2) i), i=1,....m° I=1,...,N
k=1

in die Form
MY B = 64m>g%
bringen lisst. Durch Ubergang zum Gram-System
(MTNTMTY 8 = 64m? (M7 ) g% (7.12)

erhdlt man somit den gesuchten Koeffizientenvektor. Das hergeleitete (5x 5)-System

ist so gut konditioniert, dass es ohne Reqularisierung geldost werden kann.

Die Ergebnisse sind in Abb. 7.5,a - 7.5,h dargestellt. In Abb. 7.5,e - 7.5,f ist deut-
lich erkennbar, dass selbst fiir die fehlerbehaftete a-priori-Information eine gute Ap-
proximation des Faltungskerns erzielt wurde. Abb. 7.5,h zeigt einen Ausschnitt der
Rekonstruktionen des Cameraman-Testbildes mit dem geschditzten Faltungskern im
Vergleich mit den in Abb. 7.5,9 zu sehenden Daten. Diese wurden genau wie die Da-
ten des Shepp-Logan-Phantoms mit einer gleichverteilten Zufallsvariable zu § = 0.01
gestort.
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1

0.9
0.8
0.7
0.6
05
0.4
03
0.2
0.1
0

7.5,a: (32 x 32)-Shepp-Logan-Phantom. 7.5,b: Verwischte, gestorte Daten des als be-

kannt vorausgesetzten Bildes.

0.25
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x 10"
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7.5,c: Matrix Mf’w, die zur Approximation 7.5,d: Uber (7.12) ermittelte Koeffizien-

des lokalen Faltungskerns verwendet wird. ten in der Darstellung (7.11) zu den Ska-

1000

1 2 3 4 5

lierungen s; =2737! 1 =1,... 5.

@

)
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7.5,e: Approximation des lokalen Faltungs- 7.5,f: Betragsméfiige Abweichung des be-

kerns. rechneten vom exakten Faltungskern.

7.5,g: Detail der gestorten Daten zu § = 7.5h: Detail der Rekonstruktion mit dem
0.01. zuvor approximierten Faltungskern.

Abbildung 7.5. Faltungskernschitzung und Rekonstruktion des Cameraman-Testbildes
mit Zerlegung der Eins und lokaler TP-Methode in Beispiel 7.5.



Semi-diskrete Approximative Inverse

Nachdem wir im vorherigen Kapitel ein Verfahren zur Zerlegung von Inversions-
problemen diskutiert haben, wenden wir uns nun wieder den Approximationsver-
fahren selbst zu. Wir zeigen, wie das u.a. in der Computer-Tomographie duflerst
erfolgreich eingesetzte Verfahren der Approximativen Inversen auf die durch einen
reproduzierenden Kern gegebene Struktur des Ansatzraums adaptiert werden kann.
Der Einfachheit halber betrachten wir zunéchst den Spezialfall der Regression, an-
schlieflend iibertragen wir die Vorgehensweise auf den allgemeinen Fall der Ope-
ratorinversion. Die im Folgenden vorgestellte Methode erméglicht nach Abschluss
zweier Vorberechnungsschritte die Berechnung eines kontinuierlichen Approximan-
ten durch Matrix-Vektor-Multiplikation mit den Daten.

8.1 Approximative Inverse zur Regression

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Spezialfall eines Regressionsproblems, d.h.
A sei nun die Identitdt auf H. Folglich untersuchen wir den Sampling-Operator

Sx :H—R", Sxf=(f(z;)"

=17

fiir den sich die Operatoren aus Lemma 3.1 deutlich vereinfachen:
j=1

SkSx H — H, SySxf=_ f(z;)0(,x;),
j=1

SxS% :R" 5 R",  SxS% =dx.

Wir wenden nun das Verfahren der Approximativen Inversen auf diese spezielle
Situation an. Dazu rekapitulieren wir kurz die in [53, 54] eingefiihrte und bereits
in Kapitel 2.4 vorgestellte Methode zur Losung der Gleichung Af = g fiir einen
beliebigen Operator A : X — ) zwischen Hilbertraumen X und ), und spezifizieren
anschliefend A = Sx : H — R™.
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Nach Wahl eines Mollifiers e” muss zunéchst ein Rekonstruktionskern 7Y durch
Losen der Gleichungen

A7 (x) =€"(,x), TE (8.1)
ermittelt werden. Eine Approximation der gesuchten Loésung f* ist dann durch
(@) =@ (2),9)y

gegeben. Speziell fiir den Sampling-Operator Sx schreiben sich die Bestimmungs-

gleichungen des Rekonstruktionskerns als
S;ﬂ/’;/ = e’y('vx)a T e ‘Qa (82)

wobei e7(-,x) € H und ¢ € R" sind. Wir verwenden ab sofort die Bezeichnung

P (2) = (w;’(x)):zl =7, (8.3)
mit der sich die Approximation der gesuchten Funktion f* € H zu
F(@) = W7, 9x) gy = D, 9] (@) (8.4)
j=1

ergibt. Bevor wir das Rekonstruktionsverfahren ndher erldutern, betrachten wir
nochmals die durch den Kern @ gegebene spezielle Struktur. In einem RKHS H mit
Kern @ gilt bekanntermaflen fiir alle x € 2 und f € H die Reproduktionsgleichung

f(.]?) = <f’¢(’x)>H

Anders als beispielsweise in Lo(f2) bendtigen wir also keinen Mollifier als Ersatz
fiir eine multiplikative Einheit, sofern wir keine zusitzliche Glittung der Rekon-
struktion in das Verfahren integrieren wollen. Wir zeigen im Folgenden, dass der
Kern selbst nicht glattend auf eine Funktion wirkt und die exakte Reproduktion
gegebener Daten erméglicht. Einerseits gilt ndmlich fiir ¥ = @ gemif (8.2)

SxWz, =P(,2;), 1=1,...,n,

andererseits folgt durch Einsetzen von S%

n

S;(wﬂﬂl :Z(wwz)Jé(ax])a 1= 175”

j=1

Damit gilt (¢5,); = dij, und man erhélt

f’y(xl) = <’l/}zing>[2(Rn) = g(xl)v 1= ]-7 cee, N

Demzufolge ist die diskrete Rekonstruktion fy gerade der Datenvektor gx. Fiir
gestorte Daten g% werden entsprechend statt einer geglitteten Version die ver-
rauschten Daten rekonstruiert, das Verfahren ist in dieser Form also ungeeignet.
Wir werden jedoch sehen, dass sich eine Regularisierung der Rekonstruktionskern-
gleichung (8.2) als hilfreich erweist. Gemé$ (8.3) gilt aulerdem
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’ij(l‘l)z(’(/)zb)J :(Sij, i,j=1...,n. (85)

Folglich kann das Verfahren der Approximativen Inversen, angewendet auf den
Sampling-Operator mit Urbildkern e” = @, schlicht als Basiswechsel in die kardinale
Basis bzw. Lagrange-Basis {1, ...,%,} des Raumes Hx interpretiert werden [65].

Bemerkung 8.1 Da die Funktion €Y im betrachteten semi-diskreten Modell kein
Mollifier im Sinne einer Approzimation der 0-Distribution ist, bezeichnen wir sie
von nun an als Urbildkern und verzichten auf den Parameter . Die Namensge-
bung ist insofern naheliegend, als fiir e die Kernfunktion im Urbild des Operators
Sx gewdhlt werden kann, um dann den Rekonstruktionskern v, der auf die Daten

angewendet werden soll, ermitteln zu konnen.

Da &(-,xz;) fiir ¢ = 1,...,n im Bild von S% liegt, ist (8.2) fiir die Wahl e = ¢ und
x = x; losbar und dquivalent zur Normalgleichung

Eine Stabilisierung kann nun beispielsweise durch Ubergang zum LGS

(SxSx +7In)v7, = SxP(-, x:i) = (P(xj, i)

j=1

(8.7)

erreicht werden, wobei v nun wieder wie in Kapitel 3 den TP-Regularisierungs-
parameter bezeichnet. Es ist zu beachten, dass v nach wie vor an die zu rekon-
struierende Funktion f* und nicht an die Daten (@(xﬁxi))?:l von (8.7) angepasst
werden muss. Beim Ubergang vom TP-Verfahren zur Approximativen Inversen wird
némlich der Inversionsprozess von der eigentlichen Funktion auf den Urbildkern aus-
gelagert, und somit muss die regularisierende Wirkung auch bei dessen Berechnung
eingehen. Auf diese weiterhin bestehende Abhéingigkeit vom vorliegenden Fehler-

niveau in den Daten gehen wir im Laufe des Kapitels noch néher ein.

8.1.1 Vorberechnung diskreter Rekonstruktionskerne

Wir wenden uns nun den Details der herzuleitenden Rekonstruktionsmethode zu
und betrachten wieder allgemeine symmetrische Urbildkerne e, die als Approxima-
tion an ¢ gewihlt werden koénnen. Die regularisierten Normalgleichungen von (8.2)

schreiben sich bei Beschrinkung auf eine Menge Y C (2 als

(st}k( +’y[n> ?’,ka :SXe(-,yk), k=1,...,m.

Zusammengefasst ergibt sich das Gleichungssystem
(@x +vIn)V%y = exy, (8.8)
wobel ¥x v, ex,y € R"™*™ durch

(wX,Y)jk :w](yk)) j:17"'7n7 kzla"'7m7

(eX,Y)jk; ::e(xj?yk)7 jzl,...7’l’L, k:17"'7m
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definiert sind und als Rekonstruktions- bzw. Urbildkernmatrix bezeichnet werden.
Die durch Losen von (8.8) resultierende Rekonstruktionsmatrix kann nun zur Her-
leitung einer Approximation an f* auf der Auswertmenge Y verwendet werden. Die

Approximation im Punkt y; ergibt sich mit (8.4) zu

(k) = <¢yka9X>12(Rn) = W’}(,y)gng

was sich durch Betrachtung der gesamten Menge Y zu

v = Wky) ox (8.9)

vereinfacht. Die Vorberechnung der Rekonstruktionskernmatrix v x,y ermoglicht
also die Berechnung diskreter Approximationen durch eine einfache Matrix-Vektor-
Multiplikation an die diskreten Daten.

Das entwickelte Verfahren ist insofern noch nicht zufriedenstellend, als eine Nahe-
rung an f* im Raum H gesucht ist, und nicht nur eine diskrete Approximation
aus den verrauschten Daten rekonstruiert werden soll. Wir leiten in den né#chsten
Abschnitten her, wie sich dies durch die Einfithrung eines weiteren Prikalkulations-
schritts beheben ldsst. Insbesondere ist dies unter numerischen Gesichtspunkten von
Bedeutung, da auf kontinuierliche Approximanten wieder eine direkte Anwendung
von Operatoren moglich ist. Wir zeigen in Kapitel 9, dass iterative Losungsverfah-
ren dadurch besonders effektiv gestaltet werden konnen. In Kapitel 10 benotigen
wir aulerdem kontinuierliche Approximationen zur Bestimmung linearer Transfor-

mationen Lf* der Losung f* von Af = g.

8.1.2 Vorberechnung kontinuierlicher Rekonstruktionskerne

Eine kontinuierliche Approximation von f* kann formal mittels Gleichung (8.4) be-
rechnet werden, allerdings kennen wir statt der Rekonstruktionskerne z/); nur die
Rekonstruktionskernmatrix 1 y. Daher liegt es nahe, die Rekonstruktionskern-
matrix nun zeilenweise zu betrachten und fiir j = 1,...,n eine Approximation an
¢ mittels der diskreten Werte ] (y1),...,¢](ym) zu ermitteln. Es sind also im
Unterschied zur Bestimmung der Rekonstruktionskernmatrix nicht m, sondern n
Regressionsprobleme zu 16sen. Fiir jedes dieser Probleme ist der optimale Ansatz-
raum durch Hy gegeben, da die unbekannten Funktionen z/;} auf der Menge Y

bekannt sind. Somit sind die optimalen Approximanten von der Form
U] = ald(y), j=1,...,n. (8.10)
k=1

Eine stabile Approximation des Koeffizientenvektors oz;-y € R™ der Losung des j-
ten Regressionsproblems wird nun bei erneuter Anwendung des TP-Verfahrens zur

Regression iiber das Gleichungssystem
(@y + MIm)Oé;-/)M = (w;y)y (811)

bestimmt. Fasst man diese Gleichungssysteme zusammen und definiert man die
Koeffizientenmatrix Mz”)‘( y € R™*™ durch
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(MJZ‘)?,Y)M = a},;“, k=1,....m, j=1,...,n,
so ist insgesamt die Matrixgleichung
, T
(@y + plm) MY = (W y) (8.12)

zu lésen. Damit haben wir nun sowohl eine Approximation der kontinuierlichen
Rekonstruktionskerne als auch eine approximative Darstellung des Approximanten
mittels der Rekonstruktionskerne hergeleitet. Wir kénnen also eine Approximation
f7* des nach dem ersten Prikalkulationsschritts auf der Menge Y berechneten
Approximanten f7 auch direkt durch die Koeffizientenmatrix M. ;- ausdriicken.
Mit (8.4), (8.10) und der Definition der Koeffizientenmatrix erhalten wir

n n m m n
Fr=>"007=> 0> ol @) =Y | Y ol | 2C,u)
j=1 j=1 k=1 k=1 \j=1
m n m
~ 30| Yol | oCu) = Y (MK 9x) 2 ue). (8.13)
k=1 \j=1 k=1

Daher definieren wir eine kontinuierliche Approximation an f* durch

=30 (M3% vax) 20w, (3.14)
k=1

Da nach Konstruktion aus (8.10) und (8.11)

alt = (Py + uly) ' ®y aj, j=1,...,n
folgt, ist f7V* i f7 sichergestellt, allerdings ist die Giite der Approximation in
(8.13) offenbar abhingig von einer stabilen Néherung des Koeffizientenvektors. Fiir

den durch die Loésung von (8.11) bestimmten Approximanten
It =Y el o), J=1,...m (8.15)
k=1

des j-ten Rekonstruktionskerns 1/)] wird jedoch durch den Parameter y nur die Norm
[} — 4] ||z kontrolliert, und nicht wie zusitzlich gewiinscht [Ja"* — af|g,@m)-

Auf diesen Sachverhalt gehen wir im néchsten Abschnitt néher ein.

8.1.3 Stabilitidt durch Beschrinkung des Koeffizientenvektors

In Gleichung (8.13) wird deutlich, dass bei der Berechnung der Rekonstruktionskern-
koeffizienten Stabilitit von grofler Wichtigkeit ist. Allerdings garantieren die bisher
verwendeten TP-Verfahren zwar bei richtiger Parameterwahl Stabilitéit im Funk-
tionenraum, nicht jedoch hinsichtlich der Basisdarstellung. Ein Approximant kann
némlich in der Hilbertraumnorm beschréankt bleiben, ohne dass dies fiir die Eintrége

des Koeffizientenvektors gilt.
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Dieses Problem ist eng verbunden mit der Suche nach einer stabileren Basis,
die das Alternieren der Koeffizienten unterbindet. Die tiefere Ursache hierfiir ist,
dass verschiedene translatierte Kerne sich bei dichter Datenpunktwahl nur we-
nig unterscheiden, weshalb Approximanten als Linearkombination der Funktionen
b(-,y1), ..., P(-,ym) hiufig stark oszillierende und betragsmiBig grofie Koeffizien-
ten haben. Auf die Basiswahl gehen wir im Folgenden nicht néher ein. Stattdessen
zeigen wir, wie eine Beschrankung des Koeffzientenvektors in der gewéhlten Dar-

stellung durch Anpassung des Approximationsprozesses erreicht werden kann.

Dazu betrachten wir wieder das allgemeine semi-diskrete Problem Ax f = gx. Wie
in (8.10) beschrinken wir uns hier auf den Ansatzraum Hy. Um die Komplexitét
des Koeffzientenvektors bei der Minimierung mit zu beriicksichtigen, fithren wir das

Minimierungsproblem

m

min {IIAXf — 9x @y + 1l F 7 +0llallZ, @y | f= Zak@’(nyk)} (8.16)
k=1

mit einem zusétzlichen Regularisierungsparameter > 0 ein. Wir definieren nun

analog zum Beweis von Lemma 4.1 die Zielfunktion

2
n m

J(a) = Z ( ap N D(yr,y) — gi> + pal Py o+ nala.
k=1

=1 =

Firl=1,...,m ergibt sich die Optimalitéitsbedingung
m

8J n m \ |
o =2 > ( A B (yr, y) — 9i> ND(yr,y) +2Y o (1D (i, y1) + 10k1) = 0.
=1 k=1 k=1

Durch Vertauschen der Summationsreihenfolge und Zusammenfassen der Terme des
Koeffizientenvektors schreiben sich die Gleichungen in der Form

(GNnaexy + 1Py +nlp) o= Nag xy 9x, (8.17)

wobei Gy 4,6 x,y die Gram-Matrix zur asymmetrischen Kollokationsmatrix aus
(4.2) ist.

Kommen wir nun wieder auf den in (8.10) untersuchten Regressionsfall A = id
zuriick, so ist zur Erzeugung von Stabilitét hinsichtlich des Koeffzientenvektors das

Gleichungssystem
(Gox,y + pPy +nlpn)a =Dxy gx (8.18)

zu 10sen mit (¢X,Y)kj = @(yk7$j) und Gé’X’Y = ¢X7y¢§’y.

Damit ist nun eine Anpassung von Gleichung (8.12) zur Einbeziehung der Koef-
fizienten moglich. Da zur Bestimmung der Koeffizientenmatrix M]% ,, € R™*"
die n Gleichungssysteme (8.11) mit den rechten Seiten (¢])y € R™ gelost werden
miissen, kann (8.12) durch das Matrixsystem

(Gay + by + nly) MI" = By (0% )" (8.19)
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ersetzt werden, wobei Ggy = Goy,y = ®3 € R™*™ ist. Ausgeschrieben bedeutet
dies, dass die Gleichungen in (8.11) durch

(Gay + p®y +nlp) o] =y (P])y, j=1,...,n (8.20)
m
ersetzt werden. Der Approximant ¢/ = 37 ai""®(, yx) des j-ten kontinuier-
k=1
lichen Rekonstruktionskerns wird dann als Lésung von

fnin {Ilsyf @)y 7, @y + pllFIE + @y | f = Zak@(~,yk)}

k=1
bestimmt, wobei der Ansatzraum optimal ist. Der im Vergleich zu (8.14) modifizierte

Approximant ist nun durch

FrHN = Z (Mlzl;(@ gX)k B(-, yi) (8.21)
k=1

gegeben. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung sieht man sofort, dass
1/2

n
1M 9x lea@my < | D 10 17, @om) 9 Nl e, (mm) (8.22)
=1

gilt, weshalb sich die Beschriankung der Koeflizientenvektoren der Approximatio-
nen fiir die Rekonstruktionskerne auf den Koeffizientenvektor der Approximation
frmm aus (8.21) iibertriigt. Insgesamt ergibt sich aus (8.8) und (8.19) das folgende
Verfahren zur Losung von Regressionsproblemen.

Algorithmus 8.1 (Semi-diskrete Approzimative Inverse zur Regression)

Gegeben: X = {x1,...,2,} C 02, diskrete Daten g5 .

Gesucht: Lisung f* € H von f = g, wobei H ein RKHS mit Kern @ ist.

1. Wihle Y ={y1,...,ym} C £2, v,u,1n > 0 und eine Funktion e = @ bzw. e = P.
2. Berechne die Kernmatrizen

(dsX)z’j =P(x;,x5), 4,j=1,...,n,
(Dy)p =Pk, ), kl=1,....,m,
Goy = 9%,

(€X7y)jk =e(zj,y%), j=1,...,n, k=1...,m.
3. Bestimme den diskreten Rekonstruktionskern durch Lésung des LGS

(Ox +vL)Yxy = exy.

4. Bestimme die Matriz der Koeffizientenvektoren der Rekonstruktionskerne in der
Basis {P(-,yx) | k=1,...,m} durch Losung des LGS
(Gay + 1Py +nly) MK = &y (P )"

m
Ergebnis: [0 = 3 (M;Zgy{, ggf)k &(-,y1,) ist eine Approximation an f*.
k=1
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8.2 Approximative Inverse fiir Integralgleichungen

Fiir Integralgleichungen Af = g verfolgen wir eine zum Regressionsfall analoge Vor-
gehensweise. Im Folgenden fithren wir erneut zwei Prakalkulationsschritte durch, um
zu einem kontinuierlichen Rekonstruktionskern und einem kontinuierlichen Appro-
ximanten zu gelangen. Zuniichst betrachten wir jedoch die Ausgangsgleichung zur
Bestimmung der diskreten Rekonstruktionskerne fiir die Wahl e = @, um die Situa-
tion vom Spezialfall der reinen Regression abzugrenzen. Analog zu (8.2) ist diese in

den Datenpunkten durch
Az, =P( i), i=1,...,n (8.23)

gegeben. Die Darstellung von A% aus Lemma 3.1 liefert

n

j=1
wodurch sich die Bestimmungsgleichungen fiir v, ,...,%,, als
(wxi)j)\]y@(~,y) =d(,z;), t=1,...,n (8.24)

j=1

schreiben. Dieses System ist im Gegensatz zum Regressionsfall im Allgemeinen nicht

l6sbar. Relaxieren wir die Gleichungen jedoch durch Anwendung von Ax zu
AxAxy, = AxP(- z;), i=1,...,n,

so erhalten wir ein stets losbares System, dessen Losung genau dann eindeutig ist,
wenn die Funktionale \; linear unabhingig {iber H sind. Die Notwendigkeit nume-
rischer Stabilitdt bei der Inversion von Ax A% macht erneut eine Regularisierung
notwendig, wodurch Eindeutigkeit auch fiir linear abhéngige Funktionale gew&hr-
leistet wird. Durch Betrachtung von (8.24) sieht man, dass der i-te Losungsvektor
¥z, gerade dem Koeffizientenvektor von &(-, z;) in einer approximativen Basisdar-
stellung mittels der Funktionen {x\?@(-,y) | 5 = 1,...,n} entspricht. Gleichung
(8.24) zeigt weiter, dass anders als im Spezialfall der Regression im Allgemeinen
(¥a,) j # 0;; folgt, insbesondere gilt die Gleichheit auch nicht approximativ. Fiir

Integraloperatoren berechnen wir also nicht mehr die Lagrange-Basis von Hx.

Wir iibertragen nun die Vorgehensweise der vorherigen Abschnitte und beginnen
mit der Adaption der Bestimmungsgleichungen der Rekonstruktionskerne, die fiir

allgemeine Urbildkerne e unter Beschrinkung auf eine Auswertmenge Y die Form

AXYCoyk) = elyn), k=1,...,m (8.25)
annehmen. Die regularisierten Normalgleichungen haben die Form

(AXA} + ’)/In) ) = Ax 6('ayk)7 k= 1,...,m. (826)

Y

Somit entspricht ¢y, fiir £ = 1,...,m dem Koeffizientenvektor einer approximati-

ven Darstellung von e(-,yy) mittels der Funktionen {A\®(-,y) | j = 1,...,n}. Die
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Gleichungen (8.26) lassen sich nun wieder zu einem System zusammenfassen. Die
verallgemeinerte Version von (8.8) hat dann die Gestalt

(Mag x +7I)0%y = Nioxy (8.27)

mit der durch

(Naje,x,v )y = Ne(ry), j=1....,n, k=1,...,m (8.28)

definierten asymmetrischen Kollokationsmatrix N4 . x y € R™*" zu e und der sym-
metrischen Kollokationsmatrix M4 & x. Die positive Definitheit der regularisierten
symmetrischen Kollokationsmatrix stellt die eindeutige Losbarkeit dieses Systems
sicher. Die folgenden Schritte kénnen nun einfach wie im Regressionsfall durch-
gefithrt werden, insbesondere ergibt sich die auf Y diskretisierte Rekonstruktion

erneut als

fy=Wky) g9x- (8.29)

Durch Einsetzen von (8.27) erhélt man die alternative Darstellung
£y = Naexy(Masx +v1) " gx, (8:30)

wobei die Symmetrie der Kollokationsmatrix M4 ¢ x eingeht.

Bemerkung 8.2 Fiir die Wahl e = @ ist die Approximation in (8.29) identisch
mit der auf die Menge Y diskretisierten TP-Losung aus Algorithmus 3.1. Dies lisst
sich einerseits an der Charakterisierung in (8.30) ablesen und kann andererseits
iber die SWZ von Ax gezeigt werden. Die Ldsungen von (8.26) sind ndmlich in
der Notation aus Kapitel 8 durch

n

0
;kzzm<e('ayk)avi>]{uia k:17"'7m

=1 "t

gegeben, was sich durch Einsetzen des speziellen Urbildkerns e = @ in der Form

n

i
o = ; p +7vi(yk)ui, k=1,....m

schreiben ldsst. Somit hat die Rekonstruktion aus (8.29) die Gestalt

n
m

f; = (<¢'Zkng>g2>k71 = Z 0—20'7_:_7 <gX,Ui>52 (Ui)y’
" i=1

stimmt also wie behauptet auf der Menge Y mit der TP-Ldsung tiberein.

Offensichtlich ibertrdagt sich die Vorgehensweise auch bei Verwendung eines beliebi-
gen Filterverfahrens zur Durchfihrung des ersten Prikalkulationsschritts. Wir um-
gehen also im vorgestellten semi-diskreten Verfahren der Approximativen Inversen
zwar die direkte Einbeziehung der Daten durch Vorberechnung einer Rekonstruk-
tionskernmatriz, jedoch wirken sich Datenfehler auf die Rekonstruktion wie bis-
her aus. Daher sollte der Regularisierungsparameter v analog zum TP-Verfahren
abhdngig von der gesuchten Funktion f* angesetzt werden. Das Verfahren der Ap-
prozimativen Inversen ist also zur Anwendung auf unterschiedliche Datensdtze nur

stnnvoll, wenn die zu rekonstruierenden Funktionen strukturell dhnlich sind.
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Zur Bestimmung eines kontinuierlichen Rekonstruktionskerns kénnen wie im Re-
gressionsfall die Abschnitte 8.1.2 und 8.1.3 herangezogen werden, d.h. es ist erneut
(8.12) bzw. (8.19) zu l6sen. Die kontinuierliche Rekonstruktion ermittelt man eben-
falls wie bisher als

m

e =37 (MK ox), 20w,
k=1

Da sich am zweiten Prakalkulationsschritt nichts geéndert hat, bleibt auch die
Abschitzung (8.22) der ¢o-Norm des Koeffizientenvektors erhalten. Wir bemerken
weiter, dass fiir den natiirlichen Urbildkern e = @ keine zusétzlichen Berechnungen
noétig sind, da die Matrix aus (8.28) in diesem Fall gerade die asymmetrische Kol-
lokationsmatrix aus (3.14) ist. Fiir allgemeine Urbildkerne ergibt sich die folgende

Losungsprozedur.

Algorithmus 8.2 (Semi-diskrete Approzimative Inverse fiir Integralgleichungen)
Gegeben: X = {z1,...,2,} C 2, diskrete Daten g%.

Gesucht: Lisung f* € H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern & ist.

1. Wihle Y ={y1,...,Ym} C 2, v,1,m > 0 und eine Funktion e = @ bzw. e = P.

2. Berechne die Kollokationsmatrizen

(Py )i = Pyk, ), k,l=1,....,m,

Goy = D7,
(NA,e,X,Y)kj = / k(wj,t)e(yk,t) dt, j = 17...7’1’L, k = 1,...,m,
2

(MA’é’X)ij :/ / I{/’(Z‘“S) k(:z:j,t) @(S,t) det, i,j = 1, ey n.
02 J02

3. Bestimme den diskreten Rekonstruktionskern durch Lésung des LGS

(Maax +7In)bxy = Ng,e,x,y-

4. Bestimme die Matriz der Koeffizientenvektoren der Rekonstruktionskerne in der
Basis {P(-,yx) | k=1,...,m} durch Losung des LGS
(Gay + pDy +nln) MPRS = Dy (W) )"

3 <xy

m
Ergebnis: 74710 = 3 (MJ;”Y g‘g() &(-,y;) ist eine Approximation an f*.
= X, &

Fiir den Inversionsprozess im ersten Schritt kann gem#fl Satz 3.20 fiir gestorte Da-

2
%) n als Regularisierungsparameter gewé#hlt werden, wobei ¢ in der

ten v = ( 9
N&he von Eins angesetzt werden sollte und p die Norm einer strukturell représen-

tativen Losung bezeichnet. Eine a-priori-Information iiber die zu rekonstruierenden
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Funktionen muss also nach wie vor zur optimalen Parameterwahl verfiigbar sein.
Der im zweiten Schritt vorkommende Parameter i dient lediglich der Sicherstellung
numerischer Stabilitidt, da die Daten (zp;’)y als exakt angesehen werden koénnen.
Durch den ersten Prikalkulationsschritt ist der Einfluss der Datenstérung ¢ bereits
so weit wie notig beseitigt. Natiirlich kann p auch zur Beschrankung der Koeffizien-
tenvektoren der Rekonstruktionskerne verwendet werden, allerdings eignet sich der
zusétzliche Parameter 17 dazu besser. Eine Erhohung von p erzwingt nédmlich stérker
Glattheit als eine entsprechende Erh6hung von 7 und wirkt sich somit in diesem Fall

negativ aus, da die gewiinschte Glattheit bereits im ersten Schritt erzeugt wurde.

8.3 Diskussion der hergeleiteten Methode

Wir vergleichen in diesem Abschnitt das in Algorithmus 8.2 beschriebene Verfahren
der Approximativen Inversen mit der Standardmethode zur Lésung von Gleichungs-
systemen mit mehreren Datensétzen. Der gingige Ansatz zur schnellen Inversion mit
unterschiedlichen rechten Seiten ist die Speicherung der LR-Zerlegung der zu inver-
tierenden Matrix, welche im Fall symmetrischer Kollokation durch M4 ¢, x +~1,, ge-
geben ist. Dies ist naheliegend, weil die Zerlegung bei Inversion fiir eine rechte Seite
ohnehin berechnet werden muss. Da die regularisierte Kollokationsmatrix symme-
trisch und positiv definit ist, kann natiirlich auch die Cholesky-Zerlegung verwendet
werden. Nach deren Vorberechnung ergibt sich der Aufwand zur Inversion fiir eine
rechte Seite zu O(n?), da nur noch zwei Dreieckssysteme gelost werden miissen.
Diese Komplexitét resultiert auch im Verfahren der Approximativen Inversen, bei
dem die Koeffizientenmatrix der Rekonstruktionskerne mit dem Datenvektor zu

multiplizieren ist.

Allerdings kann fiir Integraloperatoren, bei denen die Punktauswertungen Ag@(-, y)
nicht analytisch berechenbar sind, mit symmetrischer Kollokation nur eine diskrete
Version fy. der Losung angegeben werden, wohingegen im Verfahren der Appro-
ximativen Inversen durch den zweiten Prikalkulationsschritt eine kontinuierliche
Rekonstruktion in der Darstellung {&(-,yx) | ¥ = 1,...,m} bestimmt wird. Der
zweite Schritt stellt auBlerdem keinen groflien Zusatzaufwand dar, da lediglich Re-
gressionsprobleme fiir die Rekonstruktionskerne gelést werden miissen und dies ope-
ratorunabhéingig durchgefithrt werden kann. Einen Vorteil der schnellen Berechnung
kontinuierlicher Rekonstruktionen werden wir im néchsten Kapitel ausnutzen. Bei
der Ubertragung iterativer Methoden zur Losung des semi-diskreten Ausgangspro-
blems zeigt sich nédmlich, dass die Approximative Inverse fiir Regressionsprobleme

zur Beschleunigung der einzelnen Iterationsschritte verwendet werden kann.

In Kapitel 10 werden wir uns eingehend mit der Situation befassen, dass neben der
Losung f* der Gleichung Af = g auch lineare Transformationen L f* von Interesse
sind. Diese kénnen durch Transformation des Koeffizientenvektors ndherungsweise
berechnet werden. In einer Darstellung mittels translatierter Kerne ist dies natiirlich
einfacher als iiber eine Entwicklung der Form Z;—;l a]-/\?sl')(-, y). Die von Algorith-
mus 8.2 gelieferte kontinuierliche Approximation gestattet ndmlich trotz Verwen-
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dung des symmetrischen Kollokationsansatzes eine vom Operator A unabhingige
Berechnung von Transformationen der Losung. Zudem wird im vorgestellten Verfah-
ren der Approximativen Inversen der Koeffizientenvektor der Rekonstruktion mit-
beschrankt, was sich bei einer Berechnung von linearen Transformationen mittels

dieses Koeffizientenvektors als stabilisierend erweist.

Eine Beschrinkung des Koeffizientenvektors kann man allerdings auch direkt in das
symmetrische TP-Verfahren integrieren. Dies wirkt sich jedoch nachteilig auf die

numerische Stabilitdt aus, wie eine Betrachtung des Problems

n
min § [ Axf - 9x |17,y + 1+ nllallf, ey | £=D aiA@(y) p (8:31)
j=1
zeigt. Gehen wir analog zu (8.16) vor, so benstigen wir diesmal die Gram-Matrix
G, a,0,x zur symmetrischen Kollokationsmatrix, um den Losungsvektor iiber das
Gleichungssystem

(Gmaox +puMag x +nly)a=Mse x gx (8.32)

charakterisieren zu koénnen. Im Spezialfall = 0 kann man dies fiir invertierbare
Matrizen M4 ¢ x zum bekannten System (3.7) vereinfachen. Jedoch tritt fiir > 0
die extrem schlecht konditionierte Gram-Matrix zur symmetrischen Kollokations-
matrix auf, so dass dieses System grofie numerische Schwierigkeiten in sich birgt.
Auch eine Beschrinkung auf den asymmetrischen Kollokationsansatz aus (8.16), der
auf das Gleichungssystem (8.17) fiihrt, bereitet numerisch gréfiere Probleme als das
Verfahren der Approximativen Inversen. Denn die in diesem Fall bendtigte Gram-
Matrix zur asymmetrischen Kollokationsmatrix ist gewohnlich ebenfalls schlechter
konditioniert als die in Algorithmus 8.2 verwendete symmetrische Kollokationsma-
trix und die auf Y diskretisierte Kernmatrix.

Schliellich kann man méoglicherweise zur Berechnung der Rekonstruktionskerne In-
varianzen des betrachteten Operators ausnutzen, um den Vorberechnungsaufwand
und den Speicherbedarf fiir die Auswertung des Rekonstruktionskerns zu reduzieren.
Allerdings iibertragen sich Invarianzen im Allgemeinen nicht vom kontinuierlichen
Operator A auf den semi-diskreten Operator Ax. Bei Kenntnis des Adjungierten
A* : Ly(£2) — L2(82) wird dieses Problem in [76, 82] durch die direkte Losung der
Mollifiergleichung A*1) = e aus (8.1) bzw. durch die approximative Losung dieser
Gleichung umgangen, allerdings ist dann e als Approximation der J-Distribution
zu wahlen, und das hier vorgestellte Verfahren ist nicht anwendbar. Stattdessen ist
eine Beschleunigung mit einhergehender Speicherreduktion durch Verwendung der
in Kapitel 7 vorgestellten Methode der Zerlegung der Eins im betrachteten Modell
moglich.

8.4 Numerische Beispiele

Um das vorgestellte Verfahren der Approximativen Inversen zu veranschaulichen,
greifen wir erneut Beispiel 3.22 auf.
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Beispiel 8.3 Wir betrachten wieder 2 = [0,2], den Stammfunktions-Operator aus
(8.25) sowie die Lisungsfunktion f*(x) = ®10(x,0) = (1 — x)+. Weiter gehen wir
von n = 100 dquidistanten Datenpunkten und einer punktweisen Datenstérung von
0 = 0.03 aus, setzen X =Y und verwenden den natiirlichen Urbildkern e = ®. Als

Parameter wihlen wir

0.8

0.6

0.41

021

N AN

-0.2 -0.02
0 05 1 15 2 0 20 40 60 80 100

8.1,a: Diskrete (rot) und kontinuierliche Re- 8.1,b: Koeflizientenvektor =~ der  konti-
konstruktion (griin). nuierlichen = Rekonstruktion  beziiglich
{2(,2z;) | j=1,...,100}.

0 o

8.1,d: Rekonstruktionskernmatrix ¢3.

0 o

8.1,e: Koeffizientenmatrix M,)"%". 8.1,f: Koeffizientenmatrix M) y ohne Regu-

larisierung im zweiten Schritt.

Abbildung 8.1. Approximative Inverse zur Operatorinversion in Beispiel 8.3.
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In Abb. 8.1,a erkennt man, dass die Rekonstruktion ganz dhnlich wie in Beispiel 3.22
ausfillt. Dies ist natiirlich wiinschenswert, da somit die Qualitédt des TP-Verfahrens
auch im Verfahren der Approximativen Inversen mit zwei Prikalkulationsschritten
erhalten bleibt. In Abb. 8.1,b ldsst sich weiterhin ablesen, dass trotz gestorter Daten
die Koeffizienten der translatierten Kerne @(-, z) in der Nihe von x = 0 dominieren.
Es liegt also in der Tat eine gewisse Stabilitdt beziiglich des Koeffizientenvektors
vor. Numerische Tests zeigen, dass diese wie vermutet durch den Parameter n am

effektivsten erzeugt wird.

Die Abbildungen 8.1,c - 8.1,e illustrieren den natiirlichen Urbildkern @4 ¢, den zu-
gehorigen diskreten Rekonstruktionskern sowie die Koeffizientenmatrix des Rekon-
struktionskerns. Fiithrt man den zweiten Prakalkulationsschritt ohne Regularisie-
rung durch, so ergibt sich die in Abb. 8.1,f dargestellte Koeffizientenmatrix. Diese
ist natiirlich nur in diesem einfachen Beispiel einigermaflen stabil ohne Regularisie-
rung bestimmbar, da die Kondition der diskreten Kernmatrix auf Grund des relativ
unglatten Kerns und der Verwendung von lediglich 100 Datenpunkten noch recht
klein ist.

Zum Vergleich betrachten wir den Spezialfall der reinen Regression. Die Abbil-
dungen 8.2,a - 8.2,b zeigen die diskrete Rekonstruktionskernmatrix sowie die Koeffi-
zientenmatrix zur Regression gestorter Daten mit dem Kern &, . Dabei wurden die

Parameter wie in Beispiel 8.3 gewihlt.

8.2,a: Rekonstruktionskernmatrix 3 zur 8.2,b: Koeffizientenmatrix M %" zur Re-

Regression mit &1 . gression mit P o.

Abbildung 8.2. Approximative Inverse zur Regression mit Parametern aus Beispiel 8.3.

Um den Einfluss des zusétzlichen Parameters n zu untersuchen, kommen wir auf
Beispiel 4.24 zuriick.

Beispiel 8.4 Wir betrachten den Operator aus Beispiel 4.24 und wdihlen Daten,
Losungsfunktion und Hilbertraumkern entsprechend. Als Parameter fiir den ersten
Schritt verwenden wir v = 1073, zur Bestimmung der Koeffizientenmatriz setzen
wir p = 1073 und n = 1. Alternativ filhren wir den zweiten Prikalkulationsschritt
ohne Mitbeschrinkung der Koeffizienten durch direkte Lésung von (8.12) mit dem
Parameter u =1 aus.
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0.1 1

081

0.6F

041

0.21

0

0 oz 05 ors 1 0 oz o5 ors 1
8.3,a: Exakte und gestorte Daten (rot). 8.3,b: Diskrete Rekonstruktion (rot), konti-
nuierliche Rekonstruktion mit g = 1073 und
n =1 (griin) bzw. p =1 (schwarz).

0 2‘0 4‘0 6‘0 8‘0 100
8.3,c: Koeffizienten der kontinuierlichen Re- 8.3,d: Rekonstruktionskern 7.
konstruktionen fir g = 107> und n = 1

(griin) bzw. pu =1 (schwarz).

8.3,e: Koeffizientenmatrix M %" fiir p = 8.3,f: Koeffizientenmatrix M fiir p = 1.
1073 und = 1.

Abbildung 8.3. Koeffizientenbeschrankung in Beispiel 8.4.

Der Datenvektor, die Rekonstruktionen sowie die entsprechenden Koeffizientenvek-
toren sind in Abb. 8.3.a - 8.3,c veranschaulicht. Man erkennt, dass die ohne den
Parameter n berechnete Approximation leicht tibergléttet, gleichzeitig jedoch der
Koeffizientenvektor eine instabilere Gestalt als beim Approximant mit zusétzlicher

Koeffizientenbeschrankung hat.

Die diskrete Rekonstruktionskernmatrix ist in Abb. 8.3,d dargestellt. Durch Ver-
gleich der Abbildungen 8.3,e und 8.3,f sicht man deutlich, dass durch die Einbe-

ziehung des Koeffizientenvektors mittels 7 eine stabilere Koeffizientenmatrix er-
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mittelt wird. Wie bereits erwihnt, kénnte die in Abb. 8.3,f ablesbare leichte In-
stabilitdt auch durch Erhohung des Parameters p vermieden werden, allerdings
wiirde dann die in Abb. 8.3,b schwarz dargestellte Rekonstruktion schnell gegen
Null gedriickt, was nicht erwiinscht ist. Somit ist die Verwendung des zusétzlichen
Regularisierungsparameters in der Tat sinnvoll.

Zum Abschluss des Kapitels gehen wir nochmals auf Beispiel 7.3 ein.

Beispiel 8.5 Zundchst verwischen wir das Testbild mit einem Faltungsoperator mit
Kern e="/* und Skalierungsfaktor s = %. Zur Rekonstruktion verwenden wir den
gleichen Kern mit den Skalierungen s = ﬁ, ﬁ, %. Den Hilbertraumkern ¢33
skalieren wir jeweils mit dem gleichen Faktor wie den Rekonstruktionsoperator, und
als Regularisierungsparameter wihlen wir v = 107%, p = 107%, n = 107°. Das
Ergebnis ist in Abb. 8.4 zu sehen und zeigt, dass die richtige Skalierung, welche
dem Verwischen des Ausgangsbildes entspricht, die besten Ergebnisse liefert. Fir
die alternativen Skalierungen ist erwartungsgemdaf eine Unter- bzw. Uberschirfung

zu erkennen.

8.4,b: Rekonstruktion mit s = 5=

8.4,a: Verwischte Daten mit s = 356

1
128°

8.4,c: Rekonstruktion mit s = ﬁ. 8.4,d: Rekonstruktion mit s = %.

Abbildung 8.4. Inversion des Faltungsoperators mit Kern e™™/* und s = mit dem

1
128
strukturell richtigen Kern zu unterschiedlichen Skalierungen in Beispiel 8.5. Dabei Ver-
wendung einer Zerlegung der Eins mit lokaler Approximativer Inverser.

Zum Vergleich verwischen wir nun das Ausgangsbild mit dem Gaufkern e=3(r/s)’

zur Skalierung s = ﬁ, behalten jedoch die Rekonstruktionsoperatoren mit Kern
e~ "/ zu den Skalierungen s = ﬁ, T%s’ % bei. Auch den Hilbertraumkern und die
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Regularisierungsparameter belassen wir wie bisher. Die Ergebnisse sind in Abb. 8.5
zu sehen. Natiirlich ist die Qualitdt schlechter als im ersten Fall, da die Gestalt des
Rekonstruktionsoperators nicht derjenigen des Vorwdrtsoperators entspricht, aller-
dings ist die Form der Ergebnisse in Abhingigkeit der Skalierung des Rekonstruk-
tionsoperators dhnlich.

8.5,a: Verwischte Daten mit dem Gauflkern  8.5,b: Rekonstruktion mit e™"/%, s = -1
e~ B/ g L

8.5,c: Rekonstruktion mit e™"/%, s = ﬁ. 8.5,d: Rekonstruktion mit e~ /%, s = 2—;’6.
Abbildung 8.5. Inversion des Faltungsoperators mit Kern e 20/9% und s = ﬁ mit

Operatoren zum Kern e~"/® und unterschiedlichen Skalierungen in Beispiel 8.5.






Semi-diskrete iterative Verfahren

In diesem Kapitel skizzieren wir, wie iterative Verfahren zur Loésung der semi-
diskreten Gleichung Ax f = gx verwendet werden kénnen. Diese Methoden haben
den Vorteil, dass ein Iterationsschritt im Wesentlichen nur die Vorwértsanwendung
des betrachteten Operators erfordert. Wir adaptieren zunéchst das wohlbekann-
te Landweber-Verfahren, das sich direkt durch Uberfithrung der Normalgleichung
in eine Fixpunktgleichung ergibt. Wir zeigen insbesondere, wie die Approximative
Inverse zur reinen Regression integriert werden kann, um die Iteration zu beschleu-
nigen. Danach leiten wir her, wie auch das sehr viel schnellere CG-Verfahren unter
Einbeziehung der Approximativen Inversen auf die semi-diskrete Ausgangsgleichung

angepasst werden kann.

9.1 Landweber-Verfahren

Wir wenden in diesem Abschnitt das Landweber-Verfahren auf den Operator
Ax : H R, Axf = (Af(m)y = (),

aus (3.6) an. Zunichst bemerken wir, dass jede Losung der Normalgleichung
AN Ax f = A% gx offensichtlich auch die Fixpunktgleichung

f=f+rA%(gx — Axf)

16st, wobei r > 0 einen Ddmpfungsparameter bezeichnet. Daraus kann man sofort

die Iterationsvorschrift
fH = r(Avgx — A Ax [h) (9.1)

ableiten, wodurch bereits die grundlegende Gestalt des semi-diskreten Landweber-
Verfahrens gegeben ist (siehe z.B. [52] fiir eine allgemeine Einfithrung). Durch Ein-

setzen der in Lemma 3.1 berechneten Operatoren A% und A% Ax ergibt sich

FH = | DD g y) = D A (N y)
j=1 J=1
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Betrachten wir die Iterierten auf einer Auswertmenge Y = {y1,...,ym}, so ergibt
sich durch Einsetzen eines Punktes

n

F ) = Zgj)\ Dlye,y) — Y Af ()N D(ye,y) | (92)

j=1

Somit ist ft+1 bestimmbar, falls die Funktion f! € H bekannt ist. Allerdings muss
davon ausgegangen werden, dass im vorherigen Schritt lediglich f}- berechnet wurde,
so dass zunichst eine Approximation an f' durch Regression mit den Daten fi
ermittelt werden muss, bevor die diskrete Iterierte ft+1 mittels (9.2) bestimmt
werden kann. Die Kenntnis eines kontinuierlichen Approximanten von f! ist notig,

da zur Verwendung von (9.2) die Vorwiirtsanwendung von A erforderlich ist.

Der Regressionsschritt kann prinzipiell mit einer beliebigen Methode durchgefiihrt
werden. Wir formulieren das resultierende Verfahren zum einen unter Verwendung
des TP-Ansatzes und zum anderen mit Hilfe der im vorherigen Kapitel vorgestellten
Approximativen Inversen zur Regression. In jedem Fall ist klar, dass der optimale
Unterraum von H zur Konstruktion eines Approximanten Hy ist, da die Daten fi

des Regressionsproblems auf Y vorliegen.

Die Anwendung des Operators ldsst sich durch Heranziehen der asymmetrischen
Kollokationsmatrix N4 ¢ aus (3.14) und der zugehorigen Gram-Matrix Gy 4.6 =
N A7¢N£7¢ aus (4.2) formalisieren. Zur besseren Ubersicht verzichten wir hier auf
die Kennzeichnung der Abhéngigkeit von den Mengen X und Y. Die in der Itera-
tionsvorschrift (9.1) auftretenden Terme kénnen wie folgt geschrieben werden.

Lemma 9.1 FEs gilt:

1. (A%g9x)y = Nasgx.

2. Fiir f = Z al@(yl, ) gilt,’ (A}Axf)y = GN,A,(P .
=1

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort durch Einsetzen:
n
(Axgx)(yr) Z%Ay‘f’ Wi t) = Y _(Naa)rjgj = (Naw gx)k-
j=1

Die zweite Gleichung rechnet man ebenfalls direkt nach:

(AxAx) (Z i ®(yr, ))) (Yk)
Aj (Z aud(y, - ) XD (yk, y)
1

o Z (Y, YN P(yr, y)

(AXAXf yk

/_\

Il
3

J

I
Ms

N
Il
=

I
NE

(Gnas)kiar = (GNAe )k

N
Il
=
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Durch Einsetzen in die Iterationsgleichung (9.1) erhdlt man damit folgende Dar-
stellung fiir eine Landweber-Iteration.

Algorithmus 9.1 (Illustration einer Iteration des Landweber-Verfahrens)

m
1. Bestimme f'= " ai®(yi,-) durch Regression mit den Daten fi .
=1

2. Berechne ff,“ =fl+r(Nagsgx —Gnagsal).

Natiirlich muss der Approximant f* in Schritt 1 nicht mehr explizit berechnet wer-
den, da wir in Schritt 2 allein mit dem Koeffizientenvektor o! die neue diskrete
Iterierte bestimmen kénnen. Die Iteration ist also vollstédndig aus dem Funktionen-
raum H in den R™ ausgelagert worden. Wir verwenden bei der Formulierung des
Verfahrens zunéichst das TP-Verfahren zur Regression. Zu beachten ist noch, dass

sich aus einem Startkoeffizientenvektor a® € R™ der Anfangswert

fy= (Z @(yz,yk)OZg) = dya’

=1 k=1

ermitteln ldsst. Damit nimmt das Landweber-Verfahren folgende Gestalt an.
Algorithmus 9.2 (Semi-diskretes Landweber-Verfahren mit TP-Regression)

Gegeben: X = {x1,...,2,} C 2, diskrete Daten g5

Gesucht: Lisung f* € H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern & ist.

1. Initialisierung:
a) Wihle Y ={y1,...,ym} C 2, 7,7 >0, a® € R™, setze fO = Py a”,
b) berechne die Kollokationsmatrizen wie in Algorithmus 4.1.

2. Iteration: firt € N:
a) Lose (Py + yIn)a! = fi,

b) setze fi7 = fi+ 1 (Naw gk — Gnasat).

m
Ergebnis: Die Iterierten f*7° := > a!®(y,, ) sind Approximationen an f*.
=1

Zur Anwendung des Verfahrens bendtigt man zusétzlich ein geeignetes Abbruch-
kriterium, welches die Zahl der Iterationsschritte steuert [52]. Es ist wohlbekannt,
dass die Landweber-Methode ein Regularisierungsverfahren ist und der Kehrwert
des Iterationsindex als Regularisierungsparameter fungiert. Fiir kleine ¢ dominiert
der Approximationsfehler, fiir grofie ¢ wird der Datenfehler ausschlaggebend. An
dieser Stelle gehen wir jedoch nicht weiter ins Detail, sondern untersuchen stattdes-
sen, wie sich die Verwendung der Approximativen Inversen zur Regression in jedem
Iterationsschritt auswirkt.
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In Abschnitt 8.1 wurde beschrieben, wie nach Vorberechnung einer Rekonstruk-
tionskernmatrix ¥ x y und anschliefender Durchfiihrung eines weiteren Prékalku-
lationsschritts die Koeflizientenmatrix My, xy der translatierten Rekonstruktions-
kerne ermittelt werden kann. Diese erlaubt den Ubergang von diskreten Daten zu
einem Koeffizientenvektor in einer Linearkombination translatierter Kerne, da fiir

f € H aus lediglich diskreten Daten f$ die Approximation
[~ Zak@('ayk)
k=1

mit o = My xy fjs( abgeleitet wurde. In Schritt 1 des vorgestellten Landweber-
Verfahrens sind die Daten f{ gem#f Algorithmus 9.1 in den Raum Hy zu trans-
formieren. Daher ist fiir den Regressionsschritt mit der Approximativen Inversen
X =Y zu setzen, der Ubersicht halber verzichten wir wieder auf die Kennzeich-
nung der Mengen. Der zweite Schritt des Landweber-Verfahrens nimmt nun die
Gestalt
=4+ (Nasegx — GnaeMyfy)
= (I, —7GNAeMy)ftr + TNa s gx
an. Zum Update ist also lediglich eine Matrix-Vektor-Multiplikation né6tig, d.h.
durch die Verwendung der Approximativen Inversen (AI) eriibrigt sich die Losung

eines Gleichungssystems pro Iterationsschritt. Somit schreibt sich die resultierende
Methode folgendermafien.

Algorithmus 9.3 (Semi-diskretes Landweber-Verfahren mit AI zur Regression)
Gegeben: X = {x1,...,2,} C 02, diskrete Daten g5

Gesucht: Liosung f* € H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern ® ist.

1. Initialisierung:
a) WihleY ={y1,...,ym} C 2,7 >0, o € R™, setze [} = Pyal,
b) berechne die Kollokationsmatrizen wie in Algorithmus 4.1,
¢) berechne eine Koeffizientenmatriz My zur Regression mit Algorithmus 8.1.

2. Iteration: fiir t € N:

= (In — rGn,a6My) fy + 7 Nas %

m
Ergebnis: Die Iterierten ffb"s = ZZ (My fy), P(y1, -) sind Approximationen an f*.

—

Jeder Iterationsschritt des vorgestellten Landweber-Verfahrens mit Approximativer
Inverser zur Regression erfordert somit einen Aufwand von O(M?). Man kann die

Rekursion auch auflésen und die Iterierten explizit angeben. Induktiv ergibt sich
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t—1
f;t/ = (Im - TGN,A,¢M¢)tf8 +r Z(Im - T‘GN’A@Mw)jNA’qs agx. (9.3)

j=0
An dieser Darstellung liasst sich auch im Fall exakter Daten das Konvergenzverhal-

ten fiir die auf YV diskretisierten Iterierten ermitteln [75].

Satz 9.2 Seien (oy)ir, die absteigend sortierten Singuldrwerte von Gy, a,eMy.
Wdhlt man in Algorithmus 9.3

2
o<r< —,
01

so konvergiert die Iteration und es gilt:

Jim fy = (GnaoMy)" Naagx.

Beweis. Die Potenzen (I, — rGN’A,quw)t konvergieren genau dann fir ¢t — oo
gegen Null, wenn der Spektralradius von I, — Gy 4,6 My kleiner als Eins ist. Dies
ist dquivalent dazu, dass fiir die Singuldrwerte von G 4,¢ M, die Ungleichung

1—roxl<1l Vk=1,...,m

2

gilt. Daraus ergibt sich die Bedingung 0 < r < a0 welche die Konvergenz des

Verfahrens sicherstellt. Desweiteren gilt fiir jede invertierbare Matrix C' € R™*™

ti(lm —C)Y =C"" (I, — (I, — O)Y),

=0

woraus mit C := rGy, 4,6 My und der Darstellung der Iterierten aus (9.3)
[y = (In =GN a e M) [y + (GNaeMy) " (I — (In — 7GNa.06My)") Nag gx

folgt. Flir 0 < r < U% erhélt man somit die behauptete Konvergenz. a

Fiir hinreichend kleine Parameter r ist damit stets Konvergenz gesichert. Zum
Vergleich bemerken wir, dass die diskrete Iterierte bei direkter Anwendung des

Landweber-Verfahrens auf Ax ohne zusétzliche Regression gegen
(A% Ax) " A%gx = My 4 Nas gx

konvergiert. Allerdings ist dieses Verfahren nur von theoretischem Interesse, da in
der Praxis nicht ohne die Losung eines Regressionsproblems zur néchsten diskreten
Iterierten gelangt werden kann. Dies wird durch die Notwendigkeit der Vorwéartsan-
wendung des Operators A bedingt. Mit dem Verfahren der Approximativen Inversen
zur Regression wird in jedem Iterationsschritt eine kontinuierliche Approximation
aus den aktuellen diskreten Daten in Hy berechnet. Entsprechend kann man den
Grenzwert (GN,A,quq/,)*l Na.¢ gx als diskrete Version einer Glattung der Bestap-
proximation zum Ausgangsproblem Ax f = gx in Hy interpretieren. Einen tieferen
Einblick liefert das folgende Lemma.
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Lemma 9.3 Seien (o)), die absteigend sortierten Singulirwerte von Gy, .6 My.
Whit man in Algorithmus 9.3 den Residualparameter 0 < r < U%, so losen die kon-
tinuierlichen Iterierten fi fiir grofle t approzimativ die aufY diskretisierte Normal-

gleichung zum Ausgangsproblem Ax f = gx, d.h. es gilt
: * t _ *
tl_l)fgo(AxAXwa = (Axgx)y.
Beweis. Die Darstellung von f{- aus dem Beweis von Satz 9.2 liefert durch Multi-
plikation mit Gy 4,6 My die Gleichung

G aeMyfi = GnaeMy(Ly — rGN aaMy)' fy

+ (Im - (Im - TGN,A,¢M¢)t) NAAS gx. (94)
Die linke Seite hat nun die Gestalt
Gnae (Myfy) =Gnaea, (9.5)

wobei a! der Koeffizientenvektor der im ¢-ten Iterationsschritt mit dem Verfahren

der Approximativen Inversen bestimmten kontinuierlichen Iterierten
m
£ =Y ai®y,)
1=1
aus den Daten fi ist. Da ffb nach Konstruktion in Hy liegt, folgt aus Lemma 9.1
Gnaed = (AxAx [y,
und somit erhélt man mit (9.4) und (9.5) die Darstellung

(AXAxfi)y
= Gn,a,0My(Ly, =GN aoMyp)' fy + (Im — (Im — rGN,a.0My)") Nag gx-

Fiir t — oo konvergiert die rechte Seite gegen Na o gx = (A%gx)y. Die bere-
chenbare kontinuierliche Iterierte flz 16st also approximativ die auf Y diskretisierte
Normalgleichung zum Ausgangsproblem Ax f = gx. O

9.2 CG-Verfahren

Das CG-Verfahren ist im Gegensatz zum Landweber-Verfahren nichtlinear, wodurch
sich eine Fehlertheorie wesentlich komplexer gestaltet. Dafiir liefert es eine weitaus
schnellere Konvergenz bei Vorliegen exakter Daten. Zur Einfithrung betrachten wir
das kontinuierliche Problem Af = g. Die grundlegende Idee des Verfahrens ist,
den zur Optimierung verwendeten Unterraum sukzessive zu vergrofern. Nach Wahl
eines Startwertes f° und Berechnung des Bildfehlers R? := Af° — g wird die ak-
tuelle Iterierte f! stets als optimale Approximation im verwendeten Unterraum U*
bestimmt. Die Wahl A* A-konjugierter Suchrichtungen fiithrt auf die Unterrdume

Ut := {A*RY (A*A)A*RC, ... (A*A)=1A* RO},
die eine effiziente Berechnung der Iterierten gestatten. Dabei heift U? Krylov-

Unterraum t—ter Ordnung beziiglich A* A und A*R°. Mit der Notation r! := A*R!
nimmt das Verfahren schliefilich folgende Gestalt an [52].
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Algorithmus 9.4 (Allgemeine Form des CG-Verfahrens)

1. Initialisierung: t = 0, f°, r0 = A*(Af° — g), d° = —r°.

2. Iteration: t — t + 1:

t)2
t_ r
a) o' = g

b) ft+1 — ft—l—atdt,
¢) rth =AY (AT - g),

t+1H2

t_ r
47 =T
e) ditl = —ptHl 4 At

Ergebnis: Die Iterierten ft sind Approzimationen der Lésung f* von Af = g.

Im Folgenden wenden wir das CG-Verfahren auf den semi-diskreten Operator Ax
aus (3.6) an, um die Gleichung Axf = gx approximativ zu losen. Analog zur
Vorgehensweise beim Landweber-Verfahren verlagern wir die Iteration nach R™,
indem wir anstelle der Iterierten f! nur deren Koeffizientenvektor 3! in der Basis
{®(,y) |1l =1,...,m} von Hy benutzen. Dieser liefert unmittelbar eine diskre-
te Version f{ = ®y ' der t-ten Tterierten. In Schritt 2b) lisst sich damit fi'
berechnen. Implizit kann dann f**! durch Regression auf der Menge Y bestimmt
werden, wobei es wieder geniigt, 3'*! zu speichern. Wir zeigen nun, wie alle weiteren

benétigten Groflen mit Hilfe des Koeffizientenvektors ermittelt werden kénnen.

Die Darstellung des Residuums haben wir schon im Zuge des Landweber-Verfahrens
hergeleitet. So lisst sich bei gegebenem Koeffizientenvektor 8° € R™ der Startfunk-

tion fO = 3" BY®(y,-) das diskrete Residuum mit Lemma 9.1 durch
=1

Y = (AxAx f° - A}QX)Y =Gn,a0B° — Naagx

berechnen, wobei Ny 6 € R"*™ die asymmetrische Kollokationsmatrix bezeichnet
und Gy 4,6 € R™*™ die zugehorige Gram-Matrix ist. Mit 4% = —r% ist die Initia-

lisierung in Algorithmus 9.4 abgeschlossen.
In Schritt 2a) ist zunéichst der Zéhler ||rt||% von o zu ermitteln. Es gilt:
17117 = A% Ax f* — Axgx |
= [ A% Ax 7 — 2( A% Ax ', Axgx )y + [ A% ax |- (9.6)
Die Definition der Matrizen C4 ¢ € R™*™ und D4 ¢ € R™*"™ gemiB
Cap = NA@MA,QSNZ';@ (9.7)
Dao =NaoMao (9.8)

mittels der symmetrischen Kollokationsmatrix M4 ¢ = ()\f)\Z@(x, y)): o1 erlaubt

eine weitere Vereinfachung. Dabei verzichten wir wieder zu Gunsten der Ubersicht

auf eine Kennzeichnung der Abhéngigkeit von den Mengen X und Y.
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Lemma 9.4 Fs gilt:

1. |JAYAx fHIE = (BT CaeB,
2. (ANAx [, A% gx) = (BT Das gx,

3. || A% 9X||H = gXMA P 9X-

Beweis. Fiir ft = > Bid(y;,-) gilt mit
i=1

A Axf' = ZA (fIN2(, Zﬁtzwyz, NP, y)

und der Bezeichnung aus (9.7):

n

|A§(Axft||%{=<25fz)\?¢’(ym IND(y), > B
=1

i=1 j=1

n

APy, y )AZ¢(~7y)>
k=1 I

Z Z ND(ys YNy y) (NP, 9), AL D(9))

i, 1=1 J.k=1

<.

A;?)\zqf'(w,y)

NE

BiBL Y (Naw)ij(Maae)jn(NA g)mi
N 7,k=1

1

~.

NE

BiBI(NaoMaoNj g)i = () CaeB’.

-
Il
_

R

Die zweite Identitét rechnet man mit der Definition aus (9.8) analog nach:

n

(AxAx ' Axgx)y <Zﬁtzky¢ym JATD(, ), gD (-, )>
=1 H
Zﬂt Z XD (yi,y) (ND(-,y), D (-,y)) ,, In
7,k=1

n n
BEY (Naw)iy > (Mas)jkgn
j=1 k=1

(Nag)ij(Mas gx);

I
i
M: i

I
-

|
_MS

s
Il
-

B;

J
m

BI(NagMaggx)i =Y _ Bi(Dasgx)i
i=1

AMS

= ()" Dasgx.

Die dritte Gleichung folgt unmittelbar aus

[A%gx]1F = <ZQ;>\% ZQM‘U@ >

n

= Y GaNND(2,y) = gk Mas gx.
Jrk=1

H
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Mit (9.6) ldsst sich damit die Norm des Residuums im ¢-ten Iterationsschritt durch
1711 = ()" CaaB' = 2(8") " Das gx + gk Mas gx (9.9)

mittels des Koeffizientenvektors 8¢ ausdriicken. Der Nenner von of aus Schritt 2a)
lasst sich ebenfalls durch direktes Nachrechnen vereinfachen, so dass wir folgende

Darstellungen erhalten.

Lemma 9.5 FEs gilt:

1. Axd' = Mag gx — D} 4/,

92 ol = it 117 (5 )T CaeB'—2(B) " Daa gx+9%x Ma,s 9x
- o Axd’ M DT
H X H[ (R™) ” AP IX — A, IB Illz(R")

m
Beweis. Wie im vorherigen Lemma setzt man f* = Y B!®(y;,-) ein und erhélt

i=1

Axd = Ax(—r") = Ax (A% gx — AXAx ")

Ax Zgﬁyq& ZBtZA% Vi YN O (- y)

- Zgjxu () ZﬂtZqus (i, Y) NENID(, y)

j=1 i=1 j=1 k=1

((MA@){QX -3 5f(NA,¢MA,¢)ik>

=1 k=1
_ T ot
= Maogx — Dy of"

Die zweite Behauptung folgt sofort aus der Darstellung (9.9) und dem ersten Teil
des Lemmas. O

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir nun ein CG-Verfahren zur niherungsweisen
Losung von Ax f = gx aufstellen. Allerdings ist wie bereits erwihnt die Wahl einer

t+1
Y

Regressionsmethode erforderlich, um in Schritt 2b) von zu einer Approxima-

tion an fi*! zu gelangen. Zur Weiterfiihrung des Verfahrens geniigt es wieder, den

Koeffizientenvektor 8!+! von
m
ft+1 _ Zﬁ;+1@(yl’ )
=1

zu speichern. Ermitteln wir diesen durch das TP-Verfahren, so ist wegen fi, = &y 3!

das Gleichungssystem
(@y + ’)/Im)ﬁt+1 = @yﬂt + Oltdgz

zu l6sen. Bei Verwendung des Verfahrens der Approximativen Inversen zur Regres-

sion vereinfacht sich dies zu
B = My (@y ' + a'dly),

wodurch wir insgesamt nachfolgende Losungsprozedur erhalten.
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Algorithmus 9.5 (Semi-diskretes CG-Verfahren mit AI zur Regression)
Gegeben: X = {z1,...,z,} C {2, diskrete Daten g‘;(.

Gesucht: Liosung f* € H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern @ ist.

1. Initialisierung:
a) Wihle Y = {y1,...,ym} C 22, B € R™, setze t = 0,

b) berechne die Matrizen @y, Na.a, Gn a6 wie in Algorithmus 4.1 sowie

n

Mag = (/Q/Qk(xi,s)k(xj,t)é(s,t) ds dt)i,j_l’

Cap = NaoMasNj o,
Dage = NaoMas,
1) =GaoB’ — Naogk, dy=-19,
1713 = (8°)7 CawB” = 2(8°) Do g + (9%) " Maw gk,

c) berechne eine Koeffizientenmatriz My zur Regression mit Algorithmus 8.1.

2. Iteration: t — t + 1:

t)2
t [E [
a) o =
) [[Ma,s gg(—DZ;@B”Hfz(Kn)’

b) B! = My(@y ' + aldy),
¢) Mt = Gy aaBT — Nag g%,

T
d) [r 1 = (BFY)TCaef™ = 2(8") " Daw gk + (9%) Mas g%k,

P
v R
t+1 t+1
e) dift = —rift 1 4tdt .

m
Ergebnis: Die Iterierten f;"s = > Bi1P(y1,-) sind Approzimationen an f*.
=1

9.3 Numerische Beispiele

Zur Ilustration des Landweber-Verfahrens greifen wir das bereits fiir die TP-
Methode gewihlte Beispiel 3.22 auf, das auch in Kapitel 8 im Kontext des Ver-

fahrens der Approximativen Inversen betrachtet wurde.

Beispiel 9.6 Wir verwenden dieselben Werte wie in Beispiel 8.3, wihlen also

5 2
7(2> n, p=10"% n=1

fiir die in jedem Iterationsschritt bendtigte Approrimative Inverse zur Regression.
Der diskrete Rekonstruktionskern sowie die entsprechende Koeffizientenmatriz wur-

den bereits in den Abbildungen 8.2,a - 8.2,b illustriert. Als Initialisierung fir die
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Tteration wdhlen wir die Nullfunktion. In diesem tbersichtlichen Beispiel kann der
gréfite Singuldrwert o1 von Ga oMy explizit bestimmt werden, die konvergenzent-
scheidende Grofle ermittelt man als U% ~ 0.0302. Um Konvergenz gemdfl Satz 9.2 zu
sichern, wdhlen wir r = 0.02. Die Ergebnisse fiir t = 50,500, 5000 [terationen sind
in Abb. 9.1 zu sehen. Die Rolle von % als Regularisierungsparameter wird anhand
der Grafiken deutlich.

0 05 1 15 2

9.1,a: Rekonstruktion ffj, fir ¢t = 50.

12 T T T 12

NS

0.8

0.6

05 1 15 2 0 0.5 1 15 2

9.1,b: Rekonstruktion f}, fiir ¢t = 500. 9.1,c: Rekonstruktion f}, fiir ¢t = 5000.

Abbildung 9.1. Rekonstruktionen in Beispiel 9.6 unter Verwendung von Algorithmus 9.3

in Abhéngigkeit vom Iterationsindex t.

Weitere Testrechnungen zeigen, dass der ermittelte Wert U% in der Tat ausschlagge-
bend fiir die Konvergenz des Verfahrens ist. Erwartungsgemaf zeigt sich auch, dass
fiir exakte Daten wesentlich ldnger iteriert werden kann als im Fall von Datensto-
rungen. Dies ist insofern klar, als gemdfl Lemma 9.3 eine approximative Losung
der auf Y diskretisierten Normalgleichungen berechnet wird, und die Iteration fiir
exakte Daten nur auf Grund der schlechten Kondition der Iterationsmatrix nicht

beliebig weit ohne Qualitétsverlust fortgefiihrt werden kann.

Auflerdem bemerken wir, dass sich das Verhalten der hergeleiteten iterativen Metho-
den iiber die Wahl der mit dem Verfahren der Approximativen Inversen berechneten
Rekonstruktionskernmatrix steuern lédsst. Setzt man die fiir den Vorberechnungs-
schritt benttigten Regularisierungsparameter klein an, so hingt die Rekonstruktion
stark vom Iterationsindex ab und fiir zu grofle ¢ wird das Ergebnis schnell unbrauch-
bar. Glattet man jedoch zusétzlich durch die Wahl hoherer Regularisierungspara-

meter, so muss zwar langer iteriert werden, allerdings wird das Ergebnis sehr robust
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beziiglich des Iterationsindex. Ausgleichen kann man diesen unerwiinschten Effekt
durch geschickte Startpunktwahl, wie wir im Folgenden fiir das CG-Verfahren de-

monstrieren.

Beispiel 9.7 Wir betrachten wieder die Situation aus Beispiel 8.3, wdihlen nun
jedoch fiir die Approximative Inverse v = p = n = 1072. In Abb. 9.2,a ist zu er-
kennen, dass fiir t = 500 Iterationen ein gutes FErgebnis resultiert, allerdings kann
die Rekonstruktion trotz der gestorten Ausgangsdaten durch weiteres Iterieren stetig
verbessert werden. Fir t = 5000 ergibt sich die in Abb. 9.2,b dargestellte Approxi-

mation, und erst fir t > 13000 wird das Ergebnis qualitativ schlechter.

Die Iterationszahl kann jedoch durch gute Startwertwahl stark reduziert werden. Ver-
wendet man den Koeffizientenvektor einer unterreqularisierten Niherungslosung zur
Initialisierung, so erhdlt man bereits fiir sehr kleine t ausgezeichnete Ergebnisse.
Beispielsweise durch Berechnung des Startwertes mit dem TP-Verfahren zum Pa-
rameter v = 1073 ergibt sich die in Abb. 9.2,c abgebildete Startfunktion, und mit
lediglich 20 Iterationen resultiert die in Abb. 9.2,d dargestellte CG-Approzimation.

0.8 081

0.6 0.6
0.4 041

0.2 0.2

-0.2 -0.2
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2

9.2,a: Rekonstruktion fﬁ, fiir ¢ = 500. 9.2,b: Rekonstruktion ffb fiir ¢ = 5000.

12 T T T 12

I8 i .k
08 i 0l
06 ] 06
04l ] 04l
02 \ ] 02
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0% 05 1 15 2 0% 05 1 15 2

9.2,c: Unterregularisierte TP-Losung, deren 9.2,d: Rekonstruktion ffp mit TP-Startwert

Koeffizientenvektor als Initialisierung dient. fiir ¢ = 20.

Abbildung 9.2. Rekonstruktionen in Beispiel 9.7 unter Verwendung von Algorithmus 9.5

in Abhéngigkeit vom Iterationsindex ¢ und dem Startvektor.
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Semi-diskrete Feature-Rekonstruktion

In vielen Anwendungen ist neben der gesuchten Funktion f* eine Transformation
bzw. eine Eigenschaft (engl: Feature) von f* von Interesse. Bei Bilddaten kénnen
beispielsweise Richtungsableitungen zur Darstellung von Kanten verwendet wer-
den. Fiir die Radon-Transformation wurde in [57] gezeigt, wie mit dem Verfahren
der Approximativen Inversen direkt Richtungsableitungen aus den diskreten Daten
berechnet werden kénnen. Der Rekonstruktionsprozess fiir die gesuchte Funktion

wurde dort effizient mit dem Auswertoperator in Beziehung gebracht.

Wir gehen in diesem Kapitel darauf ein, wie die vorgestellten Verfahren auf solche
verallgemeinerte Rekonstruktionsprobleme iibertragen werden kénnen. Dabei setzen
wir stets voraus, dass es sich bei dem Auswertoperator um einen Differentialoperator
handelt. Zun&chst beschreiben wir kurz die neue Ausgangssituation. Wie bisher

gehen wir von einem Integraloperator
A:H™(2) = H™ ()

der Ordnung o und der Gestalt (1.2) aus, und betrachten zusétzlich einen linearen

Differentialoperator
L:H™(2)— H ()

der Ordnung 3, wobei wieder 7 > % gelte. Wir untersuchen erneut die Gleichung
Af = g, interessieren uns aber nicht mehr vorwiegend fiir die Losung f*, sondern
stattdessen fiir die Transformation Lf*. Dabei setzen wir wie bisher voraus, dass
nur diskrete Daten gx bzw. g‘;{ vorliegen. Die Beschrankung auf Sobolevriume ist

lediglich zur Ubertragung der Fehlertheorie aus Kapitel 3 notwendig.

Der direkte Weg von Af zu Lf entspricht offenbar einer Entglattung um a + 5 auf
der Sobolev-Skala. Fiir invertierbares L kann die Ausgangsgleichung in der Form
AL7Y(Lf) = g als Gleichung fiir das gesuchte Feature geschrieben werden. Bei
Kenntnis des Operators AL™! kann also Lf* ohne Berechnung von f* niherungs-
weise ermittelt werden. Auf &hnliche Weise kann man L f* direkt approximieren,
falls ein geeigneter Adjungierter zu L verfiigbar ist. Alternativ bietet sich eine im-
plizite Bestimmung von f* an, falls dadurch L f* stabil berechnet werden kann. Die
in dieser Arbeit beschriebenen Methoden eignen sich dank der Erzeugung kontinu-

ierlicher Approximanten unter Kontrolle der Glattheit fiir diese Vorgehensweise.
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Da die Verwendung der H7 (§2)-Norm als Regularisierungsterm fiir die Beschrankung
aller Ableitungen des Approximanten bis zur Ordnung 7 sorgt, ist die Anwendung
eines Differentialoperators auf die Rekonstruktion stabil méglich, falls die Aufrau-
hung durch L nicht zu stark ist. Ein entsprechendes Ergebnis liefern wir in Ab-
schnitt 10.2 fiir die in dieser Arbeit behandelten TP-Methoden. Danach iibertragen
wir in Abschnitt 10.3 das Verfahren der Approximativen Inversen auf die Situation
der Feature-Rekonstruktion. Schliellich erldutern wir, wie auch eine direkte Berech-
nung von Lf durch Einbeziehung des Auswertoperators in den Rekonstruktionskern

oder eine Umformulierung der Ausgangsgleichung erreicht werden kann.

10.1 Adaption der TP-Verfahren

Wir diskutieren als Erstes folgende naheliegende Vorgehensweise, welche eine direkte

Anwendung der Methoden aus den vorherigen Kapiteln gestattet:

a) Bestimme den Koeffizientenvektor a” einer Approximation f7 von f* in einem

geeigneten Unterraum von H7 ({2).

b) Bestimme eine diskrete Version von L f7 unter Verwendung des in a) berechneten

Koeffizientenvektors.

c¢) Bestimme eine Approximation an Lf* durch Regression in H™~#(2) mit den in

b) ermittelten diskreten Daten.

Im ersten und dritten Schritt, in denen Approximationen zu berechnen sind, stehen
alle in den vorherigen Kapiteln diskutierten Verfahren zur Verfiigung. Der Einfach-
heit halber beschrénken wir uns auf die Formulierung mittels des TP-Verfahrens.
Der zweite Schritt enspricht der Anwendung des Differentialoperators und wird un-
abhéngig von der Wahl des Approximationsverfahrens durchgefiihrt. Wir betrach-
ten wieder die semi-diskrete Ausgangsgleichung Ax f = gx, um die drei skizzierten

Schritte explizit ausfithren zu kénnen.

Im Folgenden bezeichnet #™ den verwendeten reproduzierenden Kern von H7(f2).
Zunéchst wissen wir aus Kapitel 3, dass die Lésung der Normalgleichung A% Ax f =
A% gx im Unterraum H*(A, X) = span{\/®7(-,y) | j = 1,...,n} von H"(£2) liegt.
Bestimmt man eine Nidherung der Bestapproximation in H*(A, X) durch Tikhonov-
Regularisierung, so ergibt sich das symmetrische TP-Verfahren. Die Losung der

regularisierten Normalgleichung ist gegeben durch
n
=" aj N (),
j=1

wobei der Koeflizientenvektor als Losung des Systems

(Ma,gr x +~vIn)a” = gx (10.1)

hervorgeht und M4 ¢~ x die symmetrische Kollokationsmatrix bezeichnet. Eine ex-
plizite Berechnung von f7 ist jedoch nicht notig, stattdessen ist lediglich der Koef-
fizientenvektor o mittels (10.1) zu ermitteln.
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Fiir den zweiten Schritt betrachten wir eine Menge Y = {y1,...,ym} C 2 und be-
stimmen eine auf Y diskretisierte Version von Lf7. Nach Definition der Funktionale
Ni(f):=Lf(y:), i =1,...,m gilt offenbar

m m

(Lf)y Za (LAY (- y)) (y:) Za]Angqsf Y)
i=1 i=1
= NA,L@ﬁX,Y a’, (10.2)

wobei die Matrix N4 .o~ x,y € R™*™ durch
(Napar xy)ij == AP (2,y), i=1,....m, j=1,...,n (10.3)

definiert wird. Wir bezeichnen Ny 1 ¢+ xy als Kreuzkollokationsmatriz, da sowohl
die Anwendung von Punktauswertungen von A als auch von L zu deren Berechnung

erforderlich ist.

Da nun eine diskrete Approximation von Lf* ermittelt ist, muss lediglich mit
den Daten (Lf")y = Na,per xy @’ € R™ im dritten Schritt eine Regression in
H™P(£2) durchgefiihrt werden, um eine kontinuierliche Approximation an Lf* zu

erhalten. Die Verwendung des TP-Verfahrens zur Regression fithrt zu der Ndherung

m

(LY Za DA

wobei der Koeffizientenvektor durch Losen des Gleichungssystems
(@7 + uLy)a = (Lf)y (10.4)
bestimmt wird und die auf Y diskretisierte Kernmatrix @;_B € R™*™ durch
@7 )i =" Plyi,y), i l=1,...,m (10.5)

gegeben ist. Zusammengefasst resultiert nach Vorberechnung der zu A gehorigen
symmetrischen Kollokationsmatrix, der Kreuzkollokationsmatrix N4 1 7 x v zu A
und L sowie der symmetrischen Kernmatrix geméfl den Definitionen in Lemma 3.1,
(10.3) und (10.5) folgendes Lésungsverfahren.

Algorithmus 10.1 (Feature-Rekonstruktion mit symmetrischer TP-Methode)
Gegeben: X = {x1,...,2,} C 2, diskrete Daten g‘)s(.

Gesucht: Lf*, wobei f* € H Lsg. von Af =g und H = H"(£2) mit Kern @7 ist

1. Wihle Y ={y1,...,Ym} C 2 und vy, > 0.

2. a) Bestimme die Losung o des LGS

(Magrx +vIn)a = g%.

b) Berechne (Lf'°)y = Nar.ar xy a)°.
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¢) Bestimme die Losung @%Y* des LGS

(@37 + ply)a = (Lf0)y.
Ergebnis: (Lf7°)Y+ = 52’6’1/’“@7_5(-, y;) ist eine Approximation an Lf*.
i=1

Ein alternatives Verfahren erhilt man bei Anwendung des asymmetrischen Kollo-
kationsansatzes aus Abschnitt 4.1. In diesem Fall haben der Approximant und seine

Transformation mittels L die Gestalt

7= Zai@T('ayi) und  Lf7 = Z%L@T(',yi)~
i=1 i=1
Nach Definition der zu L gehorigen und von A unabhiingigen Kollokationsmatrix

(Nr,orv)u = (L7 (-, y:))(w), 4l=1,...,m (10.6)

ergibt sich analog zu oben mit Tikhonov-Regularisierung folgende Losungsmethode.

Algorithmus 10.2 (Feature-Rekonstruktion mit asymmetrischer TP-Methode)
Gegeben: X = {x1,...,2,} C 02, diskrete Daten g5 .

Gesucht: Lf*, wobei f* € H Lsg. von Af =g und H = H"™(§2) mit Kern @7 ist.

1. Wihle Y ={y1,...,Ym} C 2 und v, p > 0.
2. a) Bestimme die Losung %Y des LGS

(Gn.asr xy +7Py)a = Nagr xy g%

b) Berechne (Lf7%Y)y = Np gy a?%Y.
¢) Bestimme die Losung a’dYor des LGS

(@77 + ply)a = (LY )y
m
Ergebnis: (Lf7%Y )4 = 3" EZ’é’Y’“@T’B(-7yi) ist eine Approzimation an Lf*.
i=1

Dieses Verfahren ist insofern besser zu kontrollieren, als lediglich die Anwendung von
L auf den Kern @ erforderlich ist, wodurch numerische Instabilitdt durch gezielte
Kernwahl vermieden werden kann. Die Kreuzkollokationsmatrix aus (10.3) wird hier

nicht benétigt.

FEine effektive Parameterstrategie fiir die Wahl von v und g wurde bereits in Kapi-
tel 3 hergeleitet. Wir werden im folgenden Abschnitt nachweisen, dass Algorithmus
10.1 fiir h := max{hx, hy } unter Verwendung der optimalen Parameter die Kon-
vergenzordnung 7 — 8 hat, falls 7 — § > % ist, d.h. falls der Differentialoperator
von der Losung f* noch mindestens % an Sobolev-Glattheit erhélt. Wie in Kapi-
tel 4 gesehen, iibertragt sich diese Konvergenz auf Algorithmus 10.2, falls f* mit
zunehmender Anzahl von Datenpunkten im Ansatzraum Hy liegt. Geméifl Kapitel
5 eriibrigt sich diese Einschrinkung wieder, wenn zusétzlich der Operator A durch

eine geeignete Quadraturformel diskretisiert wird.
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10.2 Konvergenz und Saturation der TP-Verfahren

Wir analysieren in diesem Abschnitt das Fehlerverhalten fiir die Rekonstruktion aus
Algorithmus 10.1 und beginnen mit der Situation exakter Daten. In den Schritten
2a) und 2b) wird die Berechnung von (Lf7)y aus (Af*)x bewerkstelligt. In Schritt
2c) wird nur noch Regression von (Lf?)y zu (LfY)Y'* durchgefiihrt, wobei wir ab
jetzt auf die Kennzeichnung der Abhéingigkeit von Y verzichten. Wir spalten daher

den Rekonstruktionsfehler wie folgt auf:
ILf* = (L) |50
SNLF* = L ge—s0) + 1LY = (L) a6 (2)- (10.7)

Die Glattungsannahmen an die Operatoren gestatten folgende Abschitzungen:

o

ey S NAfllatre o) < C?’t||f||Ht(Q), (10.8)
ILf | pre-s () < M fllmeo)- (10.9)

Schritt 2a) ermdglicht nach Korollar 3.9 fiir beliebiges v > 0 die Fehlerabschitzung
If* = a2y <20 (o) (10.10)

Mit (10.9) folgt daraus
ILF* = L -5y < 2571 f* | ()- (10.11)

Den Fehler in Schritt 2¢) kann man ebenso unabhéngig von u abschiitzen, da (L f7)y
als exakter Datenvektor des Regressionsproblems aufgefasst werden kann. Mit Ko-
rollar 3.9, (10.9) und Lemma 3.10 erhalten wir

ILfY = (L) gr-s2) < 2L ae-s() < 257117 (2)

<257 £ b (- (10.12)
Die Ungleichungen (10.7), (10.11) und (10.12) ergeben zusammen
ILF* = (LY -y < 4TI e (- (10.13)

Den Ly-Fehler schitzen wir nun analog unter Verwendung der Sampling-Ungleichung

aus Satz 2.11 ab und erhalten folgendes Resultat.

Satz 10.1 (Konvergenz fiir exakte Daten)

Es seien h := min{hx, hy } hinreichend klein und
d
r>6+§, at+p<|la+T1].
Wdhlt man in Algorithmus 10.1

2(t4+a)—d 2(t—pB)—d
X Y

vy ~h , u~h

so erfillt die Rekonstruktion (LfY)* von Lf* fiir exakte Daten gx die Abschitzung
1L = (L) o) < CRT PN (-

Es liegt also Konvergenz der Ordnung T — 3 vor.
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Beweis. Wir beginnen mit einer Aufspaltung des Lo-Fehlers analog zu (10.7):
ILf* = (L) o) S NLF* = L L) + ILF7 = (Lf7) ]| Ly(2)- (10.14)

Den ersten Summanden kann man mit (10.9) und anschlieender Anwendung von
(10.8) und Satz 2.11 wie folgt abschétzen:

ILf* = Lf" Lo

) b
< f _f’Y”Hﬁ(.Q)ST,B”Af — Af oo (2)
G

< C (WY NS = AP o + 5 TVNAL = AP o))

Dabei haben wir in der Notation von Satz 2.11 ¢ := a +  gewéhlt und benétigen
die Voraussetzungen 6 > 4, A(f* — f7) € H%(£2) und o € [0, [6]], die wir nach
Wahl von 6 nachpriifen werden. Mit der Glattungseigenschaft von A aus (10.8) und
der Abschéitzung des diskreten Bildfehlers aus Lemma 3.11 schlieffen wir zunéchst

LS = LI |a(e)

0—(a 0 px 2—(a+B) VY || px
< € (WD~ Py + 1L o )
Wir setzen nun 6 := 7 + « und erhalten

% T—B A7+ px d_(a+B) VY *
L = Ly < € (58 = Py + 18 LT e )

d

Die Voraussetzung § = 7 + a > 5 ist wegen 7 > § automatisch erfiillt. Wegen

f*, 7 € HT(0) liegt auch A(f* — £7) in H?(£2). Die letzte Bedingung

d
2

c=a+Be0,0)] =0, | +all

vereinfacht sich zu a + 8 < [& + 7. Wenden wir nun nochmals die Abschétzung

2(t+a)—d
~ hy @

des Urbildfehlers aus Korollar 3.9 an, und wahlen wir ~ , so folgt fiir

den ersten Summanden in (10.14)

ILF* = Lf |naca) < O P1F* (o). (10.15)

Zur Beschrankung des zweiten Summanden wenden wir Satz 2.11 mit ¢ = 0 an und
erhalten fiir 6 > ¢ mit Lf7 — (Lf")* € HY(02):

ILF = (L iy < C (RIS = (Lf ) ooy + REILET = (LFV ey

Nun setzen wir 6 := 7 — 3, wodurch sich die Voraussetzungen zu 7 > 5 + % verein-
fachen. Der erste Term kann nun mit (10.12) abgeschitzt werden, fiir den zweiten

Term steht wieder Korollar 3.9 zur Verfiigung. Wir setzen ein und erhalten

L T— T * 4 H
L5 = L Lt < € (8221 ncay + 0PI v )

Mit (10.9) und der Stabilitéitsaussage aus Lemma 3.10 folgt
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_ 4./
L5 = PP sy < © (157265 ey + 0 )

Fiir p ~ hf,(T_’B)_d erhilt man somit

LT = (Lf )V Loy < CRY PN e ()

Insgesamt folgt fiir 7 > S+ 4, o+ B < o+ 7| und h := min{hx, hy } die Behaup-
tung. O

Bemerkung 10.2 Die Voraussetzung oo + 8 < |a+ 7| kann durch die stirkere
Anforderung | 7| > B+1 ersetzt werden. Somit ist in den Voraussetzungen von Satz
10.1 zumeist die Forderung 7 > 8 + g dominierend.

Mit derselben Vorgehensweise wie in Satz 10.1 kénnen wir auch eine Lo-Abschétzung
fiir die Situation gestorter Daten herleiten. Wir werden im Folgenden zeigen, dass
sich die zu erwartende Fehlerordnung —(a+ ) ergibt, wenn die Daten aus X quasi-
uniform sind. Dabei kann der Fiillabstand der Daten aus Y beliebig klein sein,
ohne dass dies die Fehlerordnung erhsht. Dies erklért sich dadurch, dass (Lf7)y
als exakter Datenvektor des Regressionsproblems in Schritt 2¢) von Algorithmus
10.1 angesehen werden kann. Selbstverstédndlich fithrt jedoch die Wahl sehr vieler

Berechnungspunkte zu numerischen Problemen.

Satz 10.3 (Lo-Fehlerabschitzung fiir gestérte Daten)

Es seien h := min{hx, hy } hinreichend klein und

d
T>,B+§, at+p<|la+T].

Wdhlt man in Algorithmus 10.1

g ’ 2(r—B)—d
Yei= s ) n mhy 7T
(20f ||HT(Q)) Y

mit ¢ > 0, so erfiillt die Rekonstruktion (LfY°)* von Lf* fiir gestérte Daten g%

bei quasi-uniformer Verteilung der Datenpunkte aus X die Abschitzung

||Lf* _ (Lf’y’é)MHLQ(Q) — (]_ + 41 ) 50O (h)—((a-i-ﬁ)) .

4c
Beweis. Wir gehen analog zum Fall exakter Daten vor. Zun#chst garantiert die

Parameterwahl fiir v geméfl Korollar 3.9 die Urbildabschéitzung

17 = S0 Mae 2y < @+ ), (10.16)
was unter Verwendung von (10.9) auf die Abschéitzung

L =178

52y < 2+ )T a7 () (10.17)

fithrt. Somit ist der in den Schritten 2a) und 2b) verursachte Fehler abgeschétzt.
Fiir den Fehler in Schritt 2¢) lidsst sich wie im Fall exakter Daten die Ungleichung
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(10.12) verwenden, da (L %)y als exakter Datenvektor fiir das Regressionsproblem
dient. Zusammen mit (10.17) ergibt sich in Analogie zu (10.13)

ILF* = (LF )V sy < (4 + )| () (10.18)

Fiir die Herleitung einer Ls-Fehlerabschétzung betrachten wir wieder die beiden
Einzelfehler gem#f (10.14), wobei in der Notation f¥ durch f7 zu ersetzen ist.

Den ersten Term beschranken wir wie im Fall exakter Daten durch

ILF* = L |1y
—(« * 4 (« B8 *
< O (n AL = AP ogay + G T NAS = AP ayx) ) -

Mit (10.8) und der Bildfehlerabschiitzung fiir gestérte Daten aus Lemma 3.11 ergibt

sich fiir die oben angegebene Parameterwahl von ~
ILF* = LIy
<O (WP - P ooy + 0 (14 ) o).
Mit 0 := 7 + a und (10.16) vereinfacht sich dies zu

|Lf* =L

Lo (£2)

- TT+Q 3 d_ (e 1
<C (hTX P T2+ | o) + b (o) (1 + 40) 6\/13) . (10.19)

Fiir den zweiten Term aus (10.14) gilt analog zum Fall exakter Daten
L = (L) o)
d
< € (W PILFY = (LFP Y geaey + BEILF = (L5 leyny)

Fiir den ersten Summanden konnen wir wieder Korollar 3.9, (10.9) und die Stabi-

litdtsaussage aus Lemma 3.10 benutzen, woraus
LS = (L) | Lo
- T * 4
< (W72 21+ ) f iy + BEILI™ = (L) |y

folgt. Den zweiten Summanden vereinfachen wir mit der Bildfehlerabschétzung fiir

exakte Daten aus Lemma 3.11 sowie erneut (10.9) und Lemma 3.10, so dass wir

L7 = (L) Lo (e2)

T— T * 4 T ,LL *
<C <hy P21+ )| f lrr () + hech(1 +C)§\|f ”HT(Q))

%,(T_B )—d gilt also wie im Fall exakter Daten

erhalten. Fiir py ~ h
L0 = (L) | o) < CBY PN f* (w02 (10.20)

wobei sich nur die Konstante durch die abgeschwéchte Form der Urbildstabilitat
gedndert hat. Insgesamt folgt durch Zusammensetzen der beiden Einzelfehler geméf3
(10.14) mit (10.19) und (10.20) fiir quasi-uniforme Daten die Behauptung. O
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10.3 Approximative Inverse und Feature-Rekonstruktion

In diesem Abschnitt zeigen wir verschiedene Ansétze auf, um das Verfahren der
Approximativen Inversen aus Kapitel 8 zur Feature-Rekonstruktion einsetzen zu
konnen. Wir gehen zunéchst wieder den Weg iiber eine implizite Losung der Aus-
gangsgleichung, bevor wir uns mit der Moglichkeit einer direkten Einbeziehung des

Operators L in den Rekonstruktionsprozess beschéftigen.

Verfolgen wir die erstgenannte Vorgehensweise, so muss wie in Kapitel 8 fiir das
Ausgangsproblem Af = g die diskrete Rekonstruktionskernmatrix w}y und dar-
aufhin im zweiten Schritt die Koeffizientenmatrix M,)"%"}- der Rekonstruktionskerne
vorberechnet werden. Danach steht der Koeffizientenvektor M "%}, gx der Appro-
ximation an f* in der Darstellung {®"(-,yx) | K =1,...,m} zur Verfiigung. Dieser
kann nun wie in Algorithmus 10.2 mittels der asymmetrischen Kollokationsmatrix
zu L transformiert werden, um eine auf Y diskretisierte Approximation an Lf* zu
berechnen. Damit ergibt sich direkt das folgende Verfahren zur Bestimmung einer

diskreten Nédherung des gesuchten Features.

Algorithmus 10.3 (Approzimative Inverse zur Feature-Rekonstruktion I)
Gegeben: X = {z1,...,z,} C {2, diskrete Daten g‘;(.

Gesucht: Lf*, wobei f* € H Lsg. von Af =g und H = H"(§2) mit Kern @7 ist.

1. WihleY ={y1,...,Ym} C 2, v,4,m > 0 und e = &7 bzw. e = P7, berechne die
Kollokationsmatrizen wie in Algorithmus 8.2.

2. Bestimme den diskreten Rekonstruktionskern durch Losung des LGS

(Ma,gr x +7In)Vxy = Ng,e,X,Y'

3. Bestimme die Matriz der Koeffizientenvektoren der Rekonstruktionskerne in der
Basis {97 (-, yx) | k=1,...,m} durch Losung des LGS

T
(Gar,y + 0By + L) MUK = 05 (WXy )
Ergebnis: (Lf7#7)y = NL@T’X’yMlZ&’@g‘;( ist eine Approzimation an (Lf*)y.

Eine kontinuierliche Approximation an Lf* kann man durch zusétzliche Regres-
sion mit den ermittelten Werten (LfY*")y unter Verwendung des Kerns ¢7—#
berechnen. Zieht man dazu wieder das Verfahren der Approximativen Inversen her-
an, so sind zwei weitere Vorberechnungsschritte notwendig. Der Einfachheit halber
wéhlen wir im Folgenden die zusétzlich frei wahlbare Auswertdatenmenge wieder
als Y. Die Vorberechnung der vom Operator A unabhéngigen, zusétzlichen Re-
konstruktionskernmatrix und der entsprechenden Koeffizientenmatrix erlaubt dann
nach Abschluss aller Prikalkulationsschritte eine direkte Berechnung des Koeffizi-
entenvektors des kontinuierlichen Approximanten an Lf* mit einem Aufwand von

(n? +m?). Das zusammengesetzte Verfahren schreibt sich wie folgt.
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Algorithmus 10.4 (Approzimative Inverse zur Feature-Rekonstruktion II)
Gegeben: X = {z1,...,z,} C {2, diskrete Daten g‘;(.

Gesucht: Lf*, wobei f* € H Lsg. von Af =g und H = H™(£2) mit Kern &7 ist.

1. Wihle Y ={y1,..-,Ym} C 2, y1, 1,01, Y2, pt2, M2 > 0 und e = &7 bzw. e = P7,
berechne die Kollokationsmatrizen wie in Algorithmus 8.2.

2. Bestimme den diskreten Rekonstruktionskern durch Losung des LGS

(Magr x + L)V y = Ng,e,X,Y'

3. Bestimme die Matriz der Koeffizientenvektoren der Rekonstruktionskerne in der
Basis {97 (-, yx) | k =1,...,m} durch Losung des LGS

T
(G¢r7y —+ #1@.{/ + T}llm) Miz;?,;nl = @{; ( ;?,Y)

4. Bestimme den zweiten diskreten Rekonstruktionskern durch Lésung des LGS

(@7 + 4ol )0 = 077

5. Bestimme die zweite Koeffizientenmatriz durch Losung des LGS
(quiﬁ’y + M2¢71—/_B + UQIm)MJ?{/M%W = @;_Bg[/g/z.

m

Ergebnis: (Lf’h#hﬂn )’727#27772 — Z (Mgi’f?’m NL,QT,X,YMQZSéL)g}m ggg)k@T_ﬁ(', yk)
k=1

ist eine Approximation an Lf*.

Am Ergebnis sieht man, dass sich die Matrix zur direkten Berechnung der Koeffi-
zienten einer Approximation an Lf* in der Darstellung {®"#(-,y) |k =1,...,m}
durch Multiplikation an den Datenvektor als M;zy“ 2N g x vy M Jl)é‘ V7 ergibt.
Obwohl also nur diskrete Daten von A f* zur Verfiigung stehen, kann nach Abschluss
der vier Priikalkulationsschritte in Algorithmus 10.4 eine kontinuierliche Approxi-

mation an Lf* schnell berechnet werden.

Nachdem wir nun die Vorgehensweise zur Feature-Rekonstruktion durch implizite
Losung der Ausgangsgleichung fiir das in dieser Arbeit eingefiithrte Verfahren der
Approximativen Inversen iibertragen haben, gehen wir noch auf die Moglichkeit ein,
den Auswertoperator direkt in den Rekonstruktionsprozess zu integrieren. In [57]
wurde von Louis im allgemeinen Hilbertraumfall gezeigt, wie der Operator L zur
Ermittlung eines angepassten Rekonstruktionskerns einbezogen werden kann. Als
Grundlage dient die Modifikation der zur Inversion von A mittels Approximativer

Inverser normalerweise verwendeten Gleichung A*¢7(-,z) = €7(-,x) aus (2.14) zu
A"V (-,x) = LY eV (+, x). (10.21)

Wir adaptieren im Folgenden die dort angewandte Strategie. Statt den Gleichungen
(8.25) betrachten wir nun das fiir den Urbildkern e = & ~# unter Beschrinkung auf
eine Auswertmenge Y aus (10.21) resultierende System
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AspCoyr) = L0 P(), k=1,...,m, (10.22)

wobei der adjungierte Operator L* : H™-#(2) — H7(£2) im Vorfeld bestimmt

werden muss. Fir kK =1,...,m folgt dann

(Lf)(yk:) = <Lf7 457_6('»?/k)>H775(9) = <f7 L*QT_B('ayk)>HT(Q)
= (/LAY uR)) g (o) = (Ax Fo ¥y gy )
= <ngwyk>e2(Rn) )

woraus sich durch Zusammenfassen der Gleichungen

(Lf)y =¥k y gx (10.23)

ergibt. Bei Kenntnis des kontinuierlichen Operators L* : H™~#(£2) — H7({2) kann
also nach einem Prikalkulationsschritt eine diskrete Version des gesuchten Features
ermittelt werden. Eine Approximative Inverse zur Regression in H™~7(£2) liefert

dann eine kontinuierliche Approximation an L f*.

FEine weitere Moglichkeit bietet sich bei speziellen Integralgleichungen. Da L als
Differentialoperator vorausgesetzt wurde, kann die Ausgangsgleichung fiir geeignete
Integralkerne mit partieller Integration umgeschrieben werden, um eine neue Glei-
chung fiir das gesuchte Feature L f aufzustellen. Wir verdeutlichen dies am Beispiel
2 = a,b) und Lf = f’. Nehmen wir an, dass alle betrachteten Funktionen die
Nullrandbedingungen f(a) = f(b) = 0 erfiillen und der Kern das Abklingverhalten

. lim k(x,t) = 0 besitzt, so kann man den Integraloperator in die Form
——00

b b~ B
Af(x):/ k(x,t)f(t)dtz/ B t) f)dt = Af(z)  (10.24)
bringen, wobei
k(z,t) = — /t k(xz,s)ds (10.25)

ist. Somit ldsst sich die Ausgangsgleichung Af = ¢ in eine Gleichung fiir f’ mit

unverdnderter rechter Seite g transformieren. Betrachtet man den normierten Kern

1
k(z,t) = 5e"‘”f—“, (10.26)
so ergibt sich
~ lez=t _1 <t
k(x,t) = 2 . (10.27)
1 —xz+t
—3e , x>t
Fiir den normierten Gauflkern
1 -
k(z,t) = ——e (@) (10.28)

N

erhilt man hingegen

k(z,t) = —Foq(t —z) = —% + e <"”” — t) , (10.29)

2\ V2
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wobei F), ;2 die Verteilungsfunktion der Gaufi’schen Normalverteilung mit Erwar-
tungswert g und Varianz o2 ist, und die Error-Funktion wie gewohnt definiert ist:

2 T
erf(z) = F/O et dt.

10.4 Numerische Beispiele

Beispiel 10.4 Wir wihlen 2 = [0,2] und betrachten den Integraloperator

Af(x) = /Q ke, 1) £(t) dt,

wobei k der normierte Gauflkern aus (10.28) ist. Wir interessieren uns fir die
Ableitung der Losung f*(z) = x3(2—x)* aus gestirten diskreten Daten, und wihlen
demzufolge Lf = f'. Weiter gehen wir von n = 400 dquidistanten Datenpunkten aus
und storen die Funktionswerte durch gleichverteiltes Rauschen mit 6 = 0.003. Wir
verwenden den mittels Simpson-Regel approrimierten Operator AY und benutzen
als Losungsverfahren die TP-Methode mit zusdtzlicher Beschrinkung des Koeffi-

zientenvektors aus (8.17) mit der Auswertmenge Y = X.

Als Erstes betrachten wir das Verfahren fiir die Ausgangsgleichung, in dem das LGS

(GNaw o x +vPx +nl,) o = Naw o, x gx

zu losen ist, und aus dem der Approzimant 7" =" o] "®(-,x;) resultiert. Die

Kollokationsmatriz zu L aus (10.6) ergibt sich als

oP .
(NL,@,X)ij = <Bx> (xi;x]‘)a ,] = 13 s, N,

wobei wir vom Wendlandkern ¢1 2 Gebrauch machen. Die diskretisierte Ableitung
der Rekonstruktion kann dann durch (Lf%")X = N ¢ x o berechnet werden.

Die modifizierte Integralgleichung gf’ = g erhdlt man mit dem Operator A aus
(10.24) und der Kernfunktion k aus (10.29). Da im vorherigen Verfahren durch
Ableiten des Kerns eine Differenzierbarkeitsordnung verloren geht, ziehen wir fir
die modifizierte Gleichung den Wendlandkern 5 = ¢1,1 heran. Entsprechend ergibt
sich das LGS

(GN,gw,qs,x +yPx + Ufn) &= Nzu g x 9%

fiir den Koeffizientenvektor, wodurch die Approzimation

n

()= al ().
i=1
an die Ableitung von f* resultiert. Bei Losung der Ausgangsgleichung erweisen sich
v = 107% und n = 1073 als gute Wahl, fir die modifizierte Gleichung geniigen
bereits die Parameter v = 1077 und n = 107°.
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10.1,c: Rekonstruktion von Lf* mit TP-
Verfahren bei direktem Ansatz (griin) und

iiber die modifizierte Gleichung (rot).

pd b A o o N w

2

0 0

10.1,e: Kollokationsmatrix Nz, &, x.
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0 0‘.5 i 1.‘5 2
10.1,b: Rekonstruktion von f* mit direktem
TP-Verfahren (griin).

-0.01 /

-0.02-

-0.03
0

100 20 a0 a0
10.1,d: Koeffizienten im TP-Verfahren bei
direktem Ansatz (griin) und iiber die mo-
difizierte Gleichung (rot).

0 o0

10.1,f: Modifizierter Integralkern k.

Abbildung 10.1. Feature-Rekonstruktion in Beispiel 10.4.

Die diskreten Daten und die Rekonstruktionen sind in Abb. 10.1,a - 10.1,c¢ dar-
gestellt. Man sieht, dass durch die Modifikation der Ausgangsgleichung eine leicht
bessere Approximation als durch das direkte Verfahren erreicht wurde. Ein Grund
dafiir konnte darin liegen, dass die Stabilitit beziiglich der Basisdarstellung von der
jeweils zu rekonstruierenden Funktion abhingt. Wie Abb. 10.1,d deutlich macht, re-
flektiert der Koeffizientenvektor im direkten Verfahren mit nachtriglichem Ableiten

die Gestalt von f*, wogegen im modifizierten Verfahren die Form von Lf* erkenn-

bar ist. Nichtsdestotrotz liefert auch das in allgemeineren Situationen einsetzbare

Verfahren mit impliziter Losung der Ausgangsgleichung ein gutes FErgebnis.
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In den Abbildungen 10.1,e - 10.1,f sind die Kollokationsmatriz zu L sowie der modi-
fizierte Integralkern veranschaulicht. Insbesondere ist erwdhnenswert, dass die Ra-
dialitdt des Ursprungskerns durch das Abdndern der Ausgangsgleichung verloren
geht. Zusammen mit der Tatsache, dass die Kollokationsmatrizen zu L bei asym-
metrischer Kollokation unabhdingig vom Operator A vorberechnet werden kénnen,

legt dies bei komplexeren Problemen die Verwendung des direkten Verfahrens nahe.

Abschlielend greifen wir Beispiel 7.3 wieder auf, um aus verwischten Daten des
Cameraman-Testbildes direkt partielle Ableitungen zu rekonstruieren. Als reprodu-
zierenden Kern wihlen wir eine Gauflifunktion, was verdeutlicht, dass die Anwend-

barkeit der hergeleiteten Verfahren nicht auf Sobolevraume beschréankt ist.

Beispiel 10.5 Wir benutzen die in Beispiel 7.3 eingefiihrte Zerlequng der Eins zur
Aufspaltung des (256 x 256)-Ausgangsbildes in iberlappende Teilbilder der Grifie
(32x32), die eine Aufteilung der Datenpunkte in X1, ..., Xoos induziert. Zur Losung
der lokalen Probleme verwenden wir Algorithmus 10.3. Die Approximative Inverse
wird also fiir das Ausgangsproblem wvorberechnet, und die interessierenden Ablei-

tungen werden durch Anwendung auf den Ansatzkern bestimmd.

Wir betrachten erneut die mit dem Kern ks(r) = %3_26_”5 verwischten Daten

zum Skalierungsparameter s = ﬁ, benutzen diesmal jedoch als Ansatzfunktion den
mit § = % skalierten Gaufskern

¢S(x’ y) = e_ﬁ((Il_Ul)2+(w2_y2)2)

Wir interessieren uns fir die Auswertoperatoren

0 0 9? 9?
L= — = — Ly :=A=
T 2 D und Lg

o2 T oa3

Die bendtigten Ableitungen von @5 werden ermittelt als

0D, _

axl =S 2(y1 - xl)gps(xa y)7

0D, _

8.’E2 =S 2(2/2 - ‘132)453(33, y)7
’e, 0P
0o, oo,

dr s {(92 — )5 (@) - ¢s($,y)] :

Da der Faktor s=2 sowohl in den ersten als auch in den zweiten partiellen Ablei-
tungen auftaucht, ist es numerisch vorteilhaft, s> (8% + 68—;%) statt des Laplace-
Operators zu rekonstruieren. Die lokalen asymmetrischen Kollokationsmatrizen zu
L konnen nun gemdfs (10.6) fir die interessierenden Operatoren auf der ersten
Partitionsmenge Y := X1 bestimmt werden.

Zur Vorberechnung der Koeffizientenmatriz M;Zl;fln der lokalen Approximativen In-

versen auf der ersten Partitionsmenge wdhlen wir wie in Beispiel 8.5 die Parameter
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~v=107%, 4 =10"5, n = 10~°. Fir die Auswertoperatoren L;, i = 1,2,3 sind dann

alle lokalen Approzimanten durch

(Lif%llvn)xj = NLi,Q,Xquz:l)?:’ ng, j = 1,,225

gegeben. Diese werden nun mit der Zerlegung der Eins zu globalen Approximationen
der jeweiligen Transformation des unbekannten Ausgangsbildes zusammengesetzt,
und wir erhalten die in Abb. 10.2 dargestellten Ergebnisse. Im Fall gestorter Daten
ist natirlich eine stirkere Regularisierung zur Berechnung der lokalen Approxima-
tiven Inversen notwendig. Fir gleichverteiltes Rauschen der Gréfle 6 = 0.01 bzw.
0 = 0.02 erhdlt man mit den Parametern v = 0.01, u = 0.01 und n = 0.1 die in
Abb. 10.3 veranschaulichten Rekonstruktionen.

10.2,a: Ausschnitt der verwischten Daten.

10.2,c: Ly f7H7. 10.2,d: Lo f7#7.

10.2,e: [La f7#7| + | Lo fH01). 10.2,f: AfroHn.

Abbildung 10.2. Feature-Rekonstruktion fiir das mit e ™/* und s = 1;—8 verwischte

Cameraman-Testbild mittels Zerlegung der Eins und lokaler AI in Beispiel 10.5.
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10.3,a: Ausschnitt der verwischten und mit 10.3,b: Approximation f7*" fiir 6 = 0.01.

0 = 0.01 gestorten Daten.

fiir § = 0.01.

+ |L2f’YaHa77

10.3,c: |Ly frHn

&

N
o =
_J

0

i

10.3,f: Approximation f7*" fiir § = 0.02.

10.3,e: Ausschnitt der verwischten und mit

0 = 0.02 gestorten Daten.

10.3,h: AfTH#7 fiir § = 0.02.

10.3,g: |Ly f7H7) + [Lo f7#7] fiir § = 0.02.

Abbildung 10.3. Feature-Rekonstruktion fiir das mit e’/ und s = % verwischte und

durch gleichverteiltes Rauschen mit § = 0.01 bzw. § = 0.02 gestorte Cameraman-Testbild
mittels Zerlegung der Eins und lokaler Al in Beispiel 10.5.



Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurden unterschiedliche Verfahren zur numerischen Lésung von
Integralgleichungen hergeleitet und miteinander in Verbindung gebracht. Diese ver-
wenden ein semi-diskretes Modell und nutzen die spezielle Struktur von Hilbert-

rdumen mit reproduzierendem Kern aus.

Nach Einfiihrung in die Thematik und Bereitstellung der Grundlagen wurde in

Kapitel 3 eingehend ein TP-Verfahren behandelt. Mittels expliziter Sobolev-Fehler-
abschétzungen konnte Konvergenz im Fall exakter Daten sichergestellt werden. Im
Fall gestorter Daten gelang es, geeignete Parameterwahlen fiir unterschiedliche Feh-
lermodelle anzugeben. Desweiteren wurde die Einbeziehung von Randinformationen

erortert.

Anschliefend wurden in Kapitel 4 SVR-Methoden zur Losung von Integralglei-
chungen adaptiert. Die Vernachlissigung kleiner Datenfehler durch einen zusétz-
lichen Abschneideparameter in der Zielfunktion fiithrte in Kombination mit der
Projektion auf einen Unterraum zu quadratischen Programmen. Die Garantie von
Stabilitdt mit Hilfe dieses neuen Parameters stellte sich als vorteilhaft heraus, was
sowohl Fehlerabschétzungen mit gekoppelten Parameterstrategien als auch numeri-
sche Tests verdeutlichten. In Kapitel 5 wurde die Fehlertheorie durch eine zusétz-
liche Diskretisierung des Operators vervollstandigt, was auflerdem den Vorteil der
einfachen Berechenbarkeit aller benotigten Matrizen mit sich bringt. Als nachtei-
lig bei den SVR-Verfahren erwies sich lediglich der erhéhte numerische Aufwand
zur Losung quadratischer Programme im Vergleich zu den bei TP-Regularisierung

auftretenden Gleichungssystemen.

Vor der Untersuchung weiterer Rekonstruktionsverfahren wurden zwei angrenzende
Themengebiete beleuchtet. In Kapitel 6 stand eine Methode zur Datenvorgldttung
durch Faltung mit approximativen Einheiten im Fokus. FEine optimale Strategie zur
Fehlerdampfung lief} sich fiir Sobolevkerne durch angepasste Skalierung herleiten. In
Kapitel 7 wurde am Beispiel von Blurring-Operatoren demonstriert, dass eine star-
ke Beschleunigung des Rekonstruktionsprozesses durch Zerlegung der Eins erreicht
werden kann. Fiir nichtlokalisierende Integraloperatoren erméglichte dies zumindest
eine Reduktion des numerischen Aufwands, und der globale Approximationsfehler
blieb auch in dieser Situation durch die lokalen Fehler beschrankt.



184 Fazit und Ausblick

Kapitel 8 beschiiftigte sich mit der Adaption des Verfahrens der Approximativen
Inversen auf Hilbertrdume mit reproduzierendem Kern. Es wurde erarbeitet, wie
in zwei Schritten ein datenunabhéngiger Rekonstruktionskern vorberechnet werden
kann, der im Anschluss die schnelle Approximation gesuchter Funktionen fiir un-
terschiedliche diskrete Daten zulésst. Insbesondere in Kombination mit einer Zer-
legung der Eins erwies sich dies fiir Blurring-Operatoren als hilfreich, da ein im
Voraus ermittelter Rekonstruktionskern die effiziente Berechnung aller lokalen Ap-
proximanten erlaubt. Auflerdem wurde anhand der TP-Methode belegt, dass die

Qualitéit des zu Grunde liegenden Approximationsverfahrens erhalten bleibt.

Kapitel 9 erbrachte den Nachweis, dass auch iterative Methoden wie Landweber-
und CG-Verfahren im semi-diskreten Modell effizient eingesetzt werden koénnen.
Es wurde gezeigt, wie die Einbeziehung einer Approximativen Inversen zur Re-
gression die Erzeugung einer kontinuierlichen Approximation aus diskreten Da-
ten gestattet, obwohl jeder Iterationsschritt nur Matrix-Vektor-Multiplikationen
erfordert. Schliefflich stand in Kapitel 10 das allgemeinere Problem der Feature-
Rekonstruktion im Blickpunkt, bei dem die Verwendung einer Approximativen
Inversen untersucht und unterschiedliche Wege zur expliziten bzw. impliziten In-
tegration des Auswertoperators in den Rekonstruktionsprozess erldutert wurden.
Wie auch in allen vorhergehenden Kapiteln bestétigten numerische Experimente

die theoretischen Uberlegungen.

Das zu Grunde gelegte semi-diskrete Modell bewéhrte sich in vielerlei Hinsicht. So
konnten trotz der realistischen Annahme diskreter Messwerte unterschiedliche Da-
tenfehlertypen leicht berticksichtigt werden. Durch die Beschréinkung auf Hilbert-
rdume mit reproduzierendem Kern kommen zudem alle resultierenden Verfahren
mit der Vorwéartsanwendung des betrachteten Operators aus, insbesondere eriibrigt
sich also die Berechnung des kontinuierlichen Adjungierten. Ebenso konnten Nor-
mierungsbedingungen dank des Funktionalansatzes direkt einbezogen werden. Die
Einarbeitung von Positivitétsrestriktionen ist dagegen verfahrensabhéngig, jedoch
in quadratischen Programmen ohne Schwierigkeiten moglich. Dies unterstreicht die
Flexibilitdt der SVR-Methoden und legt die Ausnutzung dieses Freiraums durch
weitere Modifikationen der Zielfunktion nahe. Beispielsweise ist eine Verwendung
der ¢;-Norm des Koeffizientenvektors und des Gradienten V f im Regularisierungs-

term, wie in der Bildverarbeitung iiblich, umsetzbar.

Auch die Entwicklung spezieller Loser fiir die eingefithrten quadratischen Program-
me zur Verbesserung der praktischen Anwendbarkeit ist von Interesse. Ein grofler
Geschwindigkeitsgewinn kann allerdings bereits durch geschickte Startpunktwahl
analog zu Beispiel 9.7 zustande gebracht werden. So bietet sich die Vorberechnung
einer Approximativen Inversen zur Bestimmung eines Startkoeffizientenvektors an,

um die SVR-~Algorithmen nur noch zur Nachiteration zu gebrauchen.

Ein weiterer Ankniipfungspunkt ist die Adaption der hergeleiteten Verfahren auf
andere Problemfelder. So kénnen beispielsweise die SVR-Verfahren zur Losung par-
tieller Differentialgleichungen abgewandelt werden. Dank der Lokalisierungseigen-
schaft von Differentialoperatoren kommen auch in dieser Situation die Vorteile ei-



Fazit und Ausblick 185

ner Aufspaltung mittels Zerlegung der Eins voll zum Tragen. Desweiteren ist die
Anwendung der SVR-Methoden auf nichtlineare Probleme ein spannendes Thema

zukiinftiger Forschung.

Neben den Ansétzen, die auf quadratischer Programmierung basieren, verdient eine
Reihe weiterer Aspekte eine genauere Untersuchung. Zum einen beschréinkte sich
diese Arbeit auf positiv definite radiale Basisfunktionen. Eine Erweiterung auf po-
sitiv semidefinite Funktionen wie die Multiquadric-Kerne ist zum Beispiel fiir das
TP-Verfahren ohne Weiteres durchfiihrbar. Zum anderen stellt sich die Frage einer
optimalen Kernskalierung, die jedoch bereits im Regressionsfall nicht zufrieden-
stellend geklért ist. Die Umsetzung von Multiskalenverfahren ist vom numerischen
Standpunkt aus einfach zu bewerkstelligen, allerdings erschwert dies die Fehler-

theorie enorm.

Weiterhin wurden in dieser Arbeit stets méBig schlecht gestellte Probleme behan-
delt. Eine offene Frage ist daher, ob die zur Verfiigung gestellte Lo-Theorie auf expo-
nentiell schlecht gestellte Probleme iibertragen werden kann. Zudem setzen die her-
geleiteten a-priori-Parameterwahlen die Kenntnis einer Information iiber die Glatt-
heit der gesuchten Funktion voraus. Eine Anpassung von a-posteriori-Strategien
auf das semi-diskrete Modell kénnte sich insofern als hilfreich erweisen. Auch die
in Abschnitt 3.5 vorgestellte Idee zur Einbeziehung von Randinformationen ver-
dient weitere Aufmerksamkeit. Eine Ubertragung auf Fredholm-Operatoren ist auf
verschiedene Arten denkbar und sollte im Hinblick auf héhere Raumdimensionen

analysiert werden, da dort der Interpolationsschritt néher zu spezifizieren ist.

Ein anderer interessanter Aspekt ist die Verteilung der Datenpunkte. Zwar ist die
Verwendung aller betrachteten Verfahren fiir beliebig verstreute Daten moglich,
jedoch bereiten sowohl Fehlerabschitzungen als auch numerische Tests bei nicht
quasi-uniformer Verteilung Probleme. Daher kénnten in dieser Situation Punktaus-
wahlverfahren herangezogen werden, um Punkte mit ,niitzlicher Information zu
identifizieren und Redundanz zu vermeiden. Typische Vertreter dieser Verfahren
sind sogenannte Greedy-Methoden, deren Anwendung sich im Bildbereich des Ope-
rators anbietet. Auch die Kopplung eines Regressionsschritts mit einer fiir Netzdaten

vorberechneten Approximativen Inversen zur Operatorinversion ist zu erwégen.

Schliellich sind in der konkreten Anwendung eventuell weitere Vorberechnungen
sinnvoll. Beispielsweise bei der Feature-Rekonstruktion in Kapitel 10 kénnte gepriift
werden, ob man von der Kenntnis des kontinuierlichen Adjungierten des Auswert-

operators zwischen Sobolevraumen profitieren kann.

Zusammenfassend wurde eine Reihe praxisrelevanter Algorithmen zur numerischen
Losung von Integralgleichungen eingefithrt und studiert. Insbesondere die SVR-
Methoden und das Verfahren der semi-diskreten Approximativen Inversen erwiesen
sich als vielseitig einsetzbar. Durch genaue Fehleranalysen wurden auflerdem zahl-
reiche Zusammenhénge aufgezeigt, die fiir zukiinftige Forschung im Bereich der

inversen Probleme relevant sind.
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