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Abstract

The topic of this thesis is the solution of integral equations in reproducing kernel

Hilbert spaces. Special emphasis is put on the efficient exploitation of the space

structure by a semi-discrete modelling.

Firstly, a Tikhonov-Phillips method is considered and Sobolev error estimates as

well as parameter strategies are established for various noise models. A modifica-

tion of the objective function leads to support vector regression methods resulting

in quadratic programming algorithms. The aforementioned error theory can be ge-

neralised to these nonlinear approaches and numerical tests indicate a considerable

stability improvement.

Beside these new reconstruction techniques, a convolution method for data pre-

smoothing is discussed and a scaling strategy is presented. Furthermore, a partition

of unity decomposition approach is investigated and applied to blurring operators.

Additional speed-up is accomplished by adapting the concept of Approximate Inver-

se to reproducing kernels. The resulting procedure is also included in semi-discrete

iterative methods. Finally, the application of the presented techniques to feature re-

construction problems is analysed. The behaviour of all algorithms is substantiated

with numerical examples.





Kurze Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Lösung von Integralgleichungen in Hilberträumen

mit reproduzierendem Kern. Besonderes Augenmerk liegt auf der effizienten Aus-

nutzung der Raumstruktur durch eine semi-diskrete Modellierung.

Zunächst wird ein Tikhonov-Phillips-Verfahren betrachtet und für verschiedene Feh-

lermodelle werden Sobolev-Abschätzungen und Parameterstrategien aufgestellt. Bei

Modifikation der Zielfunktion ergeben sich Support-Vektor-Regressionsmethoden,

die auf quadratische Programme führen. Die vorangegangene Fehlertheorie kann

auf diese nichtlinearen Ansätze übertragen werden, und numerische Tests zeigen

einen deutlichen Stabilitätsgewinn.

Neben diesen neuen Rekonstruktionstechniken diskutieren wir die Möglichkeit der

Datenvorglättung durch Faltung und leiten eine Skalierungsstrategie her. Deswei-

teren untersuchen wir eine Methode zur Aufspaltung mittels Zerlegung der Eins

und wenden das Verfahren auf Blurring-Operatoren an. Zusätzliche Beschleunigung

wird durch Adaption des Konzepts der Approximativen Inversen auf reproduzie-

rende Kerne erreicht. Die resultierende Prozedur wird außerdem in semi-diskreten

iterativen Verfahren verwendet. Schließlich wird die Übertragung der hergeleite-

ten Techniken auf Feature-Rekonstruktionsprobleme analysiert. Das Verhalten aller

eingeführten Algorithmen illustrieren wir anhand numerischer Beispiele.
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1

Einleitung

Das Ziel bei der numerischen Lösung von Regressionsproblemen und Operator-

gleichungen besteht darin, eine Funktion bestmöglich aus (transformierten) diskre-

ten Werten zu rekonstruieren. Dabei ist insbesondere die Situation gestörter Daten

von Interesse, die dem Aspekt der Stabilisierung besondere Bedeutung zukommen

lässt. Vom mathematischen Standpunkt aus betrachten wir Operatoren A : X → Y
zwischen zwei Hilberträumen X und Y, wobei stets vorausgesetzt wird, dass X einen

reproduzierenden Kern besitzt. Ist die rechte Seite g ∈ Y gegeben, so interessieren

wir uns für eine Lösung f∗ der Gleichung

Af = g. (1.1)

Typische Beispiele solcher Gleichungen erhält man für Differentialoperatoren und

die in dieser Arbeit untersuchten kompakten Integraloperatoren der Form

Af(x) :=

∫

Ω

k(x, t) f(t) dt, (1.2)

wobei Ω ⊂ Rd ein gegebenes beschränktes Gebiet ist, und der Integralkern k :

Ω×Ω → R bewirkt, dass das Bild von A unendlichdimensional ist. Das System (1.1)

kann keine, genau eine oder mehrere Lösungen besitzen. Für kompakte Operatoren

hängt die Lösung außerdem nicht stetig von den Daten ab. Ist g ∈ R(A)⊕R(A)⊥,

so betrachtet man statt (1.1) das Ersatzproblem

min
f∈X

{‖Af − g‖Y} (1.3)

bzw. eine stabilisierte Version wie die Tikhonov-Phillips-Regularisierung

min
f∈X

{
‖Af − g‖2Y + γ‖f‖2X

}
, (1.4)

wobei γ > 0 ein Glättungsparameter ist, dessen angepasste Wahl für die Qualität

der Methode entscheidend ist. Weitere Verfahren zur Stabilisierung des Rekonstruk-

tionsprozesses sind die abgeschnittene Singulärwertzerlegung, iterative Prozeduren

wie das Landweber- oder das CG-Verfahren, und das allgemeine Konzept der Ap-

proximativen Inversen [56]. Einen Überblick zu Regularisierungsverfahren kann man

sich in der Monographie von Louis [52] verschaffen.
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Bei der numerischen Lösung von (1.3) bzw. (1.4) sind naturgemäß Diskretisierungs-

aspekte zu beachten. So ist auch bei Rechnung mit dem kontinuierlichen Operator

das Ergebnis geeignet zu diskretisieren [72]. Alternativ kann zu Beginn auf einen

endlichdimensionalen Unterraum von X projiziert werden, wodurch sich üblicher-

weise ein schlecht konditioniertes Gleichungssystem ergibt. Die erste Möglichkeit

ist insofern problematisch, als in Anwendungen oft nur diskrete Werte der rechten

Seite zur Verfügung stehen. Eine elegante Alternative ist die direkte Einbeziehung

des Diskretisierungsprozesses in die Modellierung und die Betrachtung der Aufga-

benstellung als semi-diskretes inverses Problem.

Wir setzen in dieser Arbeit voraus, dass für eine Menge X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω von

n verschiedenen Datenpunkten nur die diskreten Funktionswerte gX = (g1, . . . , gn)
T

mit gj = g(xj) bekannt sind. Unser Ziel ist die stabile Rekonstruktion der unbe-

kannten Funktion f∗ ∈ X aus diesen Punktauswertungen von g auf der Datenmenge

X. Das (1.4) entsprechende Optimierungsproblem nimmt somit die Form

min
f∈X

{
‖(Af)|X − gX‖2ℓ2 + γ‖f‖2X

}
. (1.5)

an. Da die beobachtbaren Werte gj verrauscht sein können, ist weiter

min
f∈X

{
‖(Af)|X − gδX‖2ℓ2 + γ‖f‖2X

}
(1.6)

von Interesse, wobei gδj ≈ g(xj) die tatsächlich gemessenen Datenwerte sind und der

Index δ die Datenstörung quantifiziert. Zumeist werden wir von deterministischen

Datenstörungen der Form |g(xj) − gδj | ≤ δ für j = 1, . . . , n ausgehen, in Kapitel 3

untersuchen wir jedoch auch die Auswirkung stochastischer Rauschterme. Für die

Probleme (1.5) und (1.6) spielt der Kollokations-Operator

AX : X → Rn, (AXf)j = Af(xj), j = 1, . . . , n

eine entscheidende Rolle. Ein ähnlicher Operator wurde bereits in [10] und [11] be-

trachtet. Die Komponentenfunktionen wurden dort nicht als Punktauswertungen

eines Integraloperators definiert, sondern als beliebige stetig lineare Funktionale

auf einem Hilbertraum. Insbesondere wurde in diesen Arbeiten ein Lösungskon-

zept über die Singulärwertzerlegung angegeben, und die Übertragung bekannter

Lösungsmethoden für inverse Probleme auf die semi-diskrete Situation wurde disku-

tiert. Allerdings wurden weder L2-Fehlerabschätzungen noch eine zufriedenstellende

a-priori-Strategie für den Regularisierungsparameter hergeleitet. Das Aufstellen sol-

cher Fehlerschranken und verfahrensabhängiger Parameterwahlen ist ein zentrales

Ziel dieser Arbeit.

Die Minimierungsprobleme (1.5) und (1.6) wurden außerdem im Kontext von spline

smoothing betrachtet [17, 93, 94, 95, 104], was der speziellen Situation A = id ent-

spricht. In den meisten dieser Arbeiten ist X ein Hilbertraum mit reproduzierendem

Kern (reproducing kernel Hilbert space, RKHS), wodurch man zu einer eleganten

Lösungsprozedur gelangt. Solch ein Raum ist durch die Eigenschaft charakterisiert,

dass Punktauswertungen stetig sind. Spezielle RKHS sind die Sobolevräume Hτ (Ω)

mit τ > d/2, wobei der Index τ ein Maß für die Glattheit der Funktionen ist.
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Neben der Anwendung beim spline smoothing wurden RKHS erfolgreich zur Lösung

partieller Differentialgleichungen eingesetzt. Eine Übersicht über die sogenannten

verallgemeinerten Interpolationsmethoden (generalized interpolation bzw. generali-

zed recovery) ist in [101, Kapitel 16] zu finden. Exemplarisch seien die Beiträge in

[25, 28, 29] als Anwendungen für PDE’s genannt.

Weiterhin werden RKHS im Bereich der Lerntheorie oder auch machine learning

benutzt, wo die Synthese einer Funktion aus diskreten Daten (x1, y1), . . . , (xn, yn)

in einem stochastischen Kontext im Fokus steht [62]. Eine notwendige Anforderung

an eine gute Rekonstruktion ist einerseits ein gutes Approximationsverhalten auf

den Trainingsdaten, die zur Bestimmung von f dienen, d.h. für diese Punkte sollte

der Abstand |f(xi) − yi| möglichst klein sein. Andererseits ist für f eine Genera-

lisierungseigenschaft wünschenswert, damit auch im Vorfeld unbekannte Testdaten

gut approximiert werden können. Die daraus resultierende Anforderung einer an-

gepassten Komplexität wirft die zentralen Fragen auf, wie der Hypothesenraum zu

wählen ist, in dem eine Approximation konstruiert wird, und wie die gegebenen

Daten effizient eingesetzt werden können [18, 73].

Um Lernen als inverses Problem aufzufassen, wurde der sogenannte Sampling-

Operator (SXf)j = f(xj), j = 1, . . . , n eingeführt [20, 19, 6]. In diesen Arti-

keln wurde herausgearbeitet, dass machine learning genau wie spline smoothing als

(stochastisches) Analogon des eingangs eingeführten semi-diskreten inversen Pro-

blems aufgefasst werden kann, wenn der Operator A gerade als Identität auf X
gewählt wird. Im Kontext der so entstehenden Regressionsprobleme ist neben dem

Tikhonov-Phillips-Funktional die sogenannte ǫ-intensive Abstandsfunktion

|x|ǫ =





0 , |x| ≤ ǫ

|x| − ǫ , |x| > ǫ

von besonderem Interesse, da die Vernachlässigung kleiner Fehler einen zusätzli-

chen Stabilitätseffekt vermuten lässt. In diesem Fall betrachtet man Minimierungs-

probleme der Form

min
f∈X

{
n∑

i=1

|f(xi)− gδi |ǫ + γ‖f‖2X

}

und bezeichnet die resultierenden Lösungsverfahren als Support-Vektor-Regressions-

methoden (SVR-Methoden) [91]. Für den Spezialfall der Klassifikation wurden

SVR-Methoden Anfang der 90er Jahre von Boser, Guyon und Vapnik eingeführt

[12] und im Folgenden konsequent erweitert [16, 90]. Einen Überblick zu SVR-

Methoden kann man sich in [15, 81, 83] verschaffen, Fehlerabschätzungen und a-

priori-Parameterwahlen sind in [77] zu finden. Zur Lösung von Integralgleichungen

wurden entsprechende Verfahren bisher nicht eingehend untersucht. Vapnik ver-

wendet zwar in [90] die ǫ-Abstandsfunktion in Verbindung mit einem Standard-

Regularisierungsterm zur Inversion der Radon-Transformation, allerdings werden

weder Fehlerabschätzungen noch eine geeignete Parameterstrategie angegeben.

Nachdem wir nun die Problemstellung eingeordnet haben, soll der in dieser Arbeit

geleistete Beitrag skizziert werden. Nach Einführung der Grundlagen in Kapitel 2
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wird in Kapitel 3 gezeigt, wie für das semi-diskrete Tikhonov-Phillips-Verfahren

(TP-Verfahren) ein optimaler Kompromiss zwischen Approximationsgüte und Sta-

bilität erzielt werden kann. Dazu ist erwartungsgemäß eine a-priori-Information über

die Norm der gesuchten Funktion nötig. Desweiteren leiten wir bei Beschränkung

auf Sobolevräume L2-Abschätzungen her, die in Termen der Datendichte sowohl für

exakte als auch für gestörte Daten explizite Fehlerbetrachtungen erlauben. Durch

die Untersuchung deterministischer und stochastischer Rauschterme zeigen wir wei-

ter, wie für absolute bzw. relative Datenstörungen sinnvolle Parameterwahlen ab-

geleitet werden können. Die zentralen Ergebnisse dieses Kapitels wurden bereits in

[47] veröffentlicht.

In Kapitel 4 wird erläutert, wie die SVR-Methoden als Projektionsverfahren zur

Lösung von Integralgleichungen adaptiert werden können. Nach Formulierung der

Algorithmen mittels quadratischer Programme werden ausführliche Fehlerunter-

suchungen durchgeführt, die insbesondere gekoppelte Strategien für die Parameter

γ und ǫ hervorbringen. Numerische Tests unterstreichen diese Resultate und zeigen

außerdem, dass die SVR-Verfahren bessere Ergebnisse als das entsprechende Projek-

tionsverfahren mit TP-Regularisierung liefern. Neben Stabilität im Funktionenraum

verifizieren wir bei den SVR-Methoden auch numerische Stabilität, indem wir die

Kondition der relevanten Systemmatrix unabhängig von den kleinen Singulärwerten

des semi-diskreten Operators abschätzen.

Liegt die gesuchte Funktion nicht im Ansatzraum, so kann dieser Mangel durch ge-

eignete Operatordiskretisierung behoben werden. Wir weisen dies in Kapitel 5 nach,

indem wir die vorgestellten TP- und SVR-Verfahren anpassen und eine erweiterte

Fehlertheorie entwickeln.

Bevor wir weitere Regularisierungsverfahren betrachten, wenden wir uns in Kapitel

6 der Datenvorglättung mittels Faltung zu. Wir zeigen, wie Faltungsoperatoren

mit Sobolevkern optimal skaliert werden können, um eine möglichst gute Fehler-

dämpfung für gegebene diskrete Daten zu gewährleisten.

In Kapitel 7 behandeln wir die in den Kontexten Interpolation und PDE’s bekannte

Methode der Zerlegung der Eins, welche zur Aufspaltung in lokale Probleme ver-

wendet werden kann. Für beliebige Integralgleichungen ermöglicht dies die Reduk-

tion der Berechnungsdimension auf die Größe der lokalen Probleme. Exemplarisch

zeigen wir für Blurring-Operatoren, dass eine schwache Lokalisierungseigenschaft

auch die Beschränkung auf lokale Daten und damit eine weitere Beschleunigung

des Rekonstruktionsprozesses erlaubt. Außerdem leiten wir eine Abschätzung des

resultierenden L2-Fehlers durch die lokalen Approximationsfehler her.

In Kapitel 8 beschäftigen wir uns mit dem von Louis entwickelten Verfahren der

Approximativen Inversen [53, 54]. Wir zeigen, wie dieses auf die betrachtete Si-

tuation der Kollokation in RKHS angepasst werden kann. Ein datenunabhängiger

Rekonstruktionskern wird in zwei Stufen vorberechnet, um schließlich eine konti-

nuierliche Approximation der gesuchten Funktion durch einfache Matrix-Vektor-

Multiplikation an die diskreten Daten erzeugen zu können. Dies ermöglicht ei-
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ne effiziente Lösung von Operator-Inversionsproblemen. Auch für gestörte Daten

stehen gemäß Kapitel 3 Parameterstrategien zur Verfügung. Neben Stabilität im

Funktionenraum erreichen wir auch Stabilität hinsichtlich der Basisdarstellung. Die

Anwendbarkeit der hergeleiteten Methode wird erneut am Beispiel von Blurring-

Operatoren demonstriert.

Die beiden bekanntesten iterativen Verfahren zur Lösung inverser Probleme passen

wir in Kapitel 9 an das semi-diskrete Modell an. Wir leiten her, wie das Verfahren

der Approximativen Inversen im Landweber- bzw. CG-Verfahren sinnvoll integriert

werden kann. Dabei stellt sich heraus, dass eine kontinuierliche Approximation

erzeugt werden kann, obwohl in jedem Iterationsschritt lediglich Matrix-Vektor-

Multiplikationen zu berechnen sind. Für die entsprechend modifizierte Landweber-

Methode weisen wir außerdem Konvergenz nach.

Mit dem Problem der Feature-Rekonstruktion befassen wir uns in Kapitel 10. Wir

zeigen, dass sich die hergeleiteten Verfahren nicht nur stabil zur Rekonstruktion der

Lösung f∗ von Af = g, sondern auch zur Bestimmung linearer Transformationen

Lf∗ verwenden lassen, wenn dieses Ziel im Rekonstruktionsprozess berücksichtigt

wird. Für Differentialoperatoren L weisen wir bei Beschränkung auf Sobolevräume

auch in dieser allgemeinen Situation Konvergenz nach und leiten ein Saturierungs-

resultat für gestörte Daten her. Auch die in Kapitel 8 eingeführte Methode der

Approximativen Inversen adaptieren wir an die verallgemeinerte Aufgabenstellung.

Schließlich wenden wir das resultierende Verfahren zur Kantendetektion in ver-

wischten Bildern an. Die entsprechenden numerischen Experimente bestätigen die

theoretischen Resultate und demonstrieren die Praxisrelevanz.

Abgeschlossen wird diese Arbeit mit einem Fazit und einem kurzen Ausblick auf

zukünftige Forschungsschwerpunkte.





2

Grundlagen

In diesem Kapitel geben wir eine Einführung in die Themenbereiche Approximation

in Hilberträumen und inverse Probleme, die für das Verständnis der Arbeit nötig

sind. Wir beginnen mit einem kurzen Überblick über Lp-Räume, Eigenschaften der

Fouriertransformation und Approximation durch Faltung. Danach führen wir die

Sobolevräume ein, die als wichtiger Spezialfall der Hilberträume mit reproduzieren-

dem Kern von besonderem Interesse sind. Im Anschluss gehen wir allgemein auf

RKHS ein und stellen das verallgemeinerte Interpolationsproblem vor. Zum Schluss

des Abschnitts erläutern wir Standardverfahren zur Lösung inverser Probleme.

2.1 Lp-Räume, Fouriertransformation und Faltung

Wir setzen in dieser Einführung grundlegende Begriffe der Integrationstheorie vor-

aus, die in aller Ausführlichkeit in [37] nachgelesen werden können. Eine kurze und

verständliche Einführung ist beispielsweise in [21] zu finden. In diesem Abschnitt

sei Ω ⊂ Rd stets ein Gebiet. Desweiteren bezeichnen wir mit µ das Lebesgue-Maß

auf Rd und sprechen im Folgenden stets von Messbarkeit im Sinne des Lebesgue-

Maßes. Man identifiziert nun auf Ω messbare Funktionen, die bis auf Nullmengen

übereinstimmen, und erklärt für 1 ≤ p < ∞ den Raum Lp(Ω) als die Menge der

auf Ω reell- oder komplexwertigen messbaren Funktionen, für die das Integral

‖f‖Lp(Ω) :=

(∫

Ω

|f(x)|p dx
)1/p

existiert. Die auf diese Weise eingeführte Norm macht Lp(Ω) zu einem Banachraum,

für p = ∞ ergibt sich mit der (wesentlichen) Supremumsnorm

‖f‖L∞(Ω) := inf
µ(N)=0

sup
x∈Ω\N

|f(x)|

der Banachraum L∞(Ω). Lediglich L2(Ω) ist, mit dem inneren Produkt

〈f, g〉 =
∫

Ω

f(x) g(x) dx

ausgestattet, ein Hilbertraum. Eine nützliche Vertauschbarkeitsaussage liefert der

Satz von Lebesgue (Satz über die majorisierte Konvergenz).
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Satz 2.1 ([21], Lemma 4.16) Seien U ⊂ Rd messbar und (fk)k∈N eine punkt-

weise konvergente Folge messbarer Funktionen. Existiert eine Funktion g ∈ L1(U)

mit |fk(x)| ≤ g(x) für alle k ∈ N und fast alle x ∈ U , so gilt

lim
k→∞

∫

U

fk(x) dx =

∫

U

lim
k→∞

fk(x) dx.

Ein in dieser Arbeit häufig gebrauchtes Hilfsmittel ist die Fouriertransformation.

Definition 2.2 Für f ∈ L1(Rd) bezeichnen wir die Fouriertransformierte mit

Ff(ω) := f̂(ω) := (2π)−d/2
∫

Rd

f(x) e−ix
Tω dx

und die inverse Fouriertransformierte mit

F−1f(x) = (2π)−d/2
∫

Rd

f(ω) eix
Tω dω.

Für f ∈ L1(Rd) ist die Fouriertransformierte stetig. Ist hingegen f ∈ L1(Rd) stetig

und f̂ ∈ L1(Rd), so gilt die Umkehrformel

f(x) = (2π)−d/2
∫

Rd

f̂(ω) eix
Tω dω.

In vielen Anwendungen ist im Zusammenhang mit Fouriertransformation die Fal-

tung zweier Funktionen f, g ∈ L1(Rd) von Bedeutung, die durch

(f ∗ g)(x) :=
∫

Rd

f(x− t) g(t) dt

definiert wird. Die in dieser Arbeit relevanten Rechenregeln der Fouriertransforma-

tion werden im folgenden Satz aufgelistet, die entsprechenden Beweise können zum

Beispiel in [84] nachgelesen werden.

Satz 2.3 Seien f, g ∈ L1(Rd).

1. Für Ssf(x) := f (x/s), s 6= 0 gilt:

Ŝsf(x) = |s|dS1/sf̂(x).

2. Für Taf(x) := f(x− a), a ∈ Rd gilt:

T̂af(x) = e−ix
T af̂(x).

3. Die Fouriertransformation der Faltung zweier Funktionen ist bis auf eine Kon-

stante die Multiplikation der einzelnen Fouriertransformierten (Faltungssatz):

f̂ ∗ g = (2π)d/2 f̂ ĝ.
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Wir schreiben Ck(Ω) für die Menge der k-mal stetig partiell differenzierbaren Funk-

tionen auf Ω. Mit Ck0 (Ω) bezeichnen wir die Menge der Funktionen in Ck(Ω) mit

kompaktem Träger. Der Schwartzraum S ist definiert als die Menge der Funktionen

ϕ ∈ C∞(Rd), für die von x unabhängige Konstanten Cα,β,ϕ existieren mit

|xαDβϕ(x)| ≤ Cα,β,ϕ ∀x ∈ Rd

und für alle Multi-Indizes α, β ∈ N0. S heißt auch Raum der schnell fallenden

Funktionen bzw. Testfunktionen. Neben den Funktionen aus C∞
0 (Rd) liegt auch die

skalierte Gaußfunktion ϕs(x) := e−s||x||
2
2 mit s > 0 in S. Man kann die Fouriertrans-

formation auch auf dem Raum S betrachten und zeigen, dass sie dort ein isometri-

scher Automorphismus ist, insbesondere also ein beschränkter linearer Operator. Die

Dichtheit von S in L2(Rd) liefert dann, dass eine eindeutige beschränkte Fortsetzung

auf den Raum L2(Rd) existiert, die man als Fourier-Plancherel-Transformation oder

einfach wieder als Fouriertransformation bezeichnet. Zum Beweis dieser Sachverhal-

te kann als Hilfsmittel die Approximation von Funktionen durch Faltung herange-

zogen werden (siehe z.B. [101], Kapitel 5.2), ein abstrakterer Zugang über Distri-

butionen ist in [21] nachzulesen. Wir geben zwei wichtige Approximationsresultate

an, auf die wir in Kapitel 6 zurückgreifen.

Satz 2.4 ([101], Theorem 5.22) Seien h ∈ L1(Rd) eine nichtnegative, gerade

Funktion mit
∫
Rd h(x) dx = 1 und hn(x) := ndh(nx) für n ∈ N.

1. Ist f ∈ Lp(Rd) für 1 ≤ p <∞, so ist f ∗ hn ∈ Lp(Rd) und es gilt

‖f − f ∗ hn‖Lp(Rd)
n→∞−→ 0.

2. Hat h zusätzlich kompakten Träger und ist f ∈ C(Rd), so konvergiert f ∗hn für

n→ ∞ kompakt gleichmäßig gegen f .

Die Funktion hn ist also für große n eine approximative Einheit in Lp(Rd). Ein

etwas schwächeres Approximationsresultat findet sich in [22], Kapitel 5. Für Gebiete

Ω ⊂ Rd lässt sich eine ähnliche Aussage herleiten.

Lemma 2.5 ([21], Lemma 4.22) Sei h ∈ Ck0 (R
d) für ein k ∈ N0 eine nicht-

negative Funktion mit supp(h) ⊆ B1(0),
∫
Rd h(x) dx = 1 und hn(x) := ndh(nx) für

n ∈ N. Weiter sei f : Rd → R mit supp(f) ⊂ Ω.

1. Für hinreichend große n ∈ N ist hn ∗ f ∈ Ck0 (Ω).

2. Ist f ∈ Lp(Ω) für 1 ≤ p <∞, so ist hn ∗ f ∈ Lp(Ω) und es gilt

‖f − f ∗ hn‖Lp(Ω)
n→∞−→ 0.

3. Ist f ∈ C(Ω), so konvergiert f ∗ hn kompakt gleichmäßig auf Ω gegen f .
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2.2 RKHS, Sobolevräume und Sampling-Ungleichungen

In diesem Abschnitt führen wir in die Theorie über Hilberträume mit reproduzieren-

dem Kern mit dem wichtigen Spezialfall der Sobolevräume ein. Für eine detaillierte

Darstellung verweisen wir auf [101], Kapitel 10.

Definition 2.6 Es sei H ein reeller Hilbertraum von Funktionen f : Ω → R. H

heißt Hilbertraum mit reproduzierendem Kern (RKHS), falls eine (Kern-)Funktion

Φ : Ω ×Ω → R existiert, so dass

1. Φ(·, x) ∈ H für alle x ∈ Ω,

2. f(x) = 〈f, Φ(·, x)〉H für alle x ∈ Ω und alle f ∈ H.

Für reelle Hilberträume H besagt der Satz von Riesz, dass zu jedem stetig linearen

Funktional λ : H → R ein eindeutiges Element rλ ∈ H existiert mit

λ(f) = 〈f, rλ〉H , ‖λ‖H∗ = ‖rλ‖H ,

wobeiH∗ den Dualraum zuH bezeichnet, und rλ Riesz-Repräsentant von λ genannt

wird. Besitzt H einen reproduzierenden Kern, so ist Φ(·, x) offensichtlich der Riesz-

Repräsentant der Punktauswertung δx, die durch δx(f) := f(x) erklärt ist. Daraus

folgt, dass der Kern Φ eines RKHS H positiv definit ist im Sinne, dass alle Matrizen

(Φ(xi, xj))i,j=1,...,n

positiv definit sind, sofern Punktauswertungen linear unabhängig über H sind, was

wiederum H ⊆ C(Ω) entspricht. Weiterhin ist leicht zu sehen, dass der Kern eines

RKHS eindeutig bestimmt ist. Es gilt allerdings auch die nichttriviale Rückrichtung,

d.h. jeder RKHS ist eindeutig durch den Kern bestimmt. Somit erzeugt jeder positiv

definite Kern Φ : Ω × Ω → R einen eindeutigen Hilbertraum NΦ(Ω) ⊂ C(Ω), den

sogenannten native space zu Φ, und die Begriffe positiv definite Funktion und re-

produzierender Kern eines Hilbertraums stetiger Funktionen koinzidieren. Zur Kon-

struktion von NΦ(Ω) betrachtet man den R-linearen Raum

FΦ(Ω) := span{Φ(·, x) | x ∈ Ω},

der mit dem Skalarprodukt

〈
N∑

j=1

αjΦ(·, xj),
M∑

k=1

βkΦ(·, yk)
〉

Φ

:=
N∑

j=1

M∑

k=1

αjβkΦ(xj , yk)

zu einem Prä-Hilbertraum wird, und bildet dann den Abschluss bezüglich 〈·, ·〉Φ. Die

Elemente des resultierenden Hilbertraums FΦ(Ω) sind jedoch abstrakte Elemente,

also keine Funktionen mehr. Daher behilft man sich durch die injektive Abbildung

R : FΦ(Ω) → C(Ω), Rf(x) := 〈f, Φ(·, x)〉Φ ,

mittels der NΦ(Ω) := R(FΦ(Ω)) zusammen mit dem Skalarprodukt



2.2 RKHS, Sobolevräume und Sampling-Ungleichungen 17

〈f1, f2〉NΦ(Ω) :=
〈
R−1f1, R

−1f2
〉
Φ

erklärt wird, und sich tatsächlich als Hilbertraum stetiger Funktionen herausstellt

(siehe [101], Theorem 10.10 und 10.11).

Für positiv definite Kerne Φ ∈ C(Rd) ∩ L1(Rd) ist die Fouriertransformierte nicht-

negativ (also insbesondere reell) und liegt in L1(Rd) ([101], Korollar 6.12). Ist Φ

zusätzlich radial, d.h. von der Form Φ(x, y) = φ(‖x − y‖2), wobei ‖ · ‖2 die eukli-

dische Norm auf Rd bezeichnet, so kann man den von Φ erzeugten Raum mittels

Fouriertransformation charakterisieren. Gemäß [101], Theorem 10.12 hat der RKHS

zu Φ in diesem Fall die Gestalt

NΦ(R
d) =

{
f ∈ L2(R

d) ∩ C(Rd)
∣∣ f̂√

Φ̂
∈ L2(R

d)

}
,

ausgestattet mit dem Skalarprodukt

〈f1, f2〉NΦ(Rd) = (2π)−d/2
∫

Rd

f̂1(ω)f̂2(ω)

Φ̂(ω)
dω.

Eine für uns wichtige Tatsache ist, dass zwei verschiedene Kerne denselben Hilbert-

raum H von Funktionen erzeugen können, jedoch mit unterschiedlichen, zueinander

äquivalenten Skalarprodukten ausgestattet. Daher relaxiert man die Definition von

RKHS und bezeichnet in dieser Situation beide Kerne als reproduzierend für H. Wir

bemerken weiter, dass es nützlich sein kann, Kerne auf ganz Rd statt lediglich auf

Ω ⊆ Rd zu untersuchen. Solche Kerne sind oft translationsinvariant, d.h. Φ(x, y) =

φ(x − y), und oft sogar radial. Dies ist beispielweise in dem wichtigen Spezialfall

nützlich, dass der RKHS H ein Sobolevraum ist.

Für k ∈ N0 und 1 ≤ p < ∞ bezeichnet der Sobolevraum W k
p (Ω) die Menge aller

Funktionen u ∈ Lp(Ω) mit schwachen Ableitungen Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ k. Dieser

Raum ist ausgestattet mit der Norm

‖u‖Wk
p (Ω) =


∑

|α|≤k

‖Dαu‖pLp(Ω)




1/p

. (2.1)

Da wir uns in der vorliegenden Arbeit stets mit Hilberträumen beschäftigen, be-

schränken wir uns von nun an auf die Räume Hk(Ω) :=W k
2 (Ω). Für Ω = Rd kann

dann eine alternative Norm mittels Fouriertransformation erklärt werden, und die

Sobolevräume lassen sich durch

Hk(Rd) =
{
f ∈ L2(R

d) | f̂(·) (1 + || · ||22)k/2 ∈ L2(R
d)
}

(2.2)

definieren. Es zeigt sich, dass die in (2.1) eingeführte Norm äquivalent ist zu

‖f‖Hk(Rd) :=

(∫

Rd

|f̂(ω)|2 (1 + ‖ω‖22)k dω
)1/2

. (2.3)

Mit dieser Darstellung lässt sich eine weitere Charakterisierung ableiten.
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Lemma 2.7 Für f ∈ L2(Rd) und k ∈ N gelten die folgenden Aussagen:

1. Existieren Konstanten ǫ > 0 und c = c(k, d) > 0 mit

|f̂(ω)|2 ≤ c (1 + ‖ω‖22)−(k+ d
2+ǫ) ∀ω ∈ Rd, (2.4)

so liegt f in Hk(Rd).

2. Ist umgekehrt f ∈ Hk(Rd), so gilt die Abschätzung

|f̂(ω)|2 ≤ ϕ(ω) (1 + ‖ω‖22)−(k+ d
2 ) ∀ω ∈ Rd,

wobei ϕ : Rd → R+ eine Funktion mit ϕ(ω) → 0 für ‖ω‖ → ∞ ist.

Beweis.

1. Zunächst bemerken wir, dass nach [26], Kapitel 9 folgende Äquivalenzen gelten:
∫

Rd

(1 + ‖ω‖22)l dω <∞ ⇐⇒
∫

||ω||2>1

‖ω‖2l2 dω <∞ ⇐⇒ l < −d
2
.

Die Bedingung (2.4) liefert somit unmittelbar, dass f ∈ Hk(Rd) liegt:

‖f‖2Hk(Rd) =

∫

Rd

|f̂(ω)|2 (1 + ‖ω‖22)k dω ≤
∫

Rd

(1 + ‖ω‖22)−( d
2+ǫ) dω <∞.

2. Sei nun f ∈ Hk(Rd). Wir nehmen zunächst das asymptotische Verhalten

|f̂(ω)|2 ≃ (1 + ‖ω‖22)−k+l

mit einem Index l ≥ −d
2 an. Dann folgt jedoch

‖f‖2Hk(Rd) =

∫

Rd

|f̂(ω)|2 (1 + ‖ω‖22)k dω ≃
∫

Rd

(1 + ‖ω‖22)l dω

im Widerspruch zu f ∈ Hk(Rd), da obiges Integral gemäß dem ersten Teil nicht

existiert. Auch für

|f̂(ω)|2 ≃ ϕ(ω)(1 + ‖ω‖22)−(k+ d
2 )

mit einer nach unten beschränkten Funktion ϕ : Rd → R+ erhält man analog

einen Widerspruch, woraus die Behauptung folgt.

⊓⊔

Die Darstellung (2.3) kann außerdem verwendet werden, um fraktionale Sobolev-

räume auf Rd einzuführen, da man das Integral für alle k = τ ≥ 0 betrachten kann

(sogar für k = τ ∈ R). Es gibt unterschiedliche Wege, fraktionale Sobolevräume

auch für beschränkte Gebiete zu definieren [1, 13, 89]. Üblicherweise erklärt man

den Raum Hτ (Ω) für τ = k + s mit 0 < s < 1 durch Einführung der Halbnorm

|u|Hk+s(Ω) :=


∑

|α|=k

∫

Ω

∫

Ω

|Dαu(x)−Dαu(y)|2
‖x− y‖d+2s

2

dx dy




1/2
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und der Norm

‖u‖Hk+s(Ω) :=
(
‖u‖2Hk(Ω) + |u|2Hk+s(Ω)

)1/2
.

Der Sobolev’sche Einbettungssatz besagt, dass Hτ (Ω) als Teilraum von C(Ω) auf-

gefasst werden kann, falls τ > d/2 gilt (siehe [105], Kapitel V.2). In diesem Fall

ist Hτ (Ω) also ein RKHS, allerdings ist der reproduzierende Kern schwierig zu

bestimmen und von komplizierter Gestalt. Die Relaxierung der Definition von Hil-

berträumen mit reproduzierendem Kern durch die Identifikation zueinander äquiva-

lenter Normen führt jedoch dazu, dass eine Reihe von Kernen zur Verfügung steht.

Auf ganz Rd ist folgende Charakterisierung hilfreich.

Lemma 2.8 ([101], Korollar 10.13) Sei τ > d/2. Erfüllt die Fouriertransforma-

tion einer integrierbaren Funktion Φ : Rd → R

c1 (1 + ‖ω‖22)−τ ≤ Φ̂(ω) ≤ c2 (1 + ‖ω‖22)−τ , ω ∈ Rd, (2.5)

mit Konstanten c2 ≥ c1 > 0, so ist Φ ein reproduzierender Kern von Hτ (Rd) und

das durch

〈f1, f2〉 :=
∫

Rd

f̂1(ω)f̂2(ω)

Φ̂(ω)
dω

definierte Skalarprodukt ist äquivalent zum Standard-Skalarprodukt auf Hτ (Rd).

Ein Vergleich von Lemma 2.8 mit Lemma 2.7 zeigt, dass das Quadrat der Fourier-

transformierten einer Funktion f ∈ Hτ (Rd) um bis zu τ − d
2 schwächer abklingt als

dasjenige eines reproduzierenden Kerns von Hτ (Rd). Umgekehrt sieht man, dass ein

reproduzierender Kern von Hτ (Rd) in einem Sobolevraum höherer Ordnung liegt,

nämlich in H2τ−( d
2+ǫ).

Der sogenannte Maternkern erfüllt (2.5) mit c1 = c2 = 1 und ist für τ > d
2 durch

Φτ (x) =
21−τ

Γ (τ)
‖x‖τ−

d
2

2 K d
2−τ

(‖x‖2) (2.6)

erklärt, wobei Γ die Gammafunktion und Kν die modifizierten Besselfunktionen

dritter Art bezeichnen (siehe [101], Kapitel 5.1). Weitere Beispiele für Kerne, die

(2.5) erfüllen, sind die Wendlandfunktionen [98, 99]. Diese sind radiale, auf Rd po-

sitiv definite Funktionen, die einen kompakten Träger besitzen, auf dem sie durch

univariate Polynome dargestellt werden können. Sie erfüllen weiterhin (2.5) mit

τ = k+ (d+1)/2, wobei k ein Glattheitsindex ist. Genauer gehören sie zu C2k(Rd)

und generieren für ungerade Raumdimension Sobolevräume ganzzahliger Ordnung,

für gerade Raumdimension ist ihre Ordnung “ganzzahlig plus einhalb“. Eine Über-

sicht über die wichtigsten Wendlandfunktionen ist in Tabelle 2.1 gegeben. Auf

Grund ihrer einfachen Gestalt und der Eigenschaft des kompakten Trägers sind

diese Funktionen wesentlich besser zu handhaben als der Maternkern aus (2.6).

Existiert fürΩ ⊂ Rd ein stetiger Extensionsoperator EΩ : Ω → Rd, so überträgt sich

die Reproduktionseigenschaft eines Kerns von Rd auf Ω. Insbesondere für Mengen Ω

mit Lipschitzrand ist diese Bedingung erfüllt. Grob gesprochen lässt sich der Rand
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Raumdimension Funktion Glattheit

d ≤ 1

φ1,0(r) = (1− r)+ C0

φ1,1(r) = (1− r)3+(3r + 1) C2

φ1,2(r) = (1− r)5+(8r
2 + 5r + 1) C4

d ≤ 3

φ3,0(r) = (1− r)2+ C0

φ3,1(r) = (1− r)4+(4r + 1) C2

φ3,2(r) = (1− r)6+(35r
2 + 18r + 3) C4

φ3,3(r) = (1− r)8+(32r
3 + 25r2 + 8r + 1) C6

Tabelle 2.1. Wendland-Funktionen φd,k.

einer solchen Menge lokal als Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion schreiben,

wobei Ω komplett auf einer Seite des Graphen liegt [13].

Lemma 2.9 ([101], Korollar 10.48) Es sei τ > d/2 und Ω ⊂ Rd eine Menge

mit Lipschitzrand. Besitzt die Fouriertransformation einer Funktion Φ ∈ L1(Rd)

das Abklingverhalten (2.5), so ist der durch Φ : Ω → R erzeugte RKHS bis auf

Äquivalenz der Skalarprodukte gleich Hτ (Ω).

Da die Wendlandkerne kompakten Träger besitzen, erzeugen sie somit für Gebiete

mit Lipschitzrand auch die Sobolevräume Hτ (Ω). Obwohl die meisten bekannten

Kerne, die Sobolevräume generieren, radial sind, gibt es auch erzeugende Kerne, die

nicht einmal translationsinvariant sind [69, 70]. Die Wahl eines solchen Kerns wirkt

sich zwar auf die in den nächsten Kapiteln vorgestellten Resultate nicht direkt aus,

kann jedoch die numerische Umsetzung erschweren.

Wir führen nun Abschätzungen ein, auf denen die meisten der in den folgenden

Kapiteln vorgestellten Konvergenz- und Saturierungsresultate basieren. Diese soge-

nannten Sampling-Ungleichungen machen Aussagen darüber, wie stark die Sobolev-

norm ||f ||Hθ(Ω) einer Funktion f ∈ Hθ(Ω) zusammen mit ihren Werten auf einer

diskreten Menge die Norm ‖f‖Hσ(Ω) für Glattheitsindizes σ < θ beeinflusst. Dies

ist nur bei hinreichender Regularität des Gebiets Ω möglich, beispielsweise wenn Ω

einen Lipschitzrand besitzt. Die zu Grunde liegende Idee ist, dass eine Funktion auf

einem Gebiet nur kleine Werte annimmt, sofern dies auf einer geeigneten diskreten

Menge gilt und hinreichend viele Ableitungen beschränkt sind. Als entscheidende

Größe erweist sich die Dichtheit der Daten aus X in Ω, die durch den Füllabstand

hX,Ω := sup
x∈Ω

min
xj∈X

‖x− xj‖ℓ2(Rd)

gemessen wird. Die folgenden Sampling-Ungleichungen basieren auf einem in [66]

hergeleiteten Konvergenzresultat. Wir zitieren zwei verbesserte Versionen, die allge-

meinere Aussagen machen, da sie neben der Sobolev-Glattheit auch diskrete Werte
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der betrachteten Funktion einbeziehen. Der folgende Satz wurde in [104] für belie-

bige Wp-Räume hergeleitet, wir beschränken uns erneut auf den Hilbertraumfall.

Satz 2.10 Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet, das eine innere Kegelbedingung

erfüllt. Dann gibt es für jede diskrete Menge X ⊆ Ω mit hinreichend kleinem Füll-

abstand h = hX,Ω eine von X unabhängige Konstante C = C(σ, d,Ω) > 0, so dass

für alle f ∈ Hθ(Ω) und alle θ > σ + d
2 gilt:

‖f‖Hσ(Ω) ≤ C
(
hθ−σ‖f‖Hθ(Ω) + h−σ‖f‖ℓ∞(X)

)
.

Es sei bemerkt, dass ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand stets eine

innere Kegelbedingung erfüllt. Neben diesem Resultat, das die Kenntnis des maxi-

malen Wertes von f auf X voraussetzt, ist auch eine entsprechende Aussage unter

der Information ||f ||ℓ2(X) statt ‖f‖ℓ∞(X) von Interesse. Bei trivialer Abschätzung

kommt der unerwünschte Faktor
√
n ins Spiel, der für uniforme Daten h−d/2 ent-

spricht. Die in [2] bewiesene Sampling-Ungleichung, die bereits in den Bemerkungen

aus [67] vorweggenommen wurde, zeigt jedoch, dass dieser Effekt durch die stärkere

Information vermieden werden kann. Wie oben betrachten wir nur den Hilbertraum-

fall, verallgemeinern die Aussage in dieser Situation jedoch geringfügig.

Satz 2.11 Sei Ω ⊂ Rd ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand und

sei θ > d/2. Dann gibt es für jede diskrete Menge X ⊆ Ω mit hinreichend kleinem

Füllabstand h = hX,Ω eine von X unabhängige Konstante C = C(σ, d,Ω) > 0, so

dass für alle f ∈ Hθ(Ω) und σ ∈ [0, ⌊θ⌋] gilt:

‖f‖Hσ(Ω) ≤ C
(
hθ−σ‖f‖Hθ(Ω) + hd/2−σ‖f‖ℓ2(X)

)
.

Beweis. Die Sampling-Ungleichung ist ein Spezialfall derjenigen aus [2], jedoch für

σ ∈ [0, ⌊θ⌋] statt σ = 0, . . . , ⌊θ⌋. Die leichte Verallgemeinerung kann durch Interpola-

tion in Sobolevräumen erreicht werden. Genauer gesagt nutzen wir die Abschätzung

‖f‖Hγ(Ω) ≤ ‖f‖(β−γ)/(β−α)Hα(Ω) ‖f‖(γ−α)/(β−α)
Hβ(Ω)

aus, die für α ≤ γ ≤ β gilt (siehe [68], VII.4). Verwenden wir α = m, β = m + 1

und σ = γ für ein m ∈ N0 mit m+ 1 ≤ θ und nehmen wir an, dass die Aussage für

m und m+ 1 gilt, dann können wir schließen:

‖f‖Hσ(Ω) ≤ ‖f‖m+1−σ
Hm(Ω) ‖f‖σ−mHm+1(Ω)

≤ C
[
hθ−m‖f‖Hθ(Ω) + hd/2−m‖f‖ℓ2(X)

]m+1−σ

×
[
hθ−(m+1)‖f‖Hθ(Ω) + hd/2−(m+1)‖f‖ℓ2(X)

]σ−m

= Chm−σ
[
hθ−m‖f‖Hθ(Ω) + hd/2−m‖f‖ℓ2(X)

]m+1−σ

×
[
hθ−m‖f‖Hθ(Ω) + hd/2−m‖f‖ℓ2(X)

]σ−m

= Chm−σ
[
hθ−m‖f‖Hθ(Ω) + hd/2−m‖f‖ℓ2(X)

]

= C
[
hθ−σ‖f‖Hθ(Ω) + hd/2−σ‖f‖ℓ2(X)

]
.

⊓⊔
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2.3 Verallgemeinerte Interpolation in RKHS

Es seien Ω ⊆ Rd und H ⊆ C(Ω) ein Hilbertraum stetiger Funktionen f : Ω → R.

Das verallgemeinerte Interpolationsproblem ist wie folgt definiert.

Definition 2.12 Gegeben sind n linear unabhängige Funktionale λ1, . . . , λn ∈ H∗

und ein Datenvektor g = (g1, . . . , gn)
T ∈ Rn. Ein verallgemeinerter Interpolant

ist eine Funktion f ∈ H, die λj(f) = gj, j = 1, . . . , n erfüllt. Der Interpolant

f+ minimaler Norm, auch optimal recovery function genannt, ist definiert als die

Lösung von

min
f∈H

{‖f‖H | λj(f) = gj , j = 1, . . . , n}. (2.7)

Es ist bekannt, dass der normminimale verallgemeinerte Interpolant eine Linear-

kombination der Riesz-Repräsentanten der Funktionale ist, und dass der Koeffizi-

entenvektor in dieser Darstellung durch Lösung eines linearen Gleichungssystems

ermittelt werden kann. Dies wurde bereits in [10] durch Betrachtung der Aufgabe

als semi-diskretes inverses Problem gezeigt. Das Minimierungsproblem (2.7) lässt

sich am besten lösen, wenn H stetig in C(Ω) eingebettet ist, da die Riesz-Repräsen-

tanten dann explizit gegeben sind. In dieser Situation ist H ein Hilbertraum mit re-

produzierendem Kern, und der Riesz-Repräsentant rλ eines Funktionals λ ∈ H∗ ist

durch Anwendung auf ein Argument des Kerns gegeben, d.h. es gilt rλ = λyΦ(·, y).
Hier und im Folgenden gibt der Index y bei λ das Argument an, auf welches das

Funktional angewendet wird. Wir zitieren nun [101, Theorem 16.1].

Lemma 2.13 Es seien H ein RKHS mit Kern Φ und λ1, . . . , λn ∈ H∗ linear un-

abhängige Funktionale. Dann ist die Lösung f+ von (2.7) gegeben durch

f+ =

n∑

j=1

αjλ
y
jΦ(·, y),

wobei α ∈ Rn die Lösung des linearen Gleichungssystems MΛ,Φ α = g mit

(MΛ,Φ)ij = λxi λ
y
jΦ(x, y), i, j = 1 . . . , n

ist.

Die Matrix MΛ,Φ, die in der Literatur als Interpolationsmatrix oder symmetrische

Kollokationsmatrix bezeichnet wird, ist eine Gram-Matrix, da

(MΛ,Φ)ij = λxi λ
y
jΦ(x, y) = 〈λxi Φ(·, x), λyjΦ(·, y)〉H = 〈λi, λj〉H∗

gilt, und somit positiv semidefinit. Da die Funktionale als linear unabhängig vor-

ausgesetzt wurden, ist MΛ,Φ sogar positiv definit. Wir wenden diese Theorie später

auf die Funktionale λj(f) = Af(xj), j = 1, . . . , n an und werden sehen, dass diese

unter Standardannahmen an den Integraloperator tatsächlich in H∗ liegen.

Neben dem Operator spielt auch die Verteilung der Datenpunkte xj eine wichtige

Rolle, die wir in Kapitel 3 untersuchen werden. Insbesondere sollte gemäß Lemma
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2.13 die lineare Unabhängigkeit der Funktionale sichergestellt werden. Ist A jedoch

ein Integraloperator der Form (1.2) und existiert ein Punkt xj ∈ Ω mit k(xj , x) = 0

für alle x ∈ Ω, dann folgt

λj(f) = Af(xj) =

∫

Ω

k(xj , x) f(x) dx = 0, f ∈ H.

In Kapitel 3 geben wir einen Beweis für eine allgemeinere Version von Lemma

2.13 an, indem wir die Interpolationsaufgabe als semi-diskretes inverses Problem

auffassen. Dies erlaubt insbesondere eine Darstellung des Approximanten über die

Singulärwertzerlegung des semi-diskreten Operators bzw. der Interpolationsmatrix

MΛ,Φ. Desweiteren wird dort gezeigt, dass auf die Forderung der linearen Un-

abhängigkeit der Funktionale verzichtet werden darf, allerdings kann dies nume-

rische Schwierigkeiten aufwerfen.

2.4 Regularisierung schlecht gestellter Probleme

In diesem Abschnitt führen wir die Grundzüge der Regularisierung inverser Pro-

bleme ein. Wir beschränken uns bei der Darstellung auf den Spezialfall linearer,

beschränkter Operatoren zwischen Hilberträumen. In größerer Ausführlichkeit kann

dieses Thema beispielsweise in den Standardwerken von Louis [52], Engl, Hanke und

Neubauer [24], Rieder [75], Hofmann [40] und Tarantola [85] nachgelesen werden.

Es seien also X ,Y Hilberträume und A : X → Y linear und stetig. Im Folgenden

bezeichnen wir die Menge der stetigen, linearen Operatoren von X nach Y mit

L(X ,Y), im Fall X = Y schreiben wir L(X ). Für lineare Operatoren A : X → Y ist

bekanntermaßen Stetigkeit äquivalent zu Beschränktheit.

Für gegebene Daten g ∈ Y ist das Ziel die stabile Lösung der in (1.1) eingeführ-

ten Gleichung Af = g. Existiert der inverse Operator A−1 und ist dieser ebenfalls

beschränkt, so gilt f = A−1g. In dieser Situation ist die Inversion von A also un-

problematisch, weshalb das Problem gemäß Hadamard als gut gestellt bezeichnet

wird. In vielen Anwendungen existiert jedoch entweder A−1 nicht oder ist im Falle

der Existenz nicht stetig. Man nennt das vom Operator und den Räumen abhängige

Problem dann (etwas irreführend) schlecht gestellt [36]. Das prominenteste Beispiel

für solche nicht stetig invertierbare Abbildungen sind kompakte Operatoren zwi-

schen Hilberträumen mit unendlichdimensionalem Bild.

Falls A−1 nicht existiert, benötigt man zudem einen erweiterten Lösungsbegriff, da

die Gleichung Af = g nicht lösbar ist, wenn g nicht im Bildbereich R(A) des Ope-

rators liegt. Man geht daher zum verallgemeinerten Problem der Minimierung des

Defektes J(f) := ‖Af − g‖Y über. Dieser wird auf Grund der Hilbertraumstruktur

genau dann minimal, wenn Af = P
R(A)

g gilt, wobei P
R(A)

die Orthogonalprojektion

auf R(A) bezeichnet. Allerdings besitzt das Defektfunktional kein eindeutiges Mini-

mum in X , weshalb man Eindeutigkeit durch die Auswahl desjenigen Minimums mit

minimaler Norm in X erzwingt. Diese Zusatzforderung ist äquivalent zur Auswahl

der verallgemeinerten Lösung im orthogonalen Komplement des Nullraums von A.
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Unglücklicherweise ist die Lösbarkeit dieses verallgemeinerten Problems nur genau

dann garantiert, wenn g in R(A)⊕R(A)⊥ liegt. Da R(A) im unendlichdimensionalen

Bildraum Y nicht abgeschlossen sein muss, gilt im Allgemeinen R(A)⊕R(A)⊥ ( Y.

Definition 2.14 Die Abbildung A+ : D(A+) := R(A) ⊕ R(A)⊥ → X, die jedem

Element g ∈ R(A) ⊕ R(A)⊥ das eindeutige Minimum des Defektes ‖Af − g‖Y in

N(A)⊥ zuordnet, heißt Verallgemeinerte Inverse (Moore-Penrose Inverse) zu A.

f+ := A+g wird als Minimum-Norm-Lösung bezeichnet.

Die Verbindung von f+ mit der verallgemeinerten Lösung aus Definition 2.12 werden

wir in Kapitel 3 herstellen. Ist A injektiv, so fällt A+ offensichtlich auf R(A) mit der

dort wohldefinierten inversen Abbildung A−1 zusammen. Die Hilbertraumstruktur

erlaubt desweiteren eine Darstellung über die Normalgleichung zum Ausgangs-

problem (1.1).

Lemma 2.15 Seien A ∈ L(X ,Y) und g ∈ D(A+) := R(A)⊕R(A)⊥. Dann gilt:

1. A+ ist linear.

2. f+ := A+g ist die eindeutige Lösung der Normalgleichung

A∗Af = A∗g (2.8)

in N(A)⊥.

3. N(A+) = R(A)⊥, R(A+) = N(A)⊥.

4. A+ ist genau dann stetig, wenn R(A) abgeschlossen ist.

Man beachte, dass D(A+) := R(A)⊕R(A)⊥ zwar in Y dicht liegt, jedoch A+ genau

dann unstetig ist, wenn R(A) nicht abgeschlossen ist. In Anwendungen liegt nun

die rechte Seite g zumeist verrauscht vor, d.h. es steht lediglich ein gδ ∈ Y mit

||gδ − g||Y ≤ δ zur Verfügung. Bei Unstetigkeit von A+ kann dann fδ := A+gδ,

sofern dies überhaupt wohldefiniert ist, weit entfernt von der verallgemeinerten

Lösung f+ = A+g liegen. Kleine Fehler in den Daten können sich also äußerst

negativ auf das Rekonstruktionsergebnis auswirken. Um die Schwierigkeit der Feh-

lerverstärkung zu umgehen, approximiert man A+ punktweise durch eine Folge be-

schränkter Operatoren, wodurch sich das Konzept der Regularisierung ergibt, das

1963 von Tikhonov eingeführt wurde [87] (siehe auch [88]).

Definition 2.16 Eine Regularisierung der Verallgemeinerten Inversen A+ ist eine

Familie (T γ)γ>0 von Operatoren T γ : Y → X, für die eine Parameter-Auswahlregel

γ = γ(δ, gδ) existiert mit

lim
δ→0

sup
{
γ(δ, gδ) | gδ ∈ Y, ‖gδ − g‖Y ≤ δ

}
= 0,

so dass gilt:

lim
δ→0

sup
{
‖T γ(δ,gδ)g −A+g‖X | gδ ∈ Y, ‖gδ − g‖Y ≤ δ

}
= 0.
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Der Parameter γ wird als Regularisierungsparameter bezeichnet. Hängt γ von gδ

ab, so sprechen wir von einer a-posteriori-Parameterwahl, andernfalls von einer

a-priori-Parameterwahl.

Man beachte, dass an die Familie (T γ)γ>0 nicht die Forderung der Linearität gestellt

wird. Ist diese zusätzlich erfüllt, spricht man von einer linearen Regularisierung.

Desweiteren fordert man keine gleichmäßige Konvergenz gegen die verallgemeinerte

Inverse, da der Satz von Banach-Steinhaus die Beschränktheit von A+ implizieren

würde, die im Allgemeinen gerade nicht gegeben ist. Folglich muss für den Grenz-

wert der Operatornorm lim
γ→0

‖T γ‖Y→X = ∞ gelten. Schließlich sei bemerkt, dass die

Regularisierungsoperatoren T γ auf ganz Y definiert sind, und somit die Anwend-

barkeit auf gestörte Daten im Gegensatz zu A+ stets möglich ist.

Beispiele für Regularisierungen lassen sich besonders leicht für kompakte Opera-

toren angeben, da diese eine Singulärwertzerlegung (SWZ) besitzen. Dies wird im

Folgenden präzisiert.

Definition 2.17 Ein linearer Operator A : X → Y heißt kompakt, wenn jede be-

schränkte Teilmenge U von X relativ kompaktes Bild unter A hat. Die Menge der

kompakten Operatoren von X nach Y bezeichnen wir mit K(X ,Y), im Fall X = Y
schreiben wir K(X ).

Die Kompaktheit eines Operators A ist äquivalent dazu, dass für jede beschränkte

Folge (fj)j∈N in X die Bildfolge (Afj)j∈N einen Häufungspunkt in Y besitzt. Au-

ßerdem gilt K(X ,Y) ⊂ L(X ,Y), d.h. die Kompaktheit eines Operators impliziert

seine Beschränktheit. Insbesondere die in (1.2) eingeführten Integraloperatoren

Af(x) :=

∫

Ω

k(x, t) f(t) dt

sind für kompakte Mengen Ω ⊂ Rd und Kernfunktionen k ∈ L2(Ω ×Ω) auf L2(Ω)

kompakt, d.h. es gilt A ∈ K(L2(Ω)) (siehe [39], Abschnitt 87).

Kompakte Operatoren auf Hilberträumen führen genau dann auf schlecht gestellte

Probleme, wenn das Bild von A unendlichdimensional ist. Nach [40], Satz 3.4 gilt

nämlich für A ∈ K(X ,Y) genau dann R(A) 6= R(A), wenn dim(R(A)) = ∞ ist.

In diesem Fall ist also nach Lemma 2.15 die Verallgemeinerte Inverse unstetig. Ein

weiteres wichtiges Resultat liefert der folgende Satz.

Satz 2.18 (Spektralsatz für selbstadjungierte kompakte Operatoren)

Sei A ∈ K(X ) selbstadjungiert. Dann existiert eine orthonormale Folge (vj)j∈N in

X und eine Folge (µj)j∈N in R mit |µ1| ≥ |µ2| ≥ . . . > 0, so dass

Af =

∞∑

j=1

µj 〈f, vj〉X vj

ist. Die Folge (µj)j∈N bricht entweder ab oder konvergiert gegen 0. Außerdem sind

die Werte µj gerade die Eigenwerte von A, die Funktionen vj sind die zugehörigen

Eigenfunktionen.
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Ist nun A ∈ K(X ,Y) mit Adjungiertem A∗, so ist A∗A : X → X kompakt, selbst-

adjungiert und positiv semidefinit. Wir bezeichnen die gemäß Satz 2.18 existie-

renden absteigend geordneten positiven Eigenwerte von A∗A mit (µj)j∈N und die

zugehörigen orthonormalen Eigenvektoren mit (vj)j∈N. Weiter seien σj :=
√
µj

und uj := 1
σj
Avj . Die Werte σj heißen Singulärwerte und (vj , uj , σj)j∈N wird als

singuläres System oder Singulärwertzerlegung (SWZ) von A bezeichnet. Nach Defi-

nition gelten dann die Gleichungen

Avj = σjuj , A∗uj = σjvj . (2.9)

Die SWZ kompakter Operatoren liefert ein einfaches Kriterium zur Charakterisie-

rung des Definitionsbereichs D(A+). Eine Funktion g ∈ R(A) liegt nämlich gemäß

der Picard-Bedingung genau dann in R(A), wenn die Reihe

∞∑

j=1

| 〈g, uj〉Y |2
σ2
j

(2.10)

konvergiert. Weiterhin kann die Minimum-Norm-Lösung f+ = A+g über die SWZ

wie folgt geschrieben werden:

A+g =
∑

σj>0

σ−1
j 〈g, uj〉Y vj , g ∈ D(A+).

An dieser Darstellung wird deutlich, dass die Kehrwerte der gegen 0 gehenden Sin-

gulärwerte für numerische Instabilität sorgen. Der Rauschanteil in den Daten in

Richtung einer singulären Funktion uj zu einem kleinen Singulärwert wird im Re-

konstruktionsprozess mit dem Faktor σ−1
j verstärkt. Durch Regularisierung kann

dieses Problem jedoch kontrolliert werden.

Beispiel 2.19

1. Die abgeschnittene Singulärwertzerlegung erhält man durch Vernachlässigung

der zu den kleinen Singulärwerten von A gehörigen Anteile. Sie ist definiert als

T γg =
∑

σj≥γ

σ−1
j 〈g, uj〉Y vj , g ∈ Y. (2.11)

2. Die Tikhonov-Phillips-Regularisierung ist definiert als

T γg = (A∗A+ γidX )−1A∗g, g ∈ Y.

T γg kann alternativ als eindeutige Lösung des Minimierungsproblems

min
f∈X

{
||Af − g||2Y + γ||f ||2X

}

charakterisiert werden. Mittels der SWZ von A ergibt sich die Darstellung

T γg =
∑

j∈N

σj
σ2
j + γ

〈g, uj〉Y vj . (2.12)
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Auch iterative Verfahren wie die Landweber- und die CG-Methode, auf die wir

in Kapitel 9 zu sprechen kommen, können als Regularisierungsverfahren aufgefasst

werden. Dort entspricht die Anzahl der Iterationen dem Kehrwert des Regulari-

sierungsparameters. Alle vorgestellten Regularisierungsverfahren gehören sogar zur

Klasse der sogenannten Filtermethoden. In den Darstellungen (2.11) und (2.12)

ist abzulesen, dass die Stabilisierung durch eine Umgewichtung bzw. Filterung der

Singulärwerte erreicht wird. Das Regularisierungsverfahren kann in diesen Fällen

mittels eines Filters F γ in der Form

T γg =
∑

σj>0

σ−1
j F γ(σj , g) 〈g, uj〉Y vj (2.13)

geschrieben werden. Offenbar ist T γ genau dann linear, wenn F γ nicht von g

abhängt. Von den beschriebenen Methoden ist lediglich das CG-Verfahren nicht-

linear. Für weitere Details verweisen wir auf das Buch von Louis [52].

Bei starker Dämpfung der zu kleinen Singulärwerten gehörigen Anteile, d.h. für

große Regularisierungsparameter γ, wird die numerische Instabilität offensichtlich

behoben, allerdings verschlechtert die stärkere Regularisierung auch das Approxi-

mationsverhalten. Eine Aufspaltung in Approximations- und Datenfehler gemäß

‖A+g − T γgδ‖X ≤ ‖A+g − T γg‖X︸ ︷︷ ︸
Approximationsfehler

+ ‖T γg − T γgδ‖X︸ ︷︷ ︸
Datenfehler

veranschaulicht diesen Sachverhalt. Für kleines γ ist der Approximationsfehler im

Vergleich zum Datenfehler gering, für großes γ wird der Approximationsfehler domi-

nant, da T γ keine gute Näherung mehr für A+ ist. Folglich ist ein guter Kompromiss

zwischen Approximations- und Datenfehler durch geeignete Wahl des Regularisie-

rungsparameters entscheidend für die Rekonstruktionsgüte.

Abschließend stellen wir das von Louis in [53] und [54] entwickelte Verfahren der

Approximativen Inversen vor, welches eine Verallgemeinerung der Backus-Gilbert-

Methode aus [5] ist. Es wurde bereits in vielen Anwendungen erfolgreich eingesetzt

und basiert auf dem Grundgedanken, dass statt der gesuchten Funktion f∗ eine

geglättete Version 〈f∗, eγ〉X berechnet wird. Dabei bezeichnet eγ eine Approxima-

tion der δ-Distribution bzw. einen Mollifier. Mittels eines inversen Problems zum

adjungierten Operator A∗ wird zunächst ein Rekonstruktionskern ψγ zum gewähl-

ten Mollifier eγ ermittelt. Löst ψγ die Gleichungen

A∗ψγ(·, x) = eγ(·, x), x ∈ Ω, (2.14)

so ist eine Approximation der Lösung f∗ von Af = g durch

fγ(x) := 〈ψγ(·, x), g〉Y (2.15)

gegeben, denn mit (2.14) folgt:

fγ(x) = 〈eγ(·, x), f∗〉X = 〈A∗ψγ(·, x), f∗〉X = 〈ψγ(·, x), Af∗〉Y = 〈ψγ(·, x), g〉Y .

Diese Vorgehensweise erzeugt nicht nur Stabilität, sondern erlaubt auch die Aus-

lagerung des Rekonstruktionsschrittes auf Hilfsfunktionen. Nach einem Vorberech-

nungsschritt kann so für gegebene Daten schnell und ohne erneute Inversion eine

Approximation der gesuchten Funktion ermittelt werden.
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Ist (2.14) nicht lösbar, so kann man zu den Normalengleichungen

AA∗ψγ(·, x) = Aeγ(·, x), x ∈ Ω, (2.16)

übergehen. In [54] wurde gezeigt, dass sich lineare Filterverfahren stets als Spezial-

fall der Approximativen Inversen auffassen lassen. Hat nämlich der Regularisierungs-

operator T γ die Gestalt (2.13) mit einem Filter F γ(σ), so liefert der für den Mollifier

eγ(x, y) :=
∑

σj>0

F γ(σj)vj(x)vj(y)

durch Lösen von (2.16) bestimmte Rekonstruktionskern ψγ genau die Näherung

fγ(x) = 〈ψγ(·, x), g〉Y = T γg(x).

Erfüllt der Operator A zusätzlich Invarianzen, so lässt sich der Aufwand zur Be-

stimmung des Rekonstruktionskerns stark reduzieren.

Satz 2.20 ([54], Theorem 6) Existieren Operatoren T x1 auf X sowie T x2 , T
x
3 auf

Y mit

AT x1 = T x2 A, T x2 AA
∗ = AA∗T x3 ,

und löst der Rekonstruktionskern Ψγ die Normalgleichungen

AA∗Ψγ = AEγ ,

so ist die Lösung von

AA∗ψγ(x) = AT x1 E
γ

durch ψγ(x) = T x3 Ψ
γ gegeben.

Beispielsweise für Operatoren vom Faltungstyp sowie für die Radon-Transformation

lassen sich die in Satz 2.20 benötigten Operatoren angeben, wodurch eine erhebliche

Erparnis an Speicherbedarf erzielt werden kann. Nachzulesen ist dies u.a. in der

Monographie von Schuster [82], wo die Anwendbarkeit der Approximativen Inversen

auf zahlreiche Probleme der Computer-Tomographie demonstriert wird.
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Semi-diskrete Tikhonov-Phillips-Regularisierung

Wir wenden in diesem Kapitel das Tikhonov-Phillips-Verfahren auf das semi-

diskrete Rekonstruktionsproblem

Af(xi) = g(xi), i = 1, . . . , n (3.1)

an und setzen voraus, dass A ein kompakter Integraloperator der Form (1.2) ist.

Wie in der Einleitung erwähnt, wurde ein ähnliches Problem von Bertero, De Mol

und Pike in [10] und [11] betrachtet. Dort wurde für stetige lineare Funktionale

λ1, . . . , λn auf einem Hilbertraum H der Operator

LΛ : H → Rn, (LΛf)i = λi(f), i = 1, . . . , n (3.2)

definiert, um mit der rechten Seite g = (g1, . . . , gn)
T die Interpolationsaufgabe

LΛf = g (3.3)

als semi-diskretes Problem auffassen zu können. Für die Funktionale

λi(f) = Af(xi), i = 1, . . . , n (3.4)

ergibt sich offensichtlich (3.1). Das Problem (3.3) ist natürlich stark unterbestimmt,

weshalb man gemäß der allgemeinen Vorgehensweise zur Lösung inverser Probleme

aus Abschnitt 2.4 zum normminimalen Interpolant übergeht. Ist nun zusätzlich H

ein RKHS, erhält man damit gerade das in Abschnitt 2.3 eingeführte verallgemeiner-

te Interpolationsproblem. Wir setzen stets voraus, dass H einen reproduzierenden

Kern besitzt, und dass gemäß (3.1) die Funktionale als Punktauswertungen eines

kompakten Integraloperators der Form (1.2) gegeben sind.

Zunächst klären wir die Verbindung mit dem in Abschnitt 2.3 vorgestellten ver-

allgemeinerten Interpolationsproblem, indem wir die Vorgehensweise aus [10] auf

die spezielle Situation übertragen. Nach Einführung der Standard-Fehlertheorie des

TP-Verfahrens im semi-diskreten Modell führen wir in Abschnitt 3.3 eine Konver-

genzuntersuchung für exakte Daten durch und geben L2-Abschätzungen für den

Fall deterministischer Datenstörungen an. Schließlich modifizieren wir die Vorge-

hensweise in Abschnitt 3.4 für relative Datenfehler und stochastisches Rauschen.

Am Ende des Kapitels zeigen wir außerdem, wie zusätzliche Informationen über

das Randverhalten in das Verfahren integriert werden können.
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3.1 Das Tikhonov-Phillips-Verfahren in RKHS

Wir betrachten nun die diskreten Datenpunkte X = {x1, . . . , xn} ⊆ Ω und definie-

ren den von A auf X induzierten Sampling-Operator durch

AX : H → Rn, (AXf)i := λi(f) := Af(xi), i = 1, . . . , n. (3.5)

Die Ausgangsgleichungen (3.1) schreiben sich dadurch in der Gestalt AXf = gX .

Wir sind also in der Situation X = H = HΦ und Y = Rn, ausgestattet mit dem

ℓ2-Skalarprodukt. Da die Singulärwerte der Operatoren AX : H → Rn und A∗
X :

Rn → H identisch sind und AXA
∗
X als Matrix aufgefasst werden kann, haben wir

nur ein endlichdimensionales Problem zu lösen. Das gesamte singuläre System von

AX , inklusive der singulären Funktionen, lässt sich nun mittels der Eigenwerte und

Eigenfunktionen dieser Matrix ausdrücken.

Da das Funktional λi den Riesz-Repräsentanten ri = λyiΦ(·, y) besitzt, können wir

den semi-diskreten Operator mit (3.4) komponentenweise durch

(AXf)i = λi(f) = 〈f, ri〉H = 〈f, λyiΦ(·, y)〉H (3.6)

darstellen. Dies erlaubt eine explizite Angabe aller benötigten Operatoren.

Lemma 3.1 Sei H ein RKHS mit Kern Φ. Die Funktionale λj = δxj
◦ A seien

linear unabhängig. Dann haben der Operator A∗
X und die Operatoren A∗

XAX und

AXA
∗
X folgende Darstellungen:

A∗
X : Rn → H, A∗

XgX =

n∑

j=1

gjλ
y
jΦ(·, y),

A∗
XAX : H → H, A∗

XAXf =

n∑

j=1

λj(f)λ
y
jΦ(·, y),

AXA
∗
X : Rn → Rn, (AXA

∗
X)ij = λxi λ

y
jΦ(x, y).

Letzteres bedeutet insbesondere AXA
∗
X = MA,Φ,X , wobei MA,Φ,X die symmetrische

Kollokationsmatrix aus Lemma 2.13 ist.

Beweis. Die Darstellung von A∗
X folgt sofort aus (3.6):

〈AXf, gX〉ℓ2 =

n∑

j=1

(AXf)jgj =

n∑

j=1

λj(f)gj =

n∑

j=1

〈
f, λyjΦ(·, y)

〉
H
gj

=

〈
f,

n∑

j=1

gjλ
y
jΦ(·, y)

〉

H

= 〈f,A∗
XgX〉H .

Daraus kann man weiter

A∗
XAXf =

n∑

j=1

(AXf)jλ
y
jΦ(·, y) =

n∑

j=1

λj(f)λ
y
jΦ(·, y)

schließen, was die zweite Behautpung zeigt. Für den dritten Operator folgt die

Aussage aus



3.1 Das Tikhonov-Phillips-Verfahren in RKHS 31

(AXA
∗
XgX)i =


AX




n∑

j=1

gjλ
y
jΦ(·, y)





i

= λxi




n∑

j=1

gjλ
y
jΦ(x, y)




=

n∑

j=1

λxi λ
y
jΦ(x, y)gj = (MA,Φ,X gX)i.

⊓⊔

Da A als Integraloperator der Form (1.2) vorausgesetzt wurde, hat die symmetrische

Kollokationsmatrix MA,Φ,X = AXA
∗
X die Einträge

(MA,Φ,X)ij = λxi λ
y
jΦ(x, y) =

∫

Ω

∫

Ω

k(xi, s) k(xj , t)Φ(s, t) ds dt.

Wir sind nun in der Lage, Lemma 2.13 mit den Repräsentationen von A∗
X und

A∗
XAX zu beweisen. Wir zeigen jedoch ein etwas allgemeineres Resultat für das

regularisierte Problem (1.5).

Satz 3.2 Sei H ein RKHS mit Kern Φ. Die linearen Funktionale λj = δxj
◦A seien

über H unabhängig. Dann ist die Lösung fγ von (1.5) gegeben durch

fγ =

n∑

j=1

αγj λ
y
jΦ(·, y),

wobei αγ ∈ Rn für γ ≥ 0 die Lösung des linearen Gleichungssystems (LGS)

(MA,Φ,X + γI)α = gX (3.7)

bezeichnet.

Beweis. Aus der Standardliteratur über inverse Probleme (z.B. [52]) ist bekannt,

dass fγ die Lösung der regularisierten Normalgleichung

(A∗
XAX + γidH)f = A∗

XgX (3.8)

in N(AX)⊥ ist. Da N(AX)⊥ = R(A∗
X) = R(A∗

X) = span{λyjΦ(·, y) | j = 1, . . . , n},
wird die Lösung in span{λyjΦ(·, y) | j = 1, . . . , n} angenommen. Wir können uns

also auf Funktionen der Form

f =

n∑

j=1

αjλ
y
jΦ(·, y) (3.9)

beschränken. Es bleibt nur der Koeffizientenvektor α zu bestimmen. Einsetzen der

Darstellungen von A∗
X und A∗

XAX in (3.8) liefert




n∑

j=1

λj(f)λ
y
jΦ(·, y)


+ γf =

n∑

j=1

gjλ
y
jΦ(·, y).

Für die hinreichenden Ansatzfunktionen aus (3.9) erhält man weiter

n∑

j=1

n∑

i=1

αiλ
y
jλ

x
i Φ(x, y)λ

y
jΦ(·, y) + γ

n∑

j=1

αjλ
y
jΦ(·, y) =

n∑

j=1

gjλ
y
jΦ(·, y).
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Für linear unabhängige Funktionale λj kann dies nun zu

n∑

i=1

αiλ
y
jλ

x
i Φ(x, y) + γαj = gj , j = 1, . . . , n

vereinfacht werden. Dies ist gerade das oben angegebene System aus (3.7). ⊓⊔

Bemerkung 3.3

1. Die TP-Lösung aus Satz 3.2 ist der verallgemeinerte Glättungsspline im Sinne

von Wahba [95].

2. Auch für linear abhängige Funktionale λj bleibt die Lösung fγ eindeutig be-

stimmt. Man beachte, dass die positive Semidefinitheit der symmetrischen Kol-

lokationsmatrix die positive Definitheit der regularisierten Kollokationsmatrix

impliziert, was für γ > 0 die eindeutige Lösbarkeit von (3.7) sicherstellt. Für

γ = 0 ergibt sich die eindeutig bestimmte normminimale Lösung f+ der In-

terpolationsaufgabe (3.1) in N(AX)⊥, lediglich der Koeffizientenvektor ist nicht

mehr eindeutig durch das Gleichungssystem MA,Φ,Xα = gX charakterisiert.

3. Mit der Notation aus Abschnitt 2.4 gilt f+ = A+
XgX , und die verallgemeinerte

Inverse zu AX ist wegen R(AX) = R(AX) auf ganz Rn definiert und stetig. Die

Unstetigkeit von A+ vererbt sich für einen kompakten Operator A insofern, als

A+
X eine (von n abhängige) sehr große Norm besitzt. Die Schlecht-Gestelltheit

des Ausgangsproblems äußert sich also im semi-diskreten Modell in einer großen

Konditionszahl der symmetrischen Kollokationsmatrix.

Statt das in Satz 3.2 eingeführte Gleichungssystem zu lösen, kann man auch Ge-

brauch von der Singulärwertzerlegung des Sampling-Operators AX machen. Zu die-

sem Zweck muss A∗
XAX : H → H betrachtet werden. Da AX und A∗

X dieselben

Singulärwerte haben, kann die SWZ alternativ mittels A∗
X ermittelt werden. Be-

zeichnet nämlich (ui, vi, σi)
n
i=1 die SWZ von A∗

X , so ist (vi, ui, σi)
n
i=1 die SWZ von

AX . Da AXA
∗
X = MA,Φ,X ein selbstadjungierter (positiv semidefiniter) Operator

von endlichem Rang ist, existiert die SWZ von AX zudem stets (unabhängig von

der Kompaktheit von A). Bezeichnen wir die Eigenwerte und Eigenvektoren von

AXA
∗
X mit µi und ui, so ist die SWZ von AX durch (vi, ui, σi)

n
i=1 gegeben, wobei

σi :=
√
µi und

vi =
1

σi
A∗
Xui =

1

σi

n∑

j=1

(ui)jλ
y
jΦ(·, y). (3.10)

Dies ist eine direkte Konsequenz aus (2.9) und Lemma 3.1. Selbstverständlich lässt

sich die SWZ nur für kleine n stabil bestimmen, so dass die TP-Lösung in der

Praxis besser über das Gleichungssystem (3.7) berechnet wird. Nichtsdestotrotz ist

die SWZ ein geeignetes Mittel zur Herleitung scharfer Fehlerabschätzungen. Gemäß

Abschnitt 2.4 und Lemma 3.1 sind der normminimale Interpolant und die TP-

Lösung für exakte und gestörte Daten gegeben durch
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f+ =
n∑

i=1

σ−1
i 〈gX , ui〉ℓ2 vi, (3.11)

fγ =

n∑

i=1

σi
σ2
i + γ

〈gX , ui〉ℓ2 vi, (3.12)

fγ,δ =

n∑

i=1

σi
σ2
i + γ

〈
gδX , ui

〉
ℓ2
vi. (3.13)

Dies erlaubt zudem die Darstellung der Koeffizienten der regularisierten Lösung in

der Basis aus Eigenvektoren der symmetrischen Kollokationsmatrix MA,Φ,X .

Lemma 3.4 Die TP-Lösung des Problems (1.5) kann dargestellt werden als

fγ =
n∑

j=1

αγj λ
y
jΦ(·, y) mit αγ =

n∑

i=1

1

σ2
i + γ

〈gX , ui〉ℓ2 ui.

Beweis. Einsetzen von (3.10) in (3.12) gibt

fγ =

n∑

i=1

σi
σ2
i + γ

〈gX , ui〉ℓ2
1

σi

n∑

j=1

(ui)jλ
y
jΦ(·, y)

=

n∑

j=1

n∑

i=1

1

σ2
i + γ

〈gX , ui〉ℓ2 (ui)jλ
y
jΦ(·, y),

woraus die behauptete Repräsentation der Koeffizienten folgt. ⊓⊔

Allerdings ist die Darstellung der Lösung in Satz 3.2 und Lemma 3.4 im Allgemeinen

nur indirekt gegeben, da die Integrale

λyjΦ(·, y) =
∫

Ω

k(xj , t)Φ(·, t) dt

je nach Operator schwierig analytisch zu berechnen sind. Für gegebene Daten gX

bzw. gδX und eine beliebige Menge Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω kann jedoch eine auf Y

diskretisierte Version fγY := (fγ(yk))
m
k=1 berechnet werden. Dazu definieren wir die

sogenannte asymmetrische Kollokationsmatrix NA,Φ,X,Y ∈ Rm×n durch

(NA,Φ,X,Y )kj := λyjΦ(yk, y) =

∫

Ω

k(xj , t)Φ(yk, t) dt. (3.14)

Korollar 3.5 Eine diskretisierte TP-Lösung ist wie folgt gegeben:

fγY = NA,Φ,X,Y α
γ =

n∑

i=1

1

σ2
i + γ

〈gX , ui〉ℓ2 NA,Φ,X,Y ui.

Beweis. Gemäß Lemma 3.4 kann fγ auf der Menge Y durch

fγ(yk) =

n∑

j=1

αγj λ
y
jΦ(yk, y) =

n∑

j=1

αγj (NA,Φ,X,Y )kj = (NA,Φ,X,Y )k α
γ

berechnet werden. Daher folgt wie behauptet

fγY = NA,Φ,X,Y α
γ =

n∑

i=1

1

σ2
i + γ

〈gX , ui〉ℓ2 NA,Φ,X,Y ui.

⊓⊔
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Nach Vorberechnung der Kollokationsmatrizen MA,Φ,X und NA,Φ,X,Y kann somit

fγY in O(n2) Zeit bestimmt werden, falls die Eigenwerte und Eigenvektoren von

MA,Φ,X explizit ermittelt wurden. Ist die Lösung nur für eine einzige rechte Seite gX

gesucht, ist der einfachste Weg natürlich die Berechnung von αγ als Lösung des Glei-

chungssystems (3.7) und die anschließende Auswertung mittels fγY = NA,Φ,X,Y α
γ .

Zusammengefasst ergibt sich folgende Lösungsprozedur.

Algorithmus 3.1 (Semi-diskretes TP-Verfahren)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lösung f∗ ∈ H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern Φ ist.

1. Wähle Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω und γ > 0.

2. Berechne die Kollokationsmatrizen

(NA,Φ,X,Y )kj =

∫

Ω

k(xj , t)Φ(yk, t) dt, k = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

(MA,Φ,X)ij =

∫

Ω

∫

Ω

k(xi, s) k(xj , t)Φ(s, t) ds dt, i, j = 1, . . . , n.

3. Bestimme die Lösung αγ,δ des LGS

(MA,Φ,X + γI)α = gδX .

Ergebnis: fγ,δY = NA,Φ,X,Y α
γ,δ ist eine auf Y diskretisierte Approximation an f∗.

Die verbleibende Aufgabe, eine kontinuierliche Approximation an fγ aus den neuen

Daten fγY zu bestimmen, ist ein Regressionsproblem und kann mit den beschriebe-

nen Methoden unter Verwendung von A = idH gelöst werden. Bei Regularisierung

mit einem zusätzlichen Parameter µ ergibt sich das Gleichungssystem

(ΦY + µIm)β = fγY , (3.15)

wobei die auf Y diskretisierte Kernmatrix durch

(ΦY )kl = Φ(yk, yl), k, l = 1, . . . ,m (3.16)

definiert ist. Als kontinuierliche Approximation an f∗ erhält man dann

fγ,µ,Y =

m∑

l=1

βlΦ(·, yl).

Natürlich können auch die Eigenwerte und Eigenvektoren von ΦY und Lemma 3.4

herangezogen werden, statt das Gleichungssystem aus (3.15) zu lösen.

Nach der Einführung des Lösungsverfahrens wenden wir uns nun der Fehlertheorie

zu, um eine Parameterwahlstrategie für γ angeben zu können. Die Darstellungen der

Rekonstruktionen in der SWZ des semi-diskreten Operators erlauben das Aufstellen

von Fehlerschranken in der ‖·‖H -Norm, die wir für mäßig schlecht gestellte Probleme

zur Herleitung von L2-Fehlerschranken verwenden werden.
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3.2 Standard-Fehlertheorie im semi-diskreten Modell

In diesem Abschnitt leiten wir Fehlerabschätzungen in der Hilbertraumnorm und

Schranken der auftretenden diskreten Bildterme her. Zu diesem Zweck gehen wir

von zwei grundlegenden Annahmen aus.

Voraussetzung 3.6

1. Die Gleichung Af = g besitzt eine Lösung f∗ ∈ H.

2. Die Funktionale λj = δxj
◦A, j = 1, . . . , n sind linear unabhängig über H.

Die zweite Annahme ist gemäß Bemerkung 3.3 in der Theorie nicht notwendig, sie

vereinfacht jedoch in der Praxis die numerische Berechenbarkeit des Approximanten.

Außerdem gehen wir, wie in der Einleitung erwähnt, im Fall von Datenstörungen

von einem punktweisen Maximalfehler von δ aus, d.h. wir setzen ||gδX − gX ||ℓ∞ ≤ δ

voraus. Das impliziert für den ℓ2-Fehler die Schranke

‖gδX − gX‖ℓ2 ≤ √
nδ. (3.17)

Am Ende des Kapitels übertragen wir die Ergebnisse auf alternative Fehlermodelle.

Die Fehlerschranken für den Rekonstruktionsfehler in der ‖ · ‖H -Norm, die wir in

diesem Abschnitt angeben, sind aus der Standardliteratur über inverse Probleme in

ähnlicher Form bekannt. Der Übersicht halber leiten wir sie jedoch explizit für das

vorgestellte semi-diskrete Modell her.

Lemma 3.7 Daten- und Approximationsfehler können durch

‖fγ,δ − fγ‖H ≤ δ

2

√
n

γ
,

‖fγ − f+‖H ≤ γ

σ2
n + γ

‖f+‖H ≤ ‖f+‖H

beschränkt werden.

Beweis. Wir beginnen mit der Darstellung

fγ,δ − fγ =

n∑

j=1

σj
σ2
j + γ

〈
gδX − gX , uj

〉
ℓ2
vj ,

die sich aus (3.12) und (3.13) ergibt. Da die vj ein Orthonormalsystem in H bilden,

liefert die Parseval’sche Identität

‖fγ,δ − fγ‖2H =
n∑

j=1

(
σj

σ2
j + γ

)2

(
〈
gδX − gX , uj

〉
ℓ2
)2.

Da die Funktion hγ : R+ → R, hγ(σ) =
σ

σ2+γ ihr Maximum in σ =
√
γ annimmt,

können wir
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‖fγ,δ − fγ‖2H ≤
n∑

j=1

( √
γ

γ + γ

)2 (〈
gδX − gX , uj

〉
ℓ2

)2

≤ 1

4γ

n∑

j=1

(〈
gδX − gX , uj

〉
ℓ2

)2
≤ 1

4γ
‖gδX − gX‖2ℓ2 (3.18)

≤ nδ2

4γ

schließen, wobei im letzten Schritt (3.17) eingeht. Der Approximationsfehler kann

auf ähnliche Art abgeschätzt werden:

‖fγ − f+‖2H =

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=1

(
σj

σ2
j + γ

− 1

σj

)
〈gX , uj〉ℓ2 vj

∥∥∥∥∥∥

2

H

=

n∑

j=1

(
γ

σj(σ2
j + γ)

)2

(〈gX , uj〉ℓ2)
2

=

n∑

j=1

(
γ

σ2
j + γ

)2

σ−2
j (〈gX , uj〉ℓ2)

2

≤
(

γ

σ2
n + γ

)2

‖f+‖2H ≤ ‖f+‖2H .

⊓⊔

Wir benutzen die Approximationsfehlerabschätzung nur in der schwächeren Form,

da σn selbst für grobe Diskretisierungen sehr nahe bei Null liegt. Desweiteren haben

wir den Fehler der TP-Lösungen fγ und fγ,δ bisher nur bezüglich der Bestappro-

ximation f+ abgeschätzt. Jedoch hängt auch f+ von der Diskretisierung ab, und

wir sind eigentlich an Abschätzungen für das Residuum fγ − f∗ interessiert, wo-

bei f∗ eine Lösung von Af = g ist. Dementsprechend müssen wir den zusätzlichen

Term f+ − f∗ betrachten und außerdem die Fehlerschranke mittels f∗ statt f+

ausdrücken.

Lemma 3.8 Jede Bestapproximation f+ = f+X erfüllt

‖f+‖H ≤ ‖f∗‖H ,
‖f∗ − f+‖H ≤ ‖f∗‖H .

Beweis. Die Voraussetzung g ∈ R(A) impliziert, dass f∗ die Interpolationsbe-

dingungen (3.1) erfüllt. Da f+ normminimal unter allen Funktionen dieser Eigen-

schaft ist, folgt ‖f+‖H ≤ ‖f∗‖H . Wegen f+ ∈ span{λyjΦ(·, y) | j = 1, . . . , n} liefert

(3.6)

〈
f∗ − f+, λyjΦ(·, y)

〉
H

= λj(f
∗ − f+) = 0 für j = 1, . . . , n.

Somit gilt f∗ − f+ ∈ span{λyjΦ(·, y) | j = 1, . . . , n}⊥, und mit dem Satz von

Pythagoras ergibt sich

‖f∗ − f+‖2H + ‖f+‖2H = ‖(f∗ − f+) + f+‖2H = ‖f∗‖2H .

⊓⊔
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Zusammen mit Lemma 3.7 erhalten wir damit die angestrebte Fehlerabschätzung.

Korollar 3.9 (Hilbertraum-Fehlerschranken)

Die TP-Rekonstruktion erfüllt die folgenden Fehlerschranken:

Exakte Daten: ‖fγ − f∗‖H ≤ 2‖f∗‖H ,

Gestörte Daten: ‖fγ,δ − f∗‖H ≤ 2‖f∗‖H +
δ

2

√
n

γ
.

Weiterhin können wir das folgende bekannte Stabilitätsresultat ableiten.

Lemma 3.10 (Hilbertraum-Stabilität)

Der TP-Rekonstruktionsprozess ist stabil in folgendem Sinne:

Exakte Daten: ‖fγ‖H ≤ ‖f+‖H ≤ ‖f∗‖H ,

Gestörte Daten: ‖fγ,δ‖H ≤ ‖f∗‖H +
δ

2

√
n

γ
.

Beweis. Da σ
σ2+γ ≤ 1

σ ist, folgt die Aussage für exakte Daten sofort aus

‖fγ‖2H =

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=1

σj
σ2
j + γ

〈gX , uj〉ℓ2 vj

∥∥∥∥∥∥

2

H

=
n∑

j=1

(
σj

σ2
j + γ

)2

(〈gX , uj〉ℓ2)
2

≤
n∑

j=1

σ−2
j (〈gX , uj〉ℓ2)

2 = ‖f+‖2H ≤ ‖f∗‖2H .

Im Fall gestörter Daten erhält man die Behauptung aus der Dreiecksungleichung

und der Datenfehlerschranke aus Lemma 3.7. ⊓⊔

Um L2-Fehlerabschätzungen aus den hergeleiteten ‖ · ‖H -Schranken ermitteln zu

können, brauchen wir zusätzlich Fehlerschranken an den diskreten Bildfehler.

Lemma 3.11 Es gelten die folgenden Bildfehlerabschätzungen:

‖AXf∗ −AXf
γ‖ℓ2 ≤

√
γ

2
‖f∗‖H ,

‖AXfγ −AXf
γ,δ‖ℓ2 ≤ √

nδ.

Beweis. Zunächst bemerken wir, dass AXf
∗ = AXf

+ gilt, da wir λj(f
∗) = λj(f

+)

für j = 1, . . . , n im Beweis von Lemma 3.8 nachgerechnet haben. Wir gehen nun

analog zum Beweis von Lemma 3.7 vor und erhalten:

‖AXf∗ −AXf
γ‖2ℓ2 =

∥∥∥∥∥∥
AX

n∑

j=1

(
1

σj
− σj
σ2
j + γ

)
〈gX , uj〉ℓ2 vj

∥∥∥∥∥∥

2

ℓ2

=

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=1

(
1−

σ2
j

σ2
j + γ

)
〈gX , uj〉ℓ2 vj

∥∥∥∥∥∥

2

ℓ2
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=
n∑

j=1

(
γ

σ2
j + γ

)2

(〈gX , uj〉ℓ2)
2

= γ2
n∑

j=1

(
σj

σ2
j + γ

)2

σ−2
j (〈gX , uj〉ℓ2)

2

≤ γ2
( √

γ

γ + γ

)2 n∑

j=1

σ−2
j (〈gX , uj〉ℓ2)

2 =
γ

4
‖f+‖2H ≤ γ

4
‖f∗‖2H .

Auch die Datenfehlerschranke folgt über die SWZ:

‖AXfγ −AXf
γ,δ‖2ℓ2 =

∥∥∥∥∥∥
AX

n∑

j=1

σj
σ2
j + γ

〈
gX − gδX , uj

〉
ℓ2
vj

∥∥∥∥∥∥

2

ℓ2

=

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=1

σ2
j

σ2
j + γ

〈
gX − gδX , uj

〉
ℓ2
uj

∥∥∥∥∥∥

2

ℓ2

=

n∑

j=1

(
σ2
j

σ2
j + γ

)2

(
〈
gX − gδX , uj

〉
ℓ2
)2

≤ ‖gX − gδX‖2ℓ2 (3.19)

≤ nδ2.

⊓⊔

3.3 L2-Fehlerabschätzungen und Parameterbestimmung

Wir setzen nun bis zum Ende des Kapitels voraus, dass H nicht nur ein RKHS,

sondern speziell ein Sobolevraum Hτ (Ω) ist. In diesem Fall sind wir unter gewis-

sen Zusatzannahmen in der Lage, L2-Fehlerschranken herzuleiten. Wir untersuchen

insbesondere den Einfluss der Datenmenge X und betrachten zunehmend dichtere

Verteilungen. Neben der Voraussetzung 3.6 an die Lösbarkeit der Gleichung Af = g

und die Unabhängigkeit der Funktionale λj nehmen wir folgende Gegebenheiten an.

Voraussetzung 3.12

1. Ω ist ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-stetigem Rand.

2. Das betrachtete Problem ist mäßig schlecht gestellt vom Grad α ≥ 0 bezüglich

der L2-Sobolev-Skala, d.h. für alle t ∈ R gibt es Konstanten ct2 ≥ ct1 > 0 mit

ct1 ‖f‖Ht(Ω) ≤ ‖Af‖Ht+α(Ω) ≤ ct2 ‖f‖Ht(Ω).

3. Das Problem ist lösbar in einem Sobolevraum H = Hτ (Ω) für einen Index

τ > d/2. Es existiert also eine Lösung f∗ ∈ Hτ (Ω) für g ∈ R(A) ⊆ Hτ+α(Ω).

4. Die absolute Messgenauigkeit ist δ, d.h. die Daten erfüllen |gδi − gi| ≤ δ für

i = 1, . . . , n und alle X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω.
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Die Voraussetzungen 2 und 3 implizieren, dass A : Hτ (Ω) → R(A) ⊆ Hτ+α(Ω)

bijektiv ist. Die Annahmen 1 und 2 benötigen wir, um die in Abschnitt 2.2 ein-

geführten Sampling-Ungleichungen anwenden zu können.

Lemma 3.13 Unter der Voraussetzung 3.12 gehören die Funktionale λj := δxj
◦A

zu H∗ für H = Hτ (Ω).

Beweis. Für f ∈ Hτ (Ω) haben wir Af ∈ Hτ+α(Ω) mit τ > d/2. Somit sind

insbesondere Punktauswertungen in A(Hτ (Ω)) stetig. ⊓⊔

Bemerkung 3.14 Die Bedingung, dass Ω ein beschränktes Gebiet mit Lipschitz-

stetigem Rand ist, garantiert insbesondere die Existenz eines stetigen Fortsetzungs-

operators EΩ : Hτ (Ω) → Hτ (Rd). Daher können wir ohne Beschränkung der All-

gemeinheit annehmen, dass alle betrachteten Funktionen auf ganz Rd statt nur auf

Ω definiert sind.

3.3.1 Konvergenz für exakte Daten

Wir benutzen nun die Voraussetzung, dass A endliche Glattheit α besitzt, und

wenden die Sampling-Ungleichung aus Satz 2.11 mit σ = α an. Die Voraussetzungen

θ > d/2 und σ ∈ [0, ⌊θ⌊] diskutieren wir anschließend und stellen eine Verbindung

zur Kernglattheit τ her. Mit c1 := c01 haben wir

‖f∗ − fγ‖L2(Ω) ≤
1

c1
‖Af∗ −Afγ‖Hα(Ω)

≤ C

c1

(
hθ−α‖Af∗ −Afγ‖Hθ(Ω) + h

d
2−α‖Af∗ −Afγ‖ℓ2(X)

)
.

Mit C1 := C
c1

folgt durch erneute Anwendung der Glättungseigenschaft von A sowie

zusätzlich Lemma 3.11 die Ungleichung

‖f∗ − fγ‖L2(Ω) ≤ C1

(
cθ−α2 hθ−α‖f∗ − fγ‖Hθ−α(Ω) + h

d
2−α

√
γ

2
‖f∗‖H

)
. (3.20)

Nun können wir H := Hθ−α(Ω) bzw. θ := τ+α wählen, wobei τ die Glattheit von Φ

bezeichnet. Die einzige Bedingung an die Sampling-Ungleichung ist nun τ +α > d
2 ,

da die zusätzliche Anforderung α ∈ [0, τ+α] trivialerweise erfüllt ist. Damit H einen

reproduzierenden Kern besitzt, haben wir jedoch bereits τ > d/2 angenommen.

Daher sind alle Voraussetzungen erfüllt und wir können die Approximationsfehler-

abschätzung aus Korollar 3.9 einsetzen, um folgenden Satz abzuleiten.

Satz 3.15 (L2-Fehlerschranke für exakte Daten)

Für H = Hτ (Rd) mit τ > d
2 existiert für hinreichend kleine Füllabstände h eine

Konstante C1 = C1(τ, d,Ω,A) > 0 mit

‖f∗ − fγ‖L2(Ω) ≤ C1

(
2cτ2h

τ +
1

2
h

d
2−α

√
γ

)
‖f∗‖H .
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Beweis. Wir verwenden (3.20) und erhalten

‖f∗ − fγ‖L2(Ω) ≤ C1

(
cτ2h

τ‖f∗ − fγ‖H +
1

2
h

d
2−α

√
γ‖f∗‖H

)

≤ C1

(
2cτ2h

τ‖f∗‖H +
1

2
h

d
2−α

√
γ‖f∗‖H

)
.

⊓⊔

Der Operator A geht also nur über die Konstante C1 und die Glättungseigenschaft

α aus Voraussetzung 3.12 in die L2-Abschätzung ein. Wegen Bemerkung 3.14 ist der

zweite Faktor auf der rechten Seite nur noch über den Füllabstand vom Gebiet Ω

abhängig. Unter der a-priori-Information ρ = ‖f∗‖H kann man daher das Fehlermaß

r(γ, h) := ρ

(
2cτ2h

τ +
1

2
h

d
2−α

√
γ

)
(3.21)

betrachten und die partiellen Ableitungen ausrechnen, um eine Parameterwahl her-

zuleiten. Da für alle γ > 0

∂r

∂γ
=

1

4
√
γ
ρh

d
2−α > 0

gilt, wird der Fehler minimal für γ → 0. Die zweite Optimalitätsanforderung ist

∂r

∂h
= ρ

(
2cτ2τh

τ−1 +
1

2

(
d

2
− α

)√
γh

d
2−α−1

)
!
= 0.

Offensichtlich gilt für α ≤ d
2 stets ∂r

∂h > 0, woraus folgt, dass das Fehlermaß in

diesem Fall für h→ 0 minimal wird. Für α > d
2 kann die Bedingung zu

(
α− d

2

)
h

d
2−α−1√γ = 4cτ2τh

τ−1

umgeschrieben werden, was sich wiederum zu

γ =

(
4cτ2τ

α− d
2

)2

h2(τ+α)−d

vereinfacht. Da die Verbindung von γ und h also im Fall α > d
2 und γ → 0 be-

reits h → 0 impliziert, kann die abgeleitete Parameterwahl für γ auch für α ≤ d
2

verwendet werden. Diese Überlegungen gestatten nun die Herleitung folgenden Kon-

vergenzresultats, das eine Verallgemeinerung des Regressionsfalls aus [104] ist.

Satz 3.16 (Konvergenz und Parameterwahl für exakte Daten)

Für H = Hτ (Rd), τ > d
2 und hinreichend kleine Füllabstände h erlaubt die Para-

meterwahl

γ ≃ h2(τ+α)−d

die Fehlerabschätzung

‖f∗ − fγ‖L2(Ω) ≤ C1 h
τ‖f∗‖H
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mit einer Konstanten C1 = C1(τ, d,Ω,A) > 0. Somit ist die TP-Methode, ange-

wandt auf die Interpolationsaufgabe (3.1) bzw. das Problem AXf = gX , bei an-

gepasster Parameterwahl konvergent von der Ordnung τ , falls exakte Daten zur

Verfügung stehen. Desweiteren ist die Rekonstruktion stabil im Sinne von Korollar

3.9 und Lemma 3.10.

Beweis. Die Behauptung folgt durch Einsetzen von γ ≃ h2(τ+α)−d in Satz 3.15. ⊓⊔

Bemerkung 3.17

1. Die a-priori-Information ρ = ‖f∗‖H wurde zur Angabe eines ordnungsoptimalen

Regularisierungsparameters nicht benötigt.

2. Differentiation des Fehlermaßes aus (3.21) nach τ liefert, dass der Fehler für

τ → ∞ minimal wird, d.h. falls die Lösung f∗ im Schwartzraum liegt.

3. Eine Erweiterung von Satz 3.16 auf Hσ-Fehlerabschätzungen ist ohne Schwie-

rigkeiten möglich.

Im nächsten Abschnitt betrachten wir die Situation gestörter Daten und gehen

auf ähnliche Weise wie bisher vor. Die a-priori-Information ρ wird in diesem Fall

benötigt, um eine optimale Parameterwahl zu gewährleisten. Im Vordergrund wird

wie bei allen Problemen mit verrauschten Daten die Balance zwischen Approxima-

tion und Stabilität stehen. Als ausschlaggebendes Kriterium erweist sich die Sta-

biliät im Funktionenraum und nicht die Approximationsgüte. Trotzdem verfolgen

wir zunächst den bisher eingeschlagenen Weg der Minimierung des Approxima-

tionsfehlers über den Regularisierungsparameter, bevor wir die Parameterwahl an

die Stabilitätsanforderung anpassen, da auf diese Weise eine explizite Gewichtung

zwischen Approximationsgüte und Stabilität möglich wird.

3.3.2 Saturation für gestörte Daten

Für gestörte Daten können wir L2-Fehlerschranken analog zur Situation exakter Da-

ten herleiten, da die dazu benötigten Grundlagen aus Abschnitt 3.2 zur Verfügung

stehen.

Satz 3.18 (L2-Fehlerschranke für gestörte Daten)

Für H = Hτ (Rd), τ > d
2 und hinreichend kleine Füllabstände h gilt die Abschätzung

‖f∗ − fγ,δ‖L2(Ω) ≤ C1

(
cτ2h

τ

(
2‖f∗‖H +

δ

2

√
n

γ

)
+ h

d
2−α

(√
γ

2
‖f∗‖H +

√
nδ

))

mit einer Konstanten C1 = C1(τ, d,Ω,A) > 0. Der L2-Fehler wird minimal für

γ ≃ δ

ρ
hτ+α−

d
2
√
n.
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Beweis. Wie im Fall exakter Daten verwenden wir die Sampling-Ungleichung aus

Satz 2.11 mit σ = α und θ = τ + α. Damit erhalten wir

‖f∗ − fγ,δ‖L2(Ω) ≤
C

c1

(
hθ−α‖Af∗ −Afγ,δ‖Hθ(Ω) + h

d
2−α‖Af∗ −Afγ,δ‖ℓ2(X)

)
.

Mit der Notation C1 = C
c1
, Korollar 3.9 und Lemma 3.11 können wir weiter folgern:

‖f∗ − fγ,δ‖L2(Ω)

≤ C1

(
cθ−α2 hθ−α‖f∗ − fγ,δ‖Hθ−α(Ω) + h

d
2−α

(√
γ

2
‖f∗‖H +

√
nδ

))

≤ C1

(
cτ2h

τ

(
2‖f∗‖H +

δ

2

√
n

γ

)
+ h

d
2−α

(√
γ

2
‖f∗‖H +

√
nδ

))
.

Ein Fehlermaß für gestörte Daten ist daher durch

r(γ, τ) := cτ2h
τ

(
2ρ+

δ

2

√
n

γ

)
+ h

d
2−α

(√
γ

2
ρ+

√
nδ

)
(3.22)

gegeben. Für den Moment vernachlässigen wir die Abhängigkeit von h, da n und h

sich gegenseitig bedingen. Differentiation nach γ liefert

∂r

∂γ
= −cτ2

δ

4

√
nhτγ−

3
2 +

ρ

4
h

d
2−αγ−

1
2

!
= 0,

was sich zu

cτ2δ
√
nhτ

1

γ
= ρh

d
2−α

vereinfachen lässt und zu folgendem Regularisierungsparameter führt:

γ∗ := cτ2
δ

ρ
hτ+α−

d
2
√
n.

⊓⊔

Der Einfluss der Kernglattheit τ auf das Fehlermaß erweist sich als analog zum Fall

exakter Daten, da
∂r

∂τ
= cτ2 log(h)h

τ

(
2ρ+

δ

2

√
n

γ

)
< 0

ist für h < 1. Somit wird der Fehler wieder wie erwartet für τ → ∞ minimal.

Anders als in der Situation exakter Daten benötigt man nun die a-priori-Information

und natürlich das Datenfehlerniveau zur Bestimmung des optimalen Regularisie-

rungsparameters. Ein Vergleich mit der Parameterwahl aus Satz 3.16 kann nur

durch Spezifizierung der Abhängigkeit von h und n erfolgen. Wir werden dies für

den Fall tun, dass der Füllabstand h = hX,Ω äquivalent zum Separierungsabstand

qX := min{‖xi − xj‖2 | i, j = 1, . . . , n, i 6= j} (3.23)

ist. In dieser Konstellation bezeichnet man die Datenverteilung als quasi-uniform.

Desweiteren gilt dann n ≃ h−d (siehe [101]), und die Parameterwahl aus Satz 3.18

vereinfacht sich zu

γ ≃ δ

ρ
hτ+α−d. (3.24)



3.3 L2-Fehlerabschätzungen und Parameterbestimmung 43

Verglichen mit der Situation exakter Daten aus Satz 3.16 hat sich der Exponent

von h um τ + α verringert, wodurch sich für h < 1 ein größerer Regularisierungs-

parameter ergibt. Dies erklärt sich durch die Tatsache, dass für gestörte Daten

eine stärkere Stabilisierung notwendig ist. Für quasi-uniforme Daten kann nun die

L2-Fehlerabschätzung aus Satz 3.18 vereinfacht werden.

Korollar 3.19 (Minimaler L2-Fehler für gestörte Daten)

Für H = Hτ (Rd), τ > d
2 , quasi-uniforme Daten X ⊂ Ω und hinreichend kleine

Füllabstände h liefert die Parameterwahl γ = δ
ρh

τ+α−d unter der gegebenen a-

priori-Information ρ = ‖f∗‖H die Fehlerabschätzung

‖f∗ − fγ,δ‖L2(Ω) ≤ C2

(
2ρhτ +

√
δρh

τ−α
2 + δh−α

)

mit einer Konstanten C2 = C2(τ, d,Ω,A) > 0.

Beweis. Einsetzen von n = h−d in die Fehlerschranke aus Satz 3.18 ergibt

‖f∗ − fγ,δ‖L2(Ω) ≤ C1 r(γ, h, τ)

mit dem Fehlermaß

r(γ, h, τ) := cτ2

(
2ρhτ +

δ

2
γ−

1
2hτ−

d
2

)
+
ρ

2
γ

1
2h

d
2−α + δh−α

≤ max{cτ2 , 1}
(
2ρhτ +

δ

2
γ−

1
2hτ−

d
2 +

ρ

2
γ

1
2h

d
2−α + δh−α

)
.

Die Wahl γ = δ
ρh

τ+α−d und die Abkürzung C2 := C1 max{cτ2 , 1} liefern damit

r(γ∗, h, τ) ≤ C2

(
2ρhτ +

√
δρh

τ−α
2 + δh−α

)
.

⊓⊔

Offensichtlich kann man in der Situation gestörter Daten wegen des Terms h−α

keinen verschwindenden L2-Fehlerterm mehr erwarten. Lediglich für Regressions-

probleme, d.h. für A = id, gilt α = 0, und somit kann beliebig fein diskretisiert

werden ohne die Rekonstruktionsergebnisse zu verschlechtern. Allerdings bleibt die

obere Schranke C2δ erhalten, es liegt also keine Konvergenz mehr vor. Außerdem

bemerken wir, dass die Minimierung der oberen Schranke des Residuums nach h

keine befriedigenden Resultate zur Selektion einer guten Diskretisierungsfeinheit

bringt, da wir den Einfluss der im Allgemeinen unbekannten operatorabhängigen

Konstanten cτ2 in der letzten Rechnung vernachlässigt haben. Nur falls diese Kon-

stante bekannt ist oder zumindest gute Schranken zur Verfügung stehen, kann eine

direkte Minimierung des Fehlermaßes zum Erfolg führen.

Unglücklicherweise garantiert die durch Minimierung des L2-Fehlers hergeleitete

Parameterwahl keine Stabilität in H = Hτ (Rd). Dies sieht man durch Einsetzen

von γ = chτ+α−d mit einem Parameter c > 0 in die Abschätzung aus Lemma 3.10

unter der Voraussetzung quasi-uniformer Daten:
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‖fγ,δ‖H ≤ ‖f∗‖H +
δ

2

√
n

γ
= ‖f∗‖H +

δ

2
h−

d
2 c−

1
2h−

τ
2−

α
2 + d

2 = ‖f∗‖H +
δ

2
√
c
h−

τ+α
2 .

Für kleine Füllabstände kann ‖fγ,δ‖H also beliebig groß werden. Somit muss γ über

das Stabilitätskriterium gewählt werden, um sowohl Stabilität im Hilbertraum als

auch einen geringen L2-Fehler zu gewährleisten. Trotzdem ist das Ergebnis aus

Korollar 3.19 nützlich, da es als Referenz für die Güte der L2-Approximation her-

angezogen werden kann.

Satz 3.20 (Parameterwahl für gestörte Daten)

Für H = Hτ (Rd) mit τ > d
2 , hinreichend kleine Füllabstände h und c > 0 liefert

die Parameterwahl

γ = γc :=

(
δ

2cρ

)2

n

unter der a-priori-Information ρ = ‖f∗‖H Stabilität im Hilbertraum im Sinne von

‖fγ,δ‖H ≤ (1 + c)‖f∗‖H ,

sowie einen Approximationsfehler von

‖fγ,δ − f∗‖L2(Ω) ≤ C2

(
(2 + c)ρhτ +

(
1 +

1

4c

)
δh−α+

d
2
√
n

)
.

Dabei ist die Konstante C2 = C2(τ, d,Ω,A) > 0 gegeben als

C2 =
C

c01
max{cτ2 , 1},

wobei C = C(τ, d,Ω) die Konstante aus der Sampling-Ungleichung in Satz 2.11

bezeichnet und c01, c
τ
2 operatorabhängige Konstanten aus Voraussetzung 3.12 sind.

Beweis. Aus
δ

2

√
n

γc
=
δ

2

√
n

(
2cρ

δ

1√
n

)
= c ‖f∗‖H

und Lemma 3.10 erhalten wir die Stabilitätsaussage

‖fγ,δ‖H ≤ (1 + c)‖f∗‖H .

Die L2-Fehlerabschätzung ist eine direkte Konsequenz aus Satz 3.18.

‖fγ,δ − f∗‖L2(Ω) ≤ C2

(
hτ
(
2‖f∗‖H +

δ

2

√
n

γ

)
+ h

d
2−α

(√
γ

2
‖f∗‖H +

√
nδ

))

= C2

(
hτ (2‖f∗‖H + c‖f∗‖H) + h

d
2−α

(
δ

4cρ

√
n‖f∗‖H +

√
nδ

))

= C2

(
(2 + c)ρhτ +

(
1 +

1

4c

)
δh−α+

d
2
√
n

)
.

⊓⊔

Die Balance zwischen Stabilität und Approximation kann nun über den Parameter

c explizit gesteuert werden. Im Fall quasi-uniformer Daten erhöht sich der ent-

scheidende Term h−α in der Fehlerabschätzung relativ um 1
4c verglichen mit der

L2-Fehler-minimierenden Parameterwahl aus Korollar 3.19. Die Stabilitätsschranke

hingegen erhöht sich verglichen mit der Situation exakter Daten relativ um c.
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Korollar 3.21 (Optimale Diskretisierungsfeinheit für gestörte Daten)

Für quasi-uniforme Datenmengen X wird die Fehlerschranke für gestörte Daten aus

Satz 3.20 minimal für

h ≃
(
δ

ρ

) 1
τ+α

.

Für das Fehlermaß

rc(h, δ, ρ) := (2 + c)ρhτ +

(
1 +

1

4c

)
δh−α

gilt bei Wahl dieser Diskretisierungsfeinheit

rc ≃ δ
τ

τ+α ρ
α

τ+α .

Beweis. Die Aussage folgt durch Differentiation des Fehlermaßes nach h und Ein-

setzen der optimalen Diskretisierungsfeinheit h ≃
(
δ
ρ

) 1
τ+α

in rc. ⊓⊔

Die nachgewiesene Fehlerordnung O(δ
τ

τ+α ρ
α

τ+α ) wurde bereits in [68], Kapitel 4

als optimale Präzision eines beliebigen Rekonstruktionsverfahrens hergeleitet. Hier

zeigt sich, dass der Quotient τ
τ+α ein Maß für die Schlechtgestelltheit des Ausgangs-

problems (1.1) ist. Für τ ≫ α ist die Schlechtgestelltheit eher unproblematisch,

wohingegen sich Datenfehler für τ ≪ α stark auf das Ergebnis auswirken. Weiterge-

hende allgemeine Untersuchungen für Regularisierungsverfahren zur approximati-

ven Lösung schlecht gestellter Probleme in Sobolevräumen finden sich in [43]. Auch

die Einbeziehung alternativer a-priori-Informationen wird dort diskutiert.

Um die hergeleitete Parameterwahl zu testen, betrachten wir nun ein Beispiel, in

dem alle gestellten Anforderungen erfüllt sind. Insbesondere konstruieren wir den

Approximant im gleichen Sobolevraum, in dem die Lösung f∗ liegt. Ebenso setzen

wir die a-priori-Information ρ = ‖f∗‖H als gegeben voraus.

Beispiel 3.22 Wir wählen Ω = [0, 2] und betrachten den Volterra-Operator

Af(x) =

∫ x

0

f(t) dt, (3.25)

der Sobolev-Glattheit α = 1 hat. Als Lösung der Gleichung Af = g wählen wir

f∗(x) = Φ1,0(x, 0) = (1− |x− 0|)+ = (1− x)+.

Offensichtlich ist f∗ ∈ Hτ (Ω) mit τ = 1 und wir haben

‖f∗‖2H = 〈Φ1,0(·, 0), Φ1,0(·, 0)〉H = Φ1,0(0, 0) = 1.

Die rechte Seite ergibt sich durch Integration zu

g(x) =

∫ x

0

f∗(t) dt = max

{
x− 1

2
x2,

1

2

}
.

Den Regularisierungsparameter wählen wir gemäß Satz 3.20 mit c = 1 als
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γ :=

(
δ

2

)2

n.

Abb. 3.1,a zeigt den exakten und den verrauschten Datenvektor für δ = 0.03. Die

berechnete Rekonstruktion ist in Abb. 3.1,b zu sehen, wobei die Diskretisierung mit

n = 200 äquidistanten Punkten durchgeführt wurde, so dass sich γ = 0.045 ergibt.
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3.1,a: Diskrete exakte Daten (blau) und

gestörte Daten (rot).

0  0.5 1 1.5 2
−0.2
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1
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3.1,b: Rekonstruktion für exakte Daten

(blau) und gestörte Daten (rot).

Abbildung 3.1. Diskrete Daten und TP-Rekonstruktionen in Beispiel 3.22.

3.4 Auswirkungen unterschiedlicher Fehlerterme

3.4.1 Relative deterministische Datenfehler

In Voraussetzung 3.12 sind wir von einem deterministischen, punktweise maximalen

Datenfehler von δ ausgegangen. In manchen Situationen interessiert man sich jedoch

für relative Datenfehler, weshalb wir in diesem Abschnitt

∣∣∣∣
gδi − gi
gi

∣∣∣∣ ≤ δ, i = 1, . . . , n (3.26)

annehmen. Die entwickelte Fehlertheorie lässt sich leicht an diese Situation anpas-

sen. Zunächst erhält man aus (3.26)

‖gX − gδX‖ℓ2 ≤ δ‖gX‖ℓ2 ≤ δ
(
‖gX − gδX‖ℓ2 + ‖gδX‖ℓ2

)
,

woraus für δ < 1 die Datenfehlerschranke

‖gX − gδX‖ℓ2 ≤ δ

1− δ
‖gδX‖ℓ2 (3.27)

folgt. Der gesamte diskrete Datenfehler lässt sich also mittels des Fehlerniveaus und

der gestörten Messdaten abschätzen. Gemäß (3.18) nimmt die Datenfehlerschranke

im Urbild die Form

‖fγ,δ − fγ‖H ≤ 1

2
√
γ
‖gX − gδX‖ℓ2 ≤ 1

2
√
γ

δ

1− δ
‖gδX‖ℓ2 (3.28)
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an. Der gesamte Urbildfehler lässt sich dann mit Korollar 3.9 durch

‖fγ,δ − f∗‖H ≤ 2‖f∗‖H +
1

2
√
γ

δ

1− δ
‖gδX‖ℓ2 (3.29)

begrenzen. Mit (3.28) und Lemma 3.10 ist Stabilität durch

‖fγ,δ‖H ≤ ‖fγ‖H + ‖fγ,δ − fγ‖H ≤ ‖f∗‖H +
1

2
√
γ

δ

1− δ
‖gδX‖ℓ2 (3.30)

sichergestellt. Die Bildfehlerabschätzung des Datenfehlers aus Lemma 3.11 bzw.

(3.19) schreibt sich nun als

‖AXfγ −AXf
γ,δ‖ℓ2 ≤ ‖gX − gδX‖ℓ2 ≤ δ

1− δ
‖gδX‖ℓ2 , (3.31)

woraus sich mit der Approximationsfehlerabschätzung aus Lemma 3.11 die Schranke

‖AXf∗ −AXf
γ,δ‖ℓ2 ≤

√
γ

2
‖f∗‖H +

δ

1− δ
‖gδX‖ℓ2 (3.32)

für den gesamten Bildfehler ergibt.

Da wir nun alle Vorbereitungen abgeschlossen haben, können wir wieder wie in

Satz 3.20 vorgehen, um eine stabilisierende Parameterwahl und eine entsprechende

L2-Abschätzung herzuleiten.

Satz 3.23 Für H = Hτ (Rd), τ > d
2 und hinreichend kleine Füllabstände h liefert

die Parameterwahl

γc :=

(
δ‖gδX‖ℓ2
2c(1− δ)ρ

)2

unter der a-priori-Information ρ = ‖f∗‖H für relative Datenfehler gemäß (3.26)

mit δ < 1 Stabilität im Hilbertraum im Sinne von

‖fγ,δ‖H ≤ (1 + c)‖f∗‖H ,

sowie einen Approximationsfehler von

‖fγ,δ − f∗‖L2(Ω) ≤ C2

(
(2 + c)ρhτ +

(
1 +

1

4c

)
δ

1− δ
‖gδX‖ℓ2h−α+

d
2

)
.

Beweis. Durch Einsetzen der Parameterwahl in (3.30) erhält man die behauptete

Urbildabschätzung. Der Rest des Beweises folgt analog zu Satz 3.20 durch Einsetzen

von γc in die neuen Urbild- und Bildfehlerabschätzungen (3.29) bzw. (3.32) für die

Situation relativer Datenfehler. ⊓⊔

Bemerkung 3.24 Offensichtlich ist eine Adaption der Parameterwahl an unter-

schiedliche Fehlerterme im vorgestellten semi-diskreten Modell sehr einfach möglich.

Es muss lediglich der diskrete Datenfehler ||gX − gδX ||ℓ2 gegen die Datenstörung δ

bzw. die Norm ‖gδX‖ℓ2 der gemessenen Daten abgeschätzt werden. Eine Modifika-

tion der grundlegenden Abschätzungen liefert dann mit der Vorgehensweise aus Satz

3.20 das gewünschte Ergebnis.
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3.4.2 Normalverteilte Datenfehler

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dass die Messwerte gi durch normalverteilte

Zufallsvariablen mit Varianz σ2 gestört sind, d.h. dass

gδi − gi ∼ N (0, σ2), i = 1, . . . , n (3.33)

gilt. Desweiteren gehen wir von der Unabhängigkeit der einzelnen Messungen aus.

Die Annahme unabhängig identisch verteilten Rauschens behalten wir auch in den

folgenden Abschnitten bei. Wie die Notation in (3.33) andeutet, identifizieren wir

zur besseren Übersicht Zufallsvariablen mit ihren Realisierungen.

Da die Summe der Quadrate von n unabhängigen standardnormalverteilten Zufalls-

variablen χ2-verteilt ist mit n Freiheitsgraden, und sich (3.33) in der Form

1

σ
(gδi − gi) ∼ N (0, 1)

schreiben lässt, folgt

1

σ2
‖gδX − gX‖2ℓ2 ∼ χ2

n.

Die Zufallsvariable

Zn :=
1

σ
‖gδX − gX‖ℓ2 (3.34)

ist dann χ-verteilt mit n Freiheitsgraden und hat gemäß [42] die Dichtefunktion

fZn
(z) =

1

2
n
2 −1Γ (n2 )

e−
z
2 zn−1, z ≥ 0,

wobei Γ die Gammafunktion

Γ (x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt

bezeichnet. Die ersten beiden Momente einer solchen Zufallsvariable sind durch

E(Zn) =
√
2
Γ (n+1

2 )

Γ (n2 )
, V (Zn) = n− 2

(
Γ (n+1

2 )

Γ (n2 )

)2

(3.35)

gegeben. Wir erhalten außerdem eine einfachere und dennoch scharfe Abschätzung

des Erwartungswertes, wenn wir eine der ebenfalls in [42] aufgelisteten Approxima-

tionen der Form E(Zn) ≈
√
n einsetzen. Diese garantieren zwar nicht unmittelbar

E(Zn) ≤ √
n, diese Ungleichung lässt sich jedoch aus Basiswissen über die χ2-

Verteilung folgern. Da nach dem Varianzzerlegungssatz für jede Zufallsvariable

V (Z) = E(Z2)− (E(Z))2 (3.36)

ist, haben wir die bekannte Abschätzung

E(Z) ≤
√
E(Z2) (3.37)

zur Verfügung. Für χ2-verteilte Zufallsvariablen Xn mit n Freiheitsgraden gilt [42]
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E(Xn) = n, V (Xn) = 2n.

Somit folgt E(Zn) ≤
√
n für die Zufallsvariable aus (3.34) und damit

E
(
‖gδX − gX‖ℓ2

)
≤ σ

√
n. (3.38)

Wir haben also den zu erwartenden Fehler auf einfache Weise scharf abgeschätzt und

können nun wie bisher fortfahren, um Schranken für den erwarteten L2-Fehler ab-

zuleiten. Zunächst beschränken wir den erwarteten Urbilddatenfehler mittels (3.18)

und (3.38) durch

E
(
‖fγ,δ − fγ‖H

)
≤ 1

2
√
γ
E
(
‖gX − gδX‖ℓ2

)
≤ σ

√
n

2
√
γ
. (3.39)

Der Erwartungswert des gesamten Urbildfehlers lässt sich wie in Korollar 3.9 durch

E
(
‖fγ,δ − f∗‖H

)
≤ 2‖f∗‖H +

σ
√
n

2
√
γ

(3.40)

begrenzen. Stabilität ist mit (3.39) und Lemma 3.10 durch

E
(
‖fγ,δ‖H

)
≤ ‖f∗‖H +

σ
√
n

2
√
γ

(3.41)

gegeben. Die Bildfehlerabschätzung des Datenfehlers erhalten wir mit Lemma 3.11

als

E
(
‖AXfγ −AXf

γ,δ‖ℓ2
)
≤ E

(
||gX − gδX ||ℓ2

)
≤ σ

√
n. (3.42)

Mit der Approximationsfehlerabschätzung aus Lemma 3.11 liefert dies die Schranke

E
(
‖AXf∗ −AXf

γ,δ‖ℓ2
)
≤

√
γ

2
‖f∗‖H + σ

√
n (3.43)

für den gesamten zu erwartenden Bildfehler. Wir haben nun wieder alle nötigen

Vorbereitungen abgeschlossen, um wie in Satz 3.20 eine Parameterwahl und eine

L2-Abschätzung für den Erwartungswert des Residuums herzuleiten.

Satz 3.25 Für H = Hτ (Rd), τ > d
2 und hinreichend kleine Füllabstände h liefert

die Parameterwahl

γc :=

(
σ

2cρ

)2

n

unter der a-priori-Information ρ = ‖f∗‖H für unabhängig identisch normalverteilte

Datenfehler gemäß (3.33) Stabilität im Hilbertraum im Sinne von

E
(
‖fγ,δ‖H

)
≤ (1 + c)‖f∗‖H ,

sowie einen Approximationsfehler von

E
(
‖fγ,δ − f∗‖L2(Ω)

)
≤ C2

(
(2 + c)ρhτ +

(
1 +

1

4c

)
σh−α+

d
2
√
n

)
.

Beweis. Die Behautpung folgt vollkommen analog zu Satz 3.20 und Satz 3.23. ⊓⊔
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In diesem Abschnitt haben wir somit zum einen gezeigt, wie für stochastische Feh-

ler eine Abschätzung des erwarteten ℓ2-Fehlerniveaus der Daten verwendet werden

kann, um die Parameterstrategie und die L2-Abschätzung aus Abschnitt 3.3.2 zu

modifizieren. Ein Vergleich von Satz 3.25 mit Satz 3.20 zeigt zum anderen, dass in

der konkreten Situation unabhängig identisch normalverteilter Fehler die erwarte-

te Stabilität und Approximation genau der Situation deterministischer Datenfehler

mit ‖gδX − gX‖ℓ∞ ≤ δ entsprechen, falls die Standardabweichung gerade σ = δ ist.

3.4.3 Gleichverteilte Datenfehler

In diesem Abschnitt betrachten wir gleichverteilte, unabhängige Datenfehler auf

dem Intervall [−δ, δ]. Wir nehmen also

gδi − gi ∼ GV([−δ, δ]), i = 1, . . . , n (3.44)

an, wobei GV([a, b]) die stetige Gleichverteilung auf [a, b] ⊂ R bezeichnet. Da die

ersten beiden Momente einer Zufallsvariable Z ∼ GV([a, b]) durch

E(Z) =
a+ b

2
, V (Z) =

1

12
(b− a)2

gegeben sind, gilt für die Messwerte

E(gδi − gi) = 0, V (gδi − gi) =
δ2

3
.

Mit dem Varianzzerlegungssatz folgt E((gδi − gi)
2) = δ2

3 und durch Aufsummieren

E(||gδX − gX ||2ℓ2) =
δ2

3
n.

Mit (3.37) können wir nun

E(||gδX − gX ||ℓ2) ≤
δ√
3

√
n (3.45)

schließen. Der zu erwartende diskrete Datenfehler ist also um den Faktor
√
3 nie-

driger als der durch direkte Abschätzung bestimmte Term, den wir mit der deter-

ministischen Fehlerannahme aus Voraussetzung 3.12 erhalten. Entsprechend ergibt

sich im Vergleich mit Satz 3.20 bei angepasster Parameterwahl im entscheidenden

Fehlerterm eine Verbesserung um den Faktor
√
3 bei gleichbleibender Stabilität.

Satz 3.26 Für H = Hτ (Rd), τ > d
2 und hinreichend kleine Füllabstände h liefert

die Parameterwahl

γc :=
1

12

(
δ

cρ

)2

n

unter der a-priori-Information ρ = ‖f∗‖H für gleichverteilte Datenfehler gemäß

(3.44) Stabilität im Hilbertraum im Sinne von

E
(
‖fγ,δ‖H

)
≤ (1 + c)‖f∗‖H ,

sowie einen zu erwartenden Approximationsfehler von

E
(
‖fγ,δ − f∗‖L2(Ω)

)
≤ C2

(
(2 + c)ρhτ +

1√
3

(
1 +

1

4c

)
δh−α+

d
2
√
n

)
.
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Beweis. Die Behautpung folgt völlig analog zu Satz 3.20 und Satz 3.23. ⊓⊔

Die Verbesserung im Vergleich zur Abschätzung bei rein deterministischer Rech-

nung erklärt sich aus der Tatsache, dass nur noch der erwartete Fehler beschränkt

wird und dass neben der absoluten Schranke δ nun die genaue Struktur des Feh-

lers eingeht. Zudem vererbt sich der Faktor
√
3, um den der erwartete diskrete

Datenfehler niedriger als der maximal mögliche Datenfehler ist, auf das Verhältnis

des erwarteten Urbildfehlers zum garantiert maximalen Urbildfehler. Die Zusatz-

information über die Gleichverteilung der Datenfehler kann also zur Stabilisierung

genutzt werden.

3.4.4 Poisson-verteilte Datenfehler

Wir nehmen in diesem Abschnitt ein unabhängig identisches Poisson-Rauschen

gδi − gi ∼ Poisson(λ), i = 1, . . . , n (3.46)

an. Eine Zufallsvariable Z ∼ Poisson(λ) zum Parameter λ ≥ 0 hat bekanntlich die

diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung

P {Z = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . ,

Erwartungswert und Varianz von Z sind jeweils gleich λ. Mit dem Varianzzer-

legungssatz (3.36) oder durch direktes Nachrechnen erhält man

E(Z2) = V (Z) + (E(Z))2 = λ(1 + λ).

Die Erwartungswertabschätzung (3.37) liefert daher für den erwarteten Datenfehler

E(‖gδX − gX‖ℓ2) ≤

√√√√
n∑

i=1

E((gδi − gi)2) =
√
λ(1 + λ)n. (3.47)

Analog zu den letzten Abschnitten zeigt man damit folgenden Satz.

Satz 3.27 Für H = Hτ (Rd), τ > d
2 und hinreichend kleine Füllabstände h liefert

die Parameterwahl

γc :=
λ(1 + λ)

(2cρ)2
n

unter der a-priori-Information ρ = ‖f∗‖H für Poisson-verteilte Datenfehler gemäß

(3.46) Stabilität im Hilbertraum im Sinne von

E
(
‖fγ,δ‖H

)
≤ (1 + c)‖f∗‖H ,

sowie einen Approximationsfehler von

E
(
‖fγ,δ − f∗‖L2(Ω)

)
≤ C2

(
(2 + c)ρhτ +

(
1 +

1

4c

)√
λ(1 + λ)h−α+

d
2
√
n

)
.

Beweis. Die Behautpung folgt erneut wie in Satz 3.20 und Satz 3.23. ⊓⊔
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Ein Poisson-verteiltes Rauschen ist im Hinblick auf Anwendungen von Interesse,

da sich damit Zählprozesse adäquat modellieren lassen. Immer dann, wenn die Ge-

samtzahl unabhängiger, für sich allein unwahrscheinlicher Einzelereignisse geschätzt

werden soll, verwendet man Poisson-verteilte Zufallsvariablen. Die Rechtfertigung

liefert ein elementarer Approximationssatz über die Konvergenz der Summe un-

abhängig binomialverteilter Zufallsvariablen gegen eine Poisson-Verteilung [48].

In Abschnitt 3.4.1 wurde gezeigt, wie für deterministische Datenfehler alle benötig-

ten Abschätzungen auf relative Fehlerterme übertragen werden können. Im Fall

von stochastischem Rauschen gestaltet sich die Herleitung einer Parameterwahl für

relative Fehler nicht wesentlich komplizierter, allerdings können entsprechende Er-

wartungswertabschätzungen nicht mehr gezeigt werden, da der Erwartungswert der

ℓ2-Norm der gestörten Daten in dieser Situation von den unbekannten, exakten Da-

ten abhängt. Da wir jedoch mit den gestörten Messdaten zumindest einen Schätz-

wert für die bei vielen Messungen zu erwartetende durchschnittliche ℓ2-Norm zur

Hand haben, können wir dennoch eine vernünftige Parameterwahl angeben. Wir be-

ginnen wieder mit normalverteiltem Rauschen und übertragen die Vorgehensweise

dann auf gleichverteilte bzw. Poisson-verteilte Datenfehler.

3.4.5 Relative normalverteilte Datenfehler

In diesem Abschnitt untersuchen wir den erwarteten Datenfehler unter der Annah-

me, dass die relativen punktweisen Datenfehler unabhängig identisch normalverteilt

sind, d.h. wir nehmen

gδi − gi
gi

∼ N (0, σ2), i = 1, . . . , n (3.48)

an. Dies impliziert für alle Datenpunkte

gδi − gi ∼ N (0, (σgi)
2).

Wegen

E((gδi − gi)
2) =

(
E(gδi − gi)

)2
+ V (gδi − gi) = (σgi)

2

gilt

E(‖gδX − gX‖2ℓ2) = σ2‖gX‖2ℓ2 ,

was zusammen mit der Erwartungswertabschätzung (3.37)

E(‖gδX − gX‖ℓ2) ≤ σ‖gX‖ℓ2 (3.49)

impliziert. Somit haben wir den erwarteten Datenfehler in Abhängigkeit der un-

bekannten exakten Daten gX abgeschätzt. Einen Zusammenhang der rechten Seite

mit der ℓ2-Norm der gestörten Daten können wir wie folgt herstellen. Wegen

E(
(
gδi
)2
) =

(
E(gδi )

)2
+ V (gδi ) = (1 + σ2)g2i
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gilt

E(‖gδX‖2ℓ2) = (1 + σ2)‖gX‖2ℓ2

und somit

‖gX‖ℓ2 =

√
E(‖gδX‖2ℓ2)
1 + σ2

.

Um die Notation möglichst einfach zu halten, haben wir bisher stets die Zufalls-

variablen gδi mit ihrer beobachteten Realisierung identifiziert. An dieser Stelle ist

jedoch eine differenzierte Betrachtung nötig. Als Schätzung für den Erwartungswert

der quadrierten ℓ2-Norm der Datenzufallsvariable steht lediglich die Realisierung

‖gδX‖2ℓ2 zur Verfügung. Daher ist der einzig verfügbare Schätzwert der ℓ2-Norm der

exakten Daten durch

‖gδX‖ℓ2√
1 + σ2

gegeben, und gemäß (3.49) erhält man

σ√
1 + σ2

||gδX ||ℓ2 (3.50)

als Schätzwert der oberen Schranke für ‖gδX−gX‖ℓ2 . Das Stabilitätskriterium nimmt

in diesem Fall die Form

‖f∗‖H +
1

2
√
γ

σ√
1 + σ2

‖gδX‖ℓ2
!
= (1 + c)‖f∗‖H

an und liefert die Parameterwahl

γc =
σ2

1 + σ2

(‖gδX‖ℓ2
2cρ

)2

. (3.51)

3.4.6 Relative gleichverteilte Datenfehler

Wir gehen in diesem Abschnitt wieder von identisch verteilten, relativen Daten-

fehlern aus, setzen nun jedoch für diese eine Gleichverteilung auf [−δ, δ] voraus.
Aus der Annahme

gδi − gi
gi

∼ GV([−δ, δ]), i = 1, . . . , n (3.52)

ergibt sich für die absoluten Fehler

gδi − gi ∼ GV([−δgi, δgi]), i = 1, . . . , n. (3.53)

Gemäß Abschnitt 3.4.3 erhalten wir daraus

E(‖gδX − gX‖2ℓ2) =
n∑

i=1

1

3
(δgi)

2 =
δ2

3
‖gX‖2ℓ2 ,

und aus der Erwartungswertungleichung (3.37) folgt
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E(‖gδX − gX‖ℓ2) ≤
δ√
3
‖gX‖ℓ2 . (3.54)

Wir bringen nun die ℓ2-Norm der unbekannten exakten Daten mit der erwarteten

Norm der gestörten Daten in Verbindung. Wegen (3.53) gilt

gδi ∼ GV([(1− δ)gi, (1 + δ)gi]), i = 1, . . . , n (3.55)

und daher

E
((
gδi
)2)

=
(
E(gδi )

)2
+ V (gδi ) = g2i +

1

12
(2δgi)

2

=

(
1 +

δ2

3

)
g2i .

Somit erhalten wir

E(‖gδX‖2ℓ2) =
(
1 +

δ2

3

)
‖gX‖2ℓ2

und damit

‖gX‖ℓ2 =

√
E(‖gδX‖2ℓ2)
1 + δ2

3

. (3.56)

Da der einzige Schätzwert der quadrierten erwarteten ℓ2-Norm der Daten durch die

Realisierung ‖gδX‖2ℓ2 gegeben ist, eignet sich

‖gδX‖ℓ2√
1 + δ2

3

(3.57)

als Schätzung der ℓ2-Norm der exakten diskreten Daten gX . Setzt man dies in (3.54)

ein, so ergibt sich als geschätzte Obergrenze des ℓ2-Datenfehlers

δ√
3

‖gδX‖ℓ2√
1 + δ2

3

=
δ√

3 + δ2
‖gδX‖ℓ2 . (3.58)

Betrachtet man nun wieder das im gesamten Kapitel zu Grunde gelegte Stabilitäts-

kriterium, so führt die Bestimmungsgleichung

‖f∗‖H +
1

2
√
γ

δ√
3 + δ2

‖gδX‖ℓ2
!
= (1 + c)‖f∗‖H

auf die Parameterwahl

γc =
δ2

3 + δ2

(‖gδX‖ℓ2
2cρ

)2

. (3.59)

3.4.7 Relative Poisson-verteilte Datenfehler

Abschließend gehen wir nun von einem unabhängig identisch verteilten relativen

Poisson-Rauschen aus, d.h. wir nehmen

gδi − gi
gi

∼ Poisson(λ), i = 1, . . . , n (3.60)
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an. Nach Definition der Poisson-Verteilung gilt

P
{
gδi − gi = kgi

}
=
λk

k!
e−λ.

Daraus errechnet man sofort die Momente

E(gδi − gi) = λgi, E((gδi − gi)
2) = g2i λ(1 + λ).

Mit (3.37) erhält man nun

E(‖gδX − gX‖ℓ2) ≤
√
λ(1 + λ)‖gX‖ℓ2 . (3.61)

Um in dieser Abschätzung von den unbekannten exakten zu den gestörten Daten

zu gelangen, betrachten wir wie in den letzten Abschnitten die Verteilung der Zu-

fallsvariablen gδi . Für i = 1, . . . , n gilt offensichtlich

P
{
gδi = gi(1 + k)

}
=
λk

k!
e−λ,

und somit ergibt sich der Erwartungswert zu

E
(
gδi
)
=

∞∑

k=0

gi(1 + k)
λk

k!
e−λ = gi

(
∞∑

k=0

λk

k!
e−λ +

∞∑

k=0

k
λk

k!
e−λ

)
= gi(1 + λ).

Für die quadrierten Messwerte berechnet man den Erwartungswert gemäß

E
((
gδi
)2)

=

∞∑

k=0

(gi(1 + k))
2 λ

k

k!
e−λ

= g2i

(
∞∑

k=0

λk

k!
e−λ + 2

∞∑

k=0

k
λk

k!
e−λ +

∞∑

k=0

k2
λk

k!
e−λ

)

= g2i (1 + 2λ+ λ(1 + λ))

= g2i (1 + 3λ+ λ2).

Folglich besteht der Zusammenhang

E(‖gδX‖2ℓ2) = (1 + 3λ+ λ2)‖gX‖2ℓ2 ,

und damit

‖gX‖ℓ2 =

√
E(‖gδX‖2ℓ2)
1 + 3λ+ λ2

. (3.62)

Verwendet man nun wieder die Realisierung ||gδX ||2ℓ2 als Schätzwert des Erwartungs-

werts der entsprechenden Zufallsvariable, so erhält man

‖gδX‖ℓ2√
1 + 3λ+ λ2

(3.63)

als Schätzwert für die ℓ2-Norm der exakten Daten. Durch Einsetzen in (3.61) ergibt

sich somit
√

λ(1 + λ)

1 + 3λ+ λ2
‖gδX‖ℓ2
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als Schätzwert für die ℓ2-Norm des Datenfehlers. Das Stabilitätskriterium führt hier

auf die Bestimmungsgleichung

‖f∗‖H +
1

2
√
γ

√
λ(1 + λ)

1 + 3λ+ λ2
‖gδX‖ℓ2

!
= (1 + c)‖f∗‖H ,

woraus sich die Parameterwahl

γc =
λ(1 + λ)

1 + 3λ+ λ2

(‖gδX‖ℓ2
2cρ

)2

(3.64)

ableitet. Die Analogie zu den Parameterwahlen in (3.51) und (3.59) für relative

normalverteilte bzw. gleichverteilte Datenfehler macht das Ergebnis plausibel.

3.5 Berücksichtigung von Randwerten

Nachdem wir in den letzten Abschnitten verschiedene Fehlermodelle untersucht ha-

ben, wollen wir noch kurz auf die Möglichkeit eingehen, Zusatzinformationen in

den Rekonstruktionsprozess einzubeziehen. Die hergeleiteten Fehlerabschätzungen

haben bereits verdeutlicht, dass eine Information über die Glattheit der Lösung ent-

scheidend für eine angepasste Parameterwahl ist. Im Allgemeinen ist aber zusätz-

liches Wissen über das Randverhalten der Lösung nötig, um optimale Ergebnisse

zu erhalten.

Im Beispiel des Stammfunktions-Operators mit Untergrenze x = 0 aus (3.25) besitzt

die Gleichung Af = g genau dann eine (eindeutige) Lösung, wenn g ∈ C1([0, 2]) mit

g(0) = 0 ist. Selbst für solche rechten Seiten ist jedoch die Größe f(0) aus g schwie-

rig rekonstruierbar, da für den linken Randpunkt nur rechtsseitige Informationen

vorliegen. Dieses Problem ist in Abb. 3.1,b auch gut erkennbar. Die Rekonstruktion

strebt offenbar bei x = 0 gegen 0, obwohl der korrekte Wert f∗(0) = 1 ist. Das

gewünschte Randverhalten an der Untergrenze kann also in diesem Beispiel nur

durch Zusatzinformationen hergestellt werden.

Eine Möglichkeit bietet sich, wenn bekannt ist, dass f∗ eine negative Nullstelle

x′ besitzt. In diesem Fall kann die untere Integrationsgrenze des Operators A zu

x′ abgeändert werden, und das Problem löst sich von selbst, wenn entsprechend

geänderte Messwerte der rechten Seite vorliegen. Zwar sind diese im Allgemeinen

nicht beobachtbar, jedoch können durch Interpolation künstliche Daten für x ≤ 0

erzeugt werden, die eine Adaption des Operators und der Ausgangsdaten gestatten

und das Problem in die gewünschte Form bringen. Wir illustrieren dies im Folgenden

anhand von Beispiel 3.22.

Beispiel 3.28 Wir betrachten wie in Beispiel 3.22 den Stammfunktions-Operator

aus (3.25) und die Datenfunktion

g(x) = max

{
x− 1

2
x2,

1

2

}
.
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Die Gleichung Af = g besitzt also die Lösung f∗(x) = (1 − x)+. Wir setzen im

Folgenden die Kenntnis der exakten Randwerte f(0) = 1 und f ′(0) = −1 voraus.

Nun erweitern wir das Rekonstruktionsgebiet auf [−2, 2], indem wir eine Funktion

f auf [−2, 0] durch polynomiale Interpolation mit diesen beiden Bedingungen und

der Zusatzforderung f(−2) = 0 bestimmen und f∗ dann mittels f fortsetzen. Der

Ansatz f(x) = ax2 + bx+ c führt nach kurzer Rechnung auf f(x) = − 3
4x

2 − x+ 1.

Somit definieren wir die stetige Funktion

f̃(x) :=




f(x) , x ∈ [−2, 0]

f∗(x) , x ∈ [0, 2]

als neue gesuchte Lösung. Desweiteren führen wir den Operator

Ãf(x) :=

∫ x

−2

f(t) dt, x ∈ [−2, 2]

ein und erklären die neuen Daten durch

g̃(x) :=

∫ x

−2

f̃(t) dt =





x∫
−2

f(t) dt , x ∈ [−2, 0]

0∫
−2

f(t) dt+
x∫
0

f∗(t) dt , x ∈ [0, 2]
.

Mit der Definition g(x) :=
x∫

−2

f(t) dt vereinfacht sich dies zu

g̃(x) =




g(x) , x ∈ [−2, 0]

g(0) + g(x) , x ∈ [0, 2]
.

Durch Einsetzen von f und der ursprünglichen Daten g berechnet man nun

g̃(x) =





− 1
4x

3 − 1
2x

2 + x+ 2 , x ∈ [−2, 0]

− 1
2x

2 + x+ 2 , x ∈ [0, 1]

5
2 , x ∈ [1, 2]

.

Wie in Beispiel 3.22 gehen wir davon aus, dass von der ursprünglichen Daten-

funktion n = 200 gestörte Messwerte mit punktweise maximalem Fehler der Größe

δ = 0.03 zur Verfügung stehen, und die Datenpunkte äquidistant in [0, 2] verteilt

sind. Die Punkte im Intervall [−2, 0] sind dagegen frei wählbar, und die entspre-

chenden Funktionswerte können exakt generiert werden. Da die Rekonstruktion auf

[−2, 0) nicht von eigentlichem Interesse ist, sondern nur das Randverhalten in x = 0

gesteuert werden soll, begnügen wir uns mit n = 20 zusätzlichen äquidistanten Da-

tenpunkten.

Die Gestalt der neuen Daten ist in Abb. 3.2,a dargestellt. Die Lösung des Problems

Ãf = g̃ ist in Abb. 3.2,b zu sehen, zur Verdeutlichung wurde der interessierende

Ausschnitt in Abb. 3.2,c separat dargestellt. Es ist klar erkennbar, dass die Rekon-

struktion nun auch am Rand zufriedenstellend ist.
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3.2,a: Erweiterte exakte Daten (blau) und

gestörte Daten (rot).

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

3.2,b: Rekonstruktion für die erweiterten

exakten (blau) und gestörten Daten (rot).
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3.2,c: Abgeschnittene Rekonstruktionen für

die erweiterten Daten.

Abbildung 3.2. Erweiterte Daten und TP-Rekonstruktionen in Beispiel 3.28.

3.6 Zusammenfassung und Ausblick

In diesem Kapitel wurde das semi-diskrete Tikhonov-Phillips-Verfahren in RKHS

eingehend untersucht. Für exakte Daten wurde eine a-priori-Parameterwahl her-

geleitet, welche die maximale Konvergenzordnung τ gewährleistet und gleichzei-

tig größtmögliche numerische Stabilität garantiert. Als Hilfsmittel kam dabei eine

Sampling-Ungleichung zum Einsatz, die im Gegensatz zu herkömmlichen multipli-

kativen Sobolev-Ungleichungen eine Abschätzung des Gesamtfehlers in Termen des

Füllabstands gestattet.

Dies erlaubte auch die Herleitung expliziter a-priori-Parameterstrategien für ab-

solute bzw. relative deterministische Datenfehler, die scharfe Abschätzungen der

L2-Approximationsfehler liefern und gleichzeitig Stabilität im Funktionenraum in

der Form ‖fγ,δ‖H ≤ (1+ c)‖f∗‖H sicherstellen. Die entsprechenden Parameterwah-

len und Approximationsfehler sind in Tabelle 3.1 veranschaulicht. Für H = Hτ (Ω)

ergibt sich der entsprechende L2-Fehler durch Multiplikation mit h−α+
d
2 , wodurch

für quasi-uniforme Daten die Größenordnung h−α resultiert.

Im Anschluss wurde ausgeführt, wie sich dieses Ergebnis auf unterschiedliche sto-

chastische Fehlermodelle durch Betrachtung des erwarteten ℓ2-Datenfehlers und

der erwarteten Stabilität bzw. Approximationsgüte übertragen lässt. Dieser Schritt

konnte durch die semi-diskrete Modellierung mit sehr wenig Aufwand durchgeführt
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|gδi − gi| ≤ δ
∣∣∣ g

δ
i −gi
gi

∣∣∣ ≤ δ

Regularisierungsparameter
(

δ
2cρ

)2

n
(

δ
2c(1−δ)ρ

)2

‖gδX‖2ℓ2

garantierte Approximation
(
1 + 1

4c

)
δ
√
n

(
1 + 1

4c

)
δ

1−δ
‖gδX‖ℓ2

Tabelle 3.1. TP-Verfahren: optimale Parameter und Approximationsfehler-Leitterme für

deterministische Datenfehler.

werden, da im Gegensatz zu Standardmethoden keine Stochastik im Funktionen-

raum benötigt wurde. Stattdessen genügte hier eine spezifische Betrachtung des ℓ2-

Datenfehlers je nach Art des Rauschens. Die Ergebnisse für normalverteilte, gleich-

verteilte und Poisson-verteilte absolute Datenfehler sind in Tabelle 3.2 abgebildet.

gδi − gi ∼ N (0, σ2) gδi − gi ∼ GV([−δ, δ]) gδi − gi ∼ Poisson(λ)

Regularisierungsp.
(

σ
2cρ

)2

n 1
12

(
δ
cρ

)2

n λ(1+λ)

(2cρ)2
n

erwartete Approx.
(
1 + 1

4c

)
σ
√
n 1√

3

(
1 + 1

4c

)
δ
√
n

(
1 + 1

4c

)√
λ(1 + λ)

√
n

Tabelle 3.2. TP-Verfahren: optimale Parameter und Approximationsfehler-Leitterme für

absolute stochastische Datenfehler.

Für relative stochastische Datenfehler ließ sich zwar keine L2-Abschätzung mehr

herleiten, sinnvolle Parameterwahlen konnten jedoch nach wie vor angegeben wer-

den. Die Ergebnisse sind in Tabelle 3.3 zusammengefasst. Schließlich wurde im letz-

ten Abschnitt illustriert, wie unerwünschte Randeffekte durch die Berücksichtigung

von Zusatzinformationen zu vermeiden sind.

gδi −gi
gi

∼ N (0, σ2)
gδi −gi
gi

∼ GV([−δ, δ]) gδi −gi
gi

∼ Poisson(λ)

Regularisierungsp. σ2

1+σ2
1

(2cρ)2
‖gδX‖2ℓ2 δ2

3+δ2
1

(2cρ)2
‖gδX‖2ℓ2

λ(1+λ)

1+3λ+λ2
1

(2cρ)2
‖gδX‖2ℓ2

Tabelle 3.3. TP-Verfahren: Parameterwahlen für relative stochastische Datenfehler.

Im nächsten Kapitel wenden wir uns nun weiteren Rekonstruktionsverfahren zu.

Wir erläutern, wie die aus der Approximationstheorie bekannten Support-Vektor-

Regressionsmethoden in das vorgestellte Modell eingepasst werden können. Dabei

beschränken wir uns auf deterministische, absolute Fehler und leiten für diese er-

neut Parameterwahlen und L2-Abschätzungen her. Im Verlauf des folgenden Ka-

pitels zeigen wir, dass die Anforderung numerischer Stabilität die Projektion auf

einen geeigneten Unterraum des zu Grunde gelegten RKHS erzwingt, weshalb wir

zunächst Projektionsverfahren einführen und untersuchen.





4

Projektionsverfahren und

Support-Vektor-Regression

Bei Projektionsverfahren wird der Ansatzraum zur Konstruktion eines Approxi-

manten auf einen Unterraum des Ausgangsraums H eingeschränkt. Da die Be-

schränkung auf Translationen des Kerns im einfachsten Fall auf die Lösung ei-

nes LGS mit asymmetrischer Matrix führt und das Grundkonzept der Kolloka-

tion erhalten bleibt, spricht man in diesem Kontext auch von asymmetrischer

Kollokation. Dies mag insofern verwirren, als bei angepasster Hinzunahme eines

TP-Regularisierungsterms die Lösung eines Gram-Systems erforderlich wird, und

die resultierende Matrix symmetrisch ist. In diesem Kapitel stellen wir zunächst

das klassische TP-Projektionsverfahren im eingeführten semi-diskreten Modell vor.

Die Konvergenz- und Fehlertheorie wird sich durch Verlassen des optimalen An-

satzraums im Vergleich zur vorgestellten symmetrischen Kollokationsmethode als

schwieriger erweisen, obgleich das Verfahren selbst leicht herzuleiten ist.

Danach diskutieren wir die Adaption von Support-Vektor-Regressionsverfahren

(SVR-Verfahren) zur Lösung von Integralgleichungen. Die Idee bei diesen aus der

Approximationstheorie bekannten Methoden ist die Vernachlässigung kleiner Bild-

fehler zur zusätzlichen Stabilisierung [15, 81, 91]. Eine Überanpassung an gestörte

Daten, welche die Generalisierungseigenschaft des Approximanten zerstört, soll da-

mit vermieden werden. Umgesetzt wird dieser Ansatz durch Abändern der Ziel-

funktion mittels eines zusätzlichen Parameters, der zusammen mit dem Regula-

risierungsparameter für Stabilität bei Datenfehlern sorgt. Es zeigt sich, dass nur

eine gekoppelte Parameterstrategie bestmögliche Ergebnisse sicherstellt. Eine Feh-

lertheorie für diese Methoden ist bisher lediglich im Regressionsfall bekannt [77, 78].

Wir verallgemeinern diese Ergebnisse mit der Vorgehensweise aus Kapitel 3 auf

mäßig schlecht gestellte Probleme.

Als Unterschied zur TP-Methode erweist sich die Tatsache, dass der symmetri-

sche Kollokationsansatz bei den SVR-Verfahren auf Grund von Stabilitätsproble-

men praktisch undurchführbar ist, da die schlecht konditionierte symmetrische Kol-

lokationsmatrix im Regularisierungsterm auftaucht. Dagegen stellt sich die asym-

metrische Kollokationsmethode mit SVR als äußerst effektiv heraus. Wir weisen

insbesondere nach, dass im Vergleich zu den TP-Methoden eine höhere Stabilität

im Funktionenraum sowie eine verbesserte numerische Stabilität garantiert ist.
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4.1 Projektion im TP-Verfahren

Im vorhergehenden Kapitel haben wir das TP-Verfahren in RKHS analysiert. Nach-

teilig bei dieser Methode ist die Notwendigkeit der Auswertung von Doppelintegra-

len zur Bestimmung der symmetrischen Kollokationsmatrix. Um dies zu umgehen,

kann statt des optimalen Ansatzraums

H∗(A,X) := N(AX)⊥ = span{λyjΦ(·, y) | j = 1, . . . , n}

die Projektion auf einen Unterraum HY := span{Φ(·, yk) | k = 1, . . . ,m} ⊂ H

durchgeführt werden. In diesem Fall ist nur noch die asymmetrische Kollokationsma-

trix von Interesse, zu deren Auswertung lediglich Einfachintegrale berechnet werden

müssen. Allerdings ist eine Abschätzung des Approximanten gegen f∗ nicht mehr

ohne Weiteres möglich, da die Bildinterpolationsbedingung auf den Datenpunkten

aus X durch das Verlassen des optimalen Ansatzraums nicht mehr garantiert ist.

Wir stellen im Folgenden das bekannte asymmetrische Kollokationsverfahren mit

TP-Regularisierung im semi-diskreten Modell vor und zeigen, dass unter schwachen

Voraussetzungen alle benötigten Abschätzungen adaptiert werden können. Statt der

Ausgangsgleichung AXf = gX betrachten wir nun das Problem

min
f∈HY

{‖AXf − gX‖2ℓ2 + γ‖f‖2H}. (4.1)

Dies entspricht genau der klassischen Fehlerquadratmethode angewendet auf die

semi-diskrete Gleichung AXf = gX bei Projektion auf den Raum HY und zusätz-

licher Tikhonov-Regularisierung (siehe [52], Kapitel 4.5).

Zunächst erinnern wir an die Definition der asymmetrischen Kollokationsmatrix

NA,Φ,X,Y ∈ Rm×n, die gemäß (3.14) durch (NA,Φ,X,Y )kj := λyjΦ(yk, y) gegeben ist.

Desweiteren benötigen wir nun die Gram-Matrix GN,A,Φ,X,Y := NA,Φ,X,YN
T
A,Φ,X,Y

mit Einträgen

(GN,A,Φ,X,Y )kl =

n∑

j=1

λyjΦ(yk, y)λ
y
jΦ(yl, y), k, l = 1, . . . ,m. (4.2)

In der Situation X = Y schreiben wir abkürzend NA,Φ,X und GN,A,Φ,X .

Lemma 4.1 Die Lösung von (4.1) ist gegeben durch

fγ,Y =

m∑

k=1

αγ,Yk Φ(·, yk), (4.3)

wobei der Koeffizientenvektor αγ,Y die eindeutige Lösung des Gleichungssystems

(GN,A,Φ,X,Y + γΦY )α = NA,Φ,X,Y gX (4.4)

ist. Im Spezialfall γ = 0 kann der Koeffizientenvektor auch als Lösung von

NT
A,Φ,X,Y α = gX (4.5)

ermittelt werden, sofern dieses Gleichungssystem lösbar ist.
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Beweis. Für f =
m∑
k=1

αkΦ(·, yk) können wir wegen der Symmetrie des Kerns die

Zielfunktion

J(α) =
n∑

i=1

(
m∑

k=1

αkλ
y
iΦ(yk, y)− gi

)2

+ γαTΦY α

betrachten und den Gradienten gleich Null setzen. Für l = 1, . . . ,m ergeben sich

die Optimalitätsbedingungen

∂J

∂αl
= 2

n∑

i=1

(
m∑

k=1

αkλ
y
iΦ(yk, y)− gi

)
λyiΦ(yl, y) + 2γ

m∑

k=1

αkΦ(yk, yl)
!
= 0.

Durch Vertauschen der Summation und Zusammenfassen der Terme des Koeffi-

zientenvektors schreiben sich die Gleichungen als

m∑

k=1

[(
n∑

i=1

λyiΦ(yk, y)λ
y
iΦ(yl, y)

)
+ γΦ(yk, yl)

]
αk =

n∑

i=1

giλ
y
iΦ(yl, y),

wodurch sich das LGS (4.4) ergibt. Da GN,A,Φ,X,Y als Gram-Matrix positiv semi-

definit ist, hat man analog zur Situation ohne Projektion aus Satz 3.2 für γ > 0

stets die eindeutige Lösbarkeit von (4.4).

Im unregularisierten Fall schreiben sich die Optimalitätsbedingungen als

n∑

i=1

(
m∑

k=1

αkλ
y
iΦ(yk, y)− gi

)
λyiΦ(yl, y) = 0, l = 1, . . . ,m.

Gilt bereits NT
A,Φ,X,Y α = gX , so ist die innere Summe für i = 1, . . . , n gleich Null,

wodurch die Behauptung folgt. ⊓⊔

Bemerkung 4.2 Die Bestimmung des Koeffizientenvektors als Lösung von (4.5)

entspricht dem klassischen Kollokationsverfahren angewendet auf die semi-diskrete

Ausgangsgleichung AXf = gX (siehe [52], Kapitel 4.5). Obwohl die Lösbarkeit nicht

immer garantiert ist, wurde ein entsprechendes LGS auch im Kontext partieller

Differentialgleichungen verwendet [45, 46]. Im Spezialfall X = Y wird häufig das

diskrete System mit einem TP-Regularisierungsterm versehen, man betrachtet also

(
NT
A,Φ,X + γI

)
α = gX . (4.6)

Dieses LGS liefert jedoch nicht den Koeffizientenvektor der Lösung von (4.1). Statt-

dessen erfüllt jede Lösung von (4.6) das System

(GN,A,Φ,X + γNA,Φ,X)α = NA,Φ,X gX . (4.7)

Im Vergleich zu (4.4) hat sich also der Regularisierungsterm verändert.

Zusammengefasst ergibt sich die klassische semi-diskrete Fehlerquadratmethode für

Hilberträume H mit reproduzierendem Kern und Projektion auf HY wie folgt.



64 4 Projektionsverfahren und Support-Vektor-Regression

Algorithmus 4.1 (Semi-diskretes TP-Verfahren mit Projektion)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lösung f∗ ∈ H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern Φ ist.

1. Wähle Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω und γ > 0.

2. Berechne die Kollokationsmatrizen

(ΦY )kl = Φ(yk, yl), k, l = 1, . . . ,m,

(NA,Φ,X,Y )kj =

∫

Ω

k(xj , t)Φ(yk, t) dt, k = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

GN,A,Φ,X,Y = NA,Φ,X,YN
T
A,Φ,X,Y .

3. Bestimme die Lösung αγ,Y,δ des LGS

(GN,A,Φ,X,Y + γΦY )α = NA,Φ,X,Y g
δ
X .

Ergebnis: fγ,Y,δ =
m∑
k=1

αγ,Y,δk Φ(·, yk) ist eine Approximation an f∗.

Nachdem nun das Lösungsverfahren eingeführt ist, untersuchen wir, wie sich der

durch Projektion auf HY mittels des TP-Funktionals

Jγ(f) := ‖AXf − gX‖2ℓ2 + γ‖f‖2H (4.8)

ermittelte Approximant fγ,Y vom Approximant fγ des entsprechenden Problems

ohne Projektion unterscheidet. Dazu betrachten wir die Hilbertraumnorm sowie die

Bildapproximationsgüte als Kriterien. Nach den Fehlerabschätzungen aus Kapitel

3 liegt es nahe, dass sich bei Kenntnis der Abweichungen in diesen Kriterien die

weitere Fehlertheorie anpassen lässt.

Um die mit Projektion bestimmte Rekonstruktion fγ,Y mit der Lösung des symme-

trischen Kollokationsansatzes fγ bzw. der Optimallösung f∗ vergleichen zu können,

müssen wir eine Approximationseigenschaft an den Operator fordern. Dies erklärt

sich dadurch, dass der für Jγ auf ganz H optimale Approximant fγ eine Linear-

kombination der Funktionen λyjΦ(·, y) ist, und die Funktionale λj durch Anwendung

von A und Punktauswertung in xj definiert sind. Genauer benötigen wir, dass ei-

ne Quadraturformel existiert, die für eine beliebige Funktion f ∈ H eine auf Ω

gleichmäßige Approximation der Bildfunktion Af ermöglicht. Wir betrachten da-

her den durch eine Quadraturformel mit Knoten aus Y = Y (m) = {y(m)
1 , . . . , y

(m)
m }

diskretisierten Operator

Awmf(x) :=

m∑

k=1

w
(m)
k k(x, y

(m)
k )f(y

(m)
k ) (4.9)

und fordern eine in f punktweise, jedoch auf Ω gleichmäßige Konvergenz der Ord-

nung r > 0. Es existiere also eine Folge ((w
(m)
k )mk=1)m∈N von Gewichten mit

∀ f ∈ H ∃K = K(A, f,Ω) > 0 mit ‖(A−Awm)f‖L∞(Ω) ≤ KhrY . (4.10)
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Um diese Bedingung an die Quadraturmethode einzuordnen, zitieren wir ein be-

kanntes Beispiel aus [49], Kapitel 12.

Beispiel 4.3 Für Ω = [a, b], f ∈ C2(Ω) und k ∈ C2(Ω×Ω) gilt unter Verwendung

der Trapezregel die Abschätzung

‖(A−Awm)f‖L∞(Ω) ≤
1

12
h2(b− a) max

x,y∈Ω

∣∣∣∣
∂2

∂y2
(k(x, y)f(y))

∣∣∣∣ ,

wobei h = b−a
m die Diskretisierungsfeinheit für m äquidistante Datenpunkte ist.

Alternative Voraussetzungen an Quadraturverfahren im Kontext semi-diskreter

Probleme wurden beispielsweise in [34, 58, 86] gestellt. Ganz allgemein heißt ein

Quadraturverfahren (Qwm)m∈N mit

Qwmu :=

m∑

k=1

w
(m)
k u(y

(m)
k )

konvergent gegen das Zielfunktional

Qu :=

∫

Ω

ω(x)u(x) dx,

wenn (Q−Qwm)u
m→∞−→ 0 für alle u ∈ C(Ω) gilt, wobei Ω ⊂ Rd als kompakt vorausge-

setzt wird und ω eine Gewichtsfunktion bezeichnet. Unter Verwendung eines konver-

genten Quadraturverfahrens folgt die Kollektivkompaktheit der Familie (Awm)m∈N

und damit punktweise (aber nicht gleichmäßige) Konvergenz von Awm gegen A (siehe

[49], Kapitel 12). Allerdings erhält man im Allgemeinen keine Konvergenzordnung

mehr. Unter der Bedingung (4.10) lässt sich jedoch die vorausgesetzte Konvergenz-

ordnung bei fixierter Kollokationsmenge X auf die Rekonstruktion fγ,Y übertragen,

sofern Y zunehmend dichter in Ω gewählt werden, d.h. falls hY := hY,Ω → 0 gilt.

Lemma 4.4 Für A : H 7→ AH existiere eine gemäß (4.9) mittels Quadraturverfah-

ren diskretisierte Operatorfamilie (Awm)m∈N, die im Sinne von (4.10) konvergent von

der Ordnung r ist. Dann gelten für die Lösung fγ,Y von (4.1) und die Lösung fγ

des entsprechenden Problems ohne Projektion für hY → 0 folgende Abschätzungen:

‖fγ,Y ‖2H − ‖fγ‖2H = O(hrY ),

‖AXfγ,Y −AXf
γ‖2ℓ2 = O(hrY ).

Analoge Aussagen gelten bei Vergleich von fγ,Y mit der gesuchten Funktion f∗.

Beweis. Zunächst erhalten wir aus der Optimalität von fγ,Y in HY die Ungleichung

γ||fγ,Y ||2 ≤ Jγ(fγ,Y ) ≤ Jγ(f) ∀ f ∈ HY . (4.11)

Die globale Optimalität von fγ in H bedingt außerdem

Jγ(fγ) ≤ Jγ(f∗) = γ‖f∗‖2H . (4.12)
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Wir schließen im Folgenden die Lücke zwischen den beiden Ungleichungen, indem

wir eine Funktion f ∈ HY konstruieren, für die Jγ(f) ≈ Jγ(fγ) gilt. Für diesen

Approximationsschritt benötigen wir die in (4.10) geforderte Existenz einer konver-

genten Quadraturoperatorfamilie. Da das Zielfunktional Jγ aus den nichtnegativen

Termen zur Bildapproximation und zur Regularisierung besteht, bedingt dies auch

die Approximation der Einzelterme.

Zur Konstruktion einer geeigneten Funktion f bemerken wir, dass die TP-Lösung

fγ ohne Projektion gemäß Satz 3.2 die Darstellung

fγ =

n∑

j=1

αγj λ
y
jΦ(·, y) =

n∑

j=1

αγj

∫

Ω

k(xj , t)Φ(·, t) dt

besitzt, wobei αγ = αγ(X) die Lösung des LGS

(MA,Φ,X + γI)α = gX

ist. Durch Einsetzen des Quadraturoperators schreibt sich dies für w = w(m) als

fγ =

n∑

j=1

αγj

(
m∑

k=1

wkk(xj , yk)Φ(·, yk) +KhrY

)

=
m∑

k=1




n∑

j=1

αγjwkk(xj , yk)


Φ(·, yk) +




n∑

j=1

αγj


KhrY .

Daher definieren wir

f :=

m∑

k=1




n∑

j=1

αγjwkk(xj , yk)


Φ(·, yk) (4.13)

und erhalten für festes X und hY → 0 den Zusammenhang

‖f − fγ‖L∞(Ω) = O(hrY ). (4.14)

Als nächstes rechnen wir die Abweichungen von f und fγ bezüglich Norm und

Bildapproximation nach. Die Norm von fγ ist gegeben durch

‖fγ‖2H =

n∑

i,j=1

αγi α
γ
j λ

x
i λ

y
jΦ(x, y)

=

n∑

i,j=1

αγi α
γ
j

∫

Ω

∫

Ω

k(xi, s) k(xj , t)Φ(s, t) dt ds.

Die auftretenden Doppelintegrale lassen sich wie folgt abschätzen:
∫

Ω

∫

Ω

k(xi, s) k(xj , t)Φ(s, t) dt ds

=

∫

Ω

k(xi, s)

(
m∑

k=1

wkk(xj , yk)Φ(s, yk) +KhrY

)
ds

=
m∑

k=1

wkk(xj , yk)

(∫

Ω

k(xi, s)Φ(s, yk) ds

)
+

(∫

Ω

k(xi, s) ds

)
KhrY

=
m∑

k=1

wkk(xj , yk)

(
m∑

l=1

wlk(xi, yl)Φ(yl, yk) +KhrY

)
+

(∫

Ω

k(xi, s) ds

)
KhrY
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=




m∑

k,l=1

wlwkk(xi, yl)k(xj , yk)Φ(yl, yk)


+

(
m∑

k=1

wkk(xj , yk) +

∫

Ω

k(xi, s) ds

)
KhrY

≤




m∑

k,l=1

wlwkk(xi, yl)k(xj , yk)Φ(yl, yk)


+ 3 max

k=1,...,n

∣∣∣∣
∫

Ω

k(xk, s) ds

∣∣∣∣KhrY . (4.15)

Die letzte Ungleichung gilt für hY → 0 wegen

m∑

k=1

wkk(xj , yk)
m→∞−→

∫

Ω

k(xj , s) ds, j = 1, . . . , n.

Weiterhin gilt offensichtlich

‖f‖2H =
n∑

i,j=1

αγi α
γ
j

m∑

k,l=1

wlwkk(xi, yl)k(xj , yk)Φ(yl, yk).

Somit liefert (4.15) die behauptete Asymptotik

| ‖fγ‖2H − ‖f‖2H | ≤ 3 max
k=1,...,n

∣∣∣∣
∫

Ω

k(xk, s) ds

∣∣∣∣




n∑

i,j=1

αγi α
γ
j


KhrY

= O(hrY ). (4.16)

Die Abweichung der punktweisen Bildfehler von f und fγ schätzt man analog ab.

Mit der Definition von f aus (4.13) schließen wir

Af(xi) =

m∑

k=1




n∑

j=1

αγjwkk(xj , yk)



∫

Ω

k(xi, s)Φ(yk, s) ds

=
n∑

j=1

αγj

∫

Ω

k(xi, s)
m∑

k=1

wkk(xj , yk)Φ(yk, s) ds

=
n∑

j=1

αγj

∫

Ω

k(xi, s)
(
λyjΦ(s, y) +O(hrY )

)
ds

=

n∑

j=1

αγj λ
x
i λ

y
jΦ(x, y) +

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

αγj

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣
∫

Ω

k(xi, s) ds

∣∣∣∣O(hrY )

= Afγ(xi) +O(hrY ). (4.17)

Die Abschätzungen (4.16) und (4.17) liefern nun mit (4.11) und der Wahl f := f

Jγ(f) = Jγ(fγ) +O(hrY ). (4.18)

Weiterhin folgen für hY → 0 die beiden Relationen

γ‖fγ,Y ‖2 = γ‖fγ‖2H +O(hrY ), (4.19)

Jγ(fγ,Y ) = Jγ(fγ) +O(hrY ). (4.20)

Zusammen ergibt sich mit (4.19), (4.20) und der Positivität der Terme des Zielfunk-

tionals auch

‖AXfγ,Y −AXf
γ‖2ℓ2 = O(hrY ). (4.21)

Wegen der Ungleichung (4.12) gelten die soeben verwendeten Argumente auch für

f∗ statt fγ , was den Beweis vervollständigt. ⊓⊔
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4.2 SVR zur Operatorinversion

Nachdem wir im letzten Abschnitt die TP-Methode mit Projektion auf einen Un-

terraum behandelt haben, sind wir nun in der Lage, das SVR-Verfahren zur Lösung

von Integralgleichungen zu adaptieren. Dazu verwenden wir wie im Spezialfall der

reinen Regression die ǫ-intensive Abstandsfunktion

|x|ǫ =





0 , |x| ≤ ǫ

|x| − ǫ , |x| > ǫ

bzw. deren Quadrat, um Datenfehler bis zu einem Wert von ǫ zu ignorieren. Die

beiden Abstandsfunktionen sind in Abb. 4.1 dargestellt. Eine Einordnung in den

Kontext von Zielfunktionen aus der robusten Statistik findet sich in [38].
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4.1,a: | · |ǫ für ǫ = 0 (blau), ǫ = 0.2 (rot).
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4.1,b: | · |2ǫ für ǫ = 0 (blau), ǫ = 0.2 (rot).

Abbildung 4.1. ǫ-Abstandsfunktionen | · |ǫ und | · |2ǫ .

Natürlich benutzen wir dieses Fehlermaß wieder auf den Daten, d.h. nun im Bild-

bereich des Operators AX . Nach Einführung der Verfahren zeigen wir am En-

de des Kapitels, dass dadurch tatsächlich ein Gewinn an Stabilität erzielt wer-

den kann. Anschaulich zu erklären ist dies durch die Vermutung, dass eine Ver-

nachlässigung kleiner Datenfehler die Vermeidung hochfrequenter Anteile in der

Rekonstruktion mit sich bringt. Bevor wir uns diesem Aspekt zuwenden, leiten wir

zunächst Lösungsverfahren in Form von quadratischen Programmen her. Insbeson-

dere erläutern wir, warum Projektion bei Verwendung eines ǫ-Fehlerfunktionals ein

unabdingbarer Schritt zur Gewährleistung numerischer Stabilität ist.

Im Spezialfall von Regressionsproblemen schreibt sich das Optimierungsproblem

mit ǫ-Fehlerfunktion und Regularisierung mittels der zu Grunde liegenden Hilbert-

raumnorm im Fall gestörter Daten als

min
f∈H

{
n∑

i=1

|f(xi)− gδi |ǫ + γ‖f‖2H

}
. (4.22)

Gemäß dem sogenannten Repräsentationstheorem ist der optimale Ansatzraum

H∗(id, X) = span{Φ(·, xj) | j = 1, . . . , n},
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weshalb die Betrachtung der Ansatzfunktion f =
n∑
j=1

αjΦ(·, xj) genügt [81]. Dem

zu Grunde liegen lediglich die Hilbertraumstruktur im Urbild und die Nichtne-

gativität des betrachteten Bildfehlerterms. Das Problem kann also parametrisiert

werden, und durch die Einführung von Schlupfvariablen schreibt man das resultie-

rende quadratische Programm zur Bestimmung des optimalen Koeffizientenvektors

in folgender Form:

min
α∈Rn, a,b∈Rn

+

{
n∑

i=1

(ai + bi) + γαTΦXα

}
(4.23)

u.d.N. (ΦX)iα− gδi ≤ ǫ+ ai, i = 1, . . . , n,

−[(ΦX)iα− gδi ] ≤ ǫ+ bi, i = 1, . . . , n.

Ein naheliegendes Analogon zu (4.22) für Operator-Inversionsprobleme lässt sich

leicht angeben:

min
f∈H

{
n∑

i=1

|Af(xi)− gδi |ǫ + γ‖f‖2H

}
. (4.24)

Mittels eines verallgemeinerten Repräsentationstheorems, das wir nun herleiten,

kann auch dieses Problem parametrisiert werden.

Lemma 4.5 Jede Lösung von (4.24) liegt in span{λyjΦ(·, y) | j = 1, . . . , n}.

Beweis. Wir betrachten die durch AX induzierte Orthogonalzerlegung

f = f1 + f2, f1 ∈ N(AX)⊥, f2 ∈ N(AX).

Damit gilt einerseits

Af2(xi) = (AXf2)i = 0, i = 1, . . . , n,

andererseits haben wir auch die Zerlegung ‖f‖2H = ‖f1‖2H + ‖f2‖2H . Somit erhält

man für den Wert des Zielfunktionals

n∑

i=1

|Af(xi)− gδi |ǫ + γ‖f‖2H =
n∑

i=1

|Af1(xi)− gδi |ǫ + γ
(
‖f1‖2H + ‖f2‖2H

)
.

Mit der Positivität der Norm folgt für jedes Minimum f = f1 + f2 von (4.24), dass

der Anteil f2 identisch Null ist. Schließlich wissen wir nach dem Beweis von Satz

3.2, dass

N(AX)⊥ = H∗(A,X) = span{λyjΦ(·, y) | j = 1, . . . , n}

gilt, woraus die Behauptung folgt. ⊓⊔

Somit kann man für (4.24) die Ansatzfunktion f =
n∑
j=1

αjλ
y
jΦ(·, y) wählen, und

durch die Einführung von Schlupfvariablen ergibt sich das folgende, zu (4.23) ana-

loge quadratische Programm zur Ermittlung des Koeffizientenvektors als
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min
α∈Rn, a,b∈Rn

+

{
n∑

i=1

(ai + bi) + γαTMA,Φ,X α

}
(4.25)

u.d.N. (MA,Φ,X)iα− gδi ≤ ǫ+ ai, i = 1, . . . , n,

−[(MA,Φ,X)iα− gδi ] ≤ ǫ+ bi, i = 1, . . . , n.

Der grundsätzliche Aufbau dieses Optimierungsproblems ist vergleichbar mit dem

Spezialfall der Regression, allerdings tritt nun in den Nebenbedingungen und vor

allem auch im Regularisierungsterm der Zielfunktion die symmetrische Kolloka-

tionsmatrix auf. Da diese probleminhärent extrem schlecht konditioniert ist, eignet

sie sich in keinem Maße zur Stabilisierung. Die Glattheit der unbekannten Lösung

f∗ von Af = g lässt sich also mit diesem quadratischen Programm nicht stabil auf

die Rekonstruktion übertragen. Einen Ausweg aus diesem Dilemma leiten wir im

nächsten Abschnitt durch Projektion auf einen Unterraum her. Eine ausführliche

Fehleruntersuchung wird später klären, dass dies ein vorteilhafter Weg ist.

4.3 SVR mit stückweise linearem Bildfehlerterm

Wir formulieren nun das SVR-Verfahren mit Projektion auf den Raum HY =

span{Φ(·, yk) | k = 1, . . . ,m} und mit stückweise linearem Bildfehlerterm. Wie im

vorherigen Abschnitt wird also die mittels ǫ abgeschnittene ℓ1-Norm zur Bewertung

des Bildfehlers eingesetzt. Im darauffolgenden Abschnitt leiten wir her, wie auch für

abgeschnittene ℓ2-Fehler analog vorgegangen werden kann. Unser Ziel ist also nun

die Lösung des Problems

min
f∈HY

{
n∑

i=1

|Af(xi)− gδi |ǫ + γ‖f‖2H

}
. (4.26)

Betrachten wir die Ansatzfunktion f =
m∑
k=1

αkΦ(·, yk), so ergibt sich als quadrati-

sches Programm zur Bestimmung des Koeffizientenvektors

min
α∈Rm, a,b∈Rn

+

{
n∑

i=1

(ai + bi) + γαTΦY α

}
(4.27)

u.d.N. (NT
A,Φ,X,Y )iα− gδi ≤ ǫ+ ai, i = 1, . . . , n,

−[(NT
A,Φ,X,Y )iα− gδi ] ≤ ǫ+ bi, i = 1, . . . , n.

In Matrixform und mit der Notation 1n = (1, . . . , 1)T ∈ Rn schreibt sich dies als

min
z∈Rm+2n

{
zTHz + dT z

}
(4.28)

u.d.N. Mz ≤ c,

zm+1, . . . , zm+2n ≥ 0,

wobei

H =



γΦY Om,2n

O2n,m O2n,2n


 ∈ R(m+2n)×(m+2n),
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M =




NT
A,Φ,X,Y −In,n On,n

−NT
A,Φ,X,Y On,n −In,n


 ∈ R2n×(m+2n),

d =



Om

12n


 ∈ Rm+2n, c =




gδX + ǫ1n

−gδX + ǫ1n


 ∈ R2n, z =




α

a

b



∈ Rm+2n.

Bemerkung 4.6 Das Minimierungsproblem (4.26) kann auch mit lediglich der

Hälfte an Schlupfvariablen zu

min
α∈Rm, a∈Rn

+

{
n∑

i=1

ai + γαTΦY α

}
(4.29)

u.d.N. (NT
A,Φ,X,Y )iα− gδi ≤ ǫ+ ai, i = 1, . . . , n,

−[(NT
A,Φ,X,Y )iα− gδi ] ≤ ǫ+ ai, i = 1, . . . , n

umgeformt werden. Dies hat den Vorteil, dass sich die Berechnungsdimension im

Vergleich zu (4.27) von (m+ 2n) zu (m+ n) reduziert. Allerdings lässt sich in der

Matrixdarstellung zeigen, dass diese Umformung numerisch ungünstig ist. Ausge-

schrieben ergibt sich das Problem

min
z∈Rm+n

{
zTHz + dT z

}
(4.30)

u.d.N. Mz ≤ c,

zm+1, . . . , zm+n ≥ 0,

wobei

H =



γΦY Om,n

On,m On,n


 ∈ R(m+n)×(m+n),

M =




NT
A,Φ,X,Y −In,n

−NT
A,Φ,X,Y −In,n


 ∈ R2n×(m+n),

d =



Om

1n


 ∈ Rm+n, c =




gδX + ǫ1n

−gδX + ǫ1n


 ∈ R2n, z =



α

a


 ∈ Rm+n.

Man rechnet nun leicht nach, dass jeder Singulärwert σi der Kollokationsmatrix

NA,Φ,X,Y den Singulärwert
√
2σi der Nebenbedingungsmatrix M bedingt. Daher

ist die Nebenbedingungsmatrix bei dieser Modellierung in etwa so schlecht kondi-

tioniert wie die asymmetrische Kollokationsmatrix. Wir werden in Abschnitt 4.6

nachweisen, dass sich dies in (4.28) anders verhält, da der Einfluss des minimalen

Singulärwerts durch die zusätzlichen Schlupfvariablen entfällt.

Die Verwendung der ersten Formulierung führt nun zu folgendem Verfahren.
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Algorithmus 4.2 (SVR mit stückweise linearem Bildfehlerterm)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lösung f∗ ∈ H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern Φ ist.

1. Wähle Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω und γ, ǫ > 0.

2. Berechne die Kollokationsmatrizen

(ΦY )kl = Φ(yk, yl), k, l = 1, . . . ,m,

(NA,Φ,X,Y )kj =

∫

Ω

k(xj , t)Φ(yk, t) dt, k = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

und die Größen H,M, d, c für das quadratische Programm (4.28).

3. Bestimme den Koeffizientenvektor αγ,Y,ǫ,δ durch Lösung von (4.28).

Ergebnis: fγ,Y,ǫ,δ =
m∑
k=1

αγ,Y,ǫ,δk Φ(·, yk) ist eine Approximation an f∗.

4.4 SVR mit stückweise quadratischem Bildfehlerterm

In diesem Abschnitt formulieren wir das SVR-Verfahren mit stückweise quadrati-

schem Bildfehlerterm. Analog zu (4.26) betrachten wir nun

min
f∈HY

{
n∑

i=1

|Af(xi)− gδi |2ǫ + γ‖f‖2H

}
. (4.31)

Um zu sehen, wie sich der stückweise quadratische Bildfehlerterm auswirkt, definie-

ren wir das Hilfsproblem

min
x∈Rn

{
n∑

i=1

|F (xi)|2ǫ

}
(4.32)

mit einer Funktion F : R → R. Dieses kann durch die Einführung von Schlupfva-

riablen in der Form

min
x∈Rn, a∈Rn

+

{
n∑

i=1

a2i

}
(4.33)

u.d.N. |F (xi)|2ǫ ≤ a2i , i = 1, . . . , n

geschrieben werden. Da nach Definition der ǫ-Abstandsfunktion

|F (xi)|2ǫ =





0 , |F (xi)| ≤ ǫ

(|F (xi)| − ǫ)
2

, |F (xi)| > ǫ

gilt, ist die i-te Nebenbedingung für |F (xi)| ≤ ǫ stets erfüllt. Die Monotonie der

Wurzelfunktion erlaubt es außerdem, (4.33) in die Gestalt
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min
x∈Rn, a∈Rn

+

{
n∑

i=1

a2i

}
(4.34)

u.d.N. |F (xi)| − ǫ ≤ ai, i = 1, . . . , n

zu bringen. Die Auflösung des Betrags und eine Einführung (nicht zwingend not-

wendiger) zusätzlicher Schlupfvariablen führt auf

min
x∈Rn, a,b∈Rn

+

{
n∑

i=1

(a2i + b2i )

}
(4.35)

u.d.N. F (xi) ≤ ǫ+ ai, i = 1, . . . , n,

−F (xi) ≤ ǫ+ bi, i = 1, . . . , n.

Gehen wir also analog wie in Abschnitt 4.3 vor, so ergibt sich aus (4.31) das folgende

quadratische Programm zur Bestimmung des Koeffizientenvektors:

min
α∈Rm, a,b∈Rn

+

{
n∑

i=1

(a2i + b2i ) + γαTΦY α

}
(4.36)

u.d.N. (NT
A,Φ,X,Y )iα− gδi ≤ ǫ+ ai, i = 1, . . . , n,

−[(NT
A,Φ,X,Y )iα− gδi ] ≤ ǫ+ bi, i = 1, . . . , n.

Der vormals lineare Term in der Zielfunktion entfällt nun vollständig, dafür tauchen

die Schlupfvariablen nun auch im quadratischen Term auf. Vereinfacht lässt sich dies

in Matrixform als

min
z∈Rm+2n

{
zTHz

}
(4.37)

u.d.N. Mz ≤ c,

zm+1, . . . , zm+2n ≥ 0,

schreiben, wobei

H =



γΦY Om,2n

O2n,m I2n,2n


 ∈ R(m+2n)×(m+2n),

M =




NT
A,Φ,X,Y −In,n On,n

−NT
A,Φ,X,Y On,n −In,n


 ∈ R2n×(m+2n),

c =




gδX + ǫ1n

−gδX + ǫ1n


 ∈ R2n, z =




α

a

b



∈ Rm+2n.

Bis auf das Verschwinden des linearen Anteils in der Zielfunktion zu Gunsten der

zusätzlichen Einheitsmatrix im quadratischen Term ändert sich also im Vergleich

zu (4.28) nichts. Insbesondere bleibt die Nebenbedingungsmatrix dieselbe. Das Ein-

sparen von Schlupfvariablen zur Reduktion der Berechnungsdimension ist analog zu
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Bemerkung 4.6 möglich, allerdings führt dies wieder auf die dort erwähnte schlecht

konditionierte Nebenbedingungsmatrix. Daher bleiben wir bei obiger Formulierung

und erhalten das folgende, Algorithmus 4.2 sehr ähnliche Lösungsverfahren.

Algorithmus 4.3 (SVR mit stückweise quadratischem Bildfehlerterm)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lösung f∗ ∈ H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern Φ ist.

1. Wähle Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω und γ, ǫ > 0.

2. Berechne die Kollokationsmatrizen

(ΦY )kl = Φ(yk, yl), k, l = 1, . . . ,m,

(NA,Φ,X,Y )kj =

∫

Ω

k(xj , t)Φ(yk, t) dt, k = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n

und die Größen H,M, d, c für das quadratische Programm (4.37).

3. Bestimme den Koeffizientenvektor αγ,Y,ǫ,δ durch Lösung von (4.37).

Ergebnis: fγ,Y,ǫ,δ =
m∑
k=1

αγ,Y,ǫ,δk Φ(·, yk) ist eine Approximation an f∗.

4.5 Konvergenz und Parameterbestimmung

In diesem Abschnitt übertragen wir die Fehlertheorie aus Kapitel 3 auf das TP-

Verfahren mit Projektion sowie die vorgestellten SVR-Methoden. Da das asym-

metrische TP-Verfahren als Spezialfall der SVR mit stückweise quadratischem Bild-

fehlerterm unter der Vorgabe ǫ = 0 angesehen werden kann, beginnen wir mit den

SVR-Methoden.

Wir nehmen für den Rest des Kapitels an, dass die Lösung f∗ für eine hinreichend

große Menge Y bereits in HY liegt. Da sich Lemma 4.4 auf die SVR-Methoden

mit stückweise linearem bzw. quadratischem Bildfehlerterm ohne Weiteres über-

tragen lässt, ist dies zunächst keine Einschränkung. Im allgemeinen Fall f∗ ∈ H\HY

kommt unter der Voraussetzung der Existenz eines konvergenten Quadraturopera-

tors gemäß (4.9) und (4.10) lediglich in den Abschätzungen der Urbildnorm und des

Bilddatenfehlers ein Summand der Ordnung O(hrY ) hinzu.

Allerdings macht dies die L2-Fehlertheorie hinfällig, bei der die Kollokationsmenge

X als variabel betrachtet wird. Für hX → 0 spielen nämlich die in Lemma 4.4

vernachlässigten, von X abhängigen Konstanten eine Rolle. Insbesondere ist nicht

klar, ob der Koeffizientenvektor α = α(X) ohne zusätzliche Beschränkung in den

Optimierungsproblemen unabhängig von X abgeschätzt werden kann. In Kapitel 5

werden wir sehen, dass sich dieses Problem durch zusätzliche Diskretisierung des

Operators beheben lässt, und dass für beliebiges f∗ ∈ H L2-Abschätzungen ange-

geben werden können.
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4.5.1 SVR mit stückweise linearem Bildfehlerterm

Wir analysieren im Folgenden das Konvergenzverhalten der Lösung fγ,Y,ǫ von

min
f∈HY

Jγ,ǫ(f) :=

n∑

i=1

|Af(xi)− gi|ǫ + γ‖f‖2H (4.38)

bei Vorliegen exakter Daten, sowie das Fehlerverhalten der Lösung fγ,Y,ǫ,δ von

min
f∈HY

Jγ,ǫ,δ(f) :=

n∑

i=1

|Af(xi)− gδi |ǫ + γ‖f‖2H (4.39)

in der Situation gestörter Daten. Es zeigt sich, dass die Fälle ǫ ≥ δ und ǫ < δ

separat betrachtet werden müssen. Wir leiten zunächst Abschätzungen des Urbild-

fehlers in der Hilbertraumnorm sowie Fehlerschranken für den diskreten Bildfehler

her. Dies geschieht in Analogie zu Korollar 3.9, Lemma 3.10 und Lemma 3.11, wo-

bei die geänderte Struktur der Zielfunktionale einen etwas allgemeineren Zugang

als über die Singulärwertzerlegung von AX erfordert. Da der in diesem Abschnitt

betrachtete Bildfehlerterm außerdem stückweise linear ist, benötigen wir hier eine

ℓ∞-Abschätzung sowie eine entsprechende Sampling-Ungleichung.

Lemma 4.7 (Hilbertraum-Stabilität)

Ist f∗ ∈ HY , so gilt im Fall exakter Daten die Urbildabschätzung

‖fγ,Y,ǫ‖H ≤ ‖f∗‖H .

Für gestörte Daten erhält man

‖fγ,Y,ǫ,δ‖H ≤
√

‖f∗‖2H +
n

γ
(δ − ǫ)+.

Im Fall ǫ ≥ δ ist die Stabilität also genau wie bei exakten Daten. Für ǫ < δ liefert

γc :=
n(δ − ǫ)

c||f∗||2H
eine etwas schwächere Stabilität im Sinne von

‖fγc,Y,ǫ,δ‖H ≤
√
1 + c ‖f∗‖H .

Beweis. Für exakte Daten impliziert die Bedingung f∗ ∈ HY zusammen mit der

Optimalität von fγ,Y,ǫ für Jγ,ǫ auf HY sowie der Positivität der einzelnen Terme

des Zielfunktionals die Abschätzung

γ‖fγ,Y,ǫ‖2H ≤ Jγ,ǫ(fγ,Y,ǫ) ≤ Jγ,ǫ(f∗) = γ‖f∗‖2H

und damit die erste Behauptung. Für gestörte Daten können wir analog schließen:

γ‖fγ,Y,ǫ,δ‖2H ≤ Jγ,ǫ,δ(fγ,Y,ǫ,δ) ≤ Jγ,ǫ,δ(f∗) =

n∑

i=1

|Af∗(xi)− gδi |ǫ + γ‖f∗‖2H .

Für i = 1, . . . , n gilt offensichtlich
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|Af∗(xi)− gδi |ǫ ≤




(δ − ǫ) , ǫ < δ

0 , ǫ ≥ δ
,

weshalb der Bildfehlerterm für ǫ < δ nur durch

n∑

i=1

|Af∗(xi)− gδi |ǫ ≤ n(δ − ǫ) (4.40)

abgeschätzt werden kann. Daraus folgt nun die zweite Behauptung. Einsetzen der

speziellen Wahl γc im Fall ǫ < δ liefert schließlich die Stabilitätsaussage

‖fγc,Y,ǫ,δ‖H ≤
√
1 + c ‖f∗‖H .

⊓⊔

Mit der Dreiecksungleichung ergeben sich entsprechende Aussagen für die Differen-

zen ||fγ,Y,ǫ− f∗||H und ||fγ,Y,ǫ,δ− f∗||H . Abschätzungen des Bildfehlers lassen sich

ebenfalls mit Hilfe des Zielfunktionals herleiten.

Lemma 4.8 (Bildfehlerabschätzungen)

Ist f∗ ∈ HY , so gelten die folgenden Bildfehlerabschätzungen:

‖Afγ,Y,ǫ −Af∗‖ℓ∞(X) ≤ γ‖f∗‖2H + ǫ,

‖Afγ,Y,ǫ,δ −Af∗‖ℓ∞(X) ≤ γ‖f∗‖2H + (ǫ+ δ) + n(δ − ǫ)+.

Im Fall ǫ ≥ δ garantiert die Parameterwahl

γc :=
ǫ+ δ

c‖f∗‖2H
die Fehlerschranke

||Afγc,Y,ǫ,δ −Af∗||ℓ∞(X) ≤
(
1 +

1

c

)
(ǫ+ δ).

Im Fall ǫ < δ garantiert die Parameterwahl

γc :=
n(δ − ǫ)

c||f∗||2H
aus Lemma 4.7 nur noch die von n abhängige obere Schranke

‖Afγc,Y,ǫ,δ −Af∗‖ℓ∞(X) ≤ (ǫ+ δ) +

(
1 +

1

c

)
(δ − ǫ)n.

Beweis. Für exakte Daten gilt:

‖Afγ,Y,ǫ −Af∗‖ℓ∞(X) = max
i=1,...,n

{|Afγ,Y,ǫ(xi)− gi|}

≤ max
i=1,...,n

{|Afγ,Y,ǫ(xi)− gi|ǫ}+ ǫ

≤
n∑

i=1

|Afγ,Y,ǫ(xi)− gδi |ǫ + γ‖fγ,Y,ǫ‖2H + ǫ

= Jγ,ǫ(fγ,Y,ǫ) + ǫ

≤ Jγ,ǫ(f∗) + ǫ = γ‖f∗‖2H + ǫ.
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Bei Vorliegen gestörter Daten müssen wir das Funktional Jγ,ǫ,δ hinzuziehen, um

den Bildfehler von fγ,Y,ǫ,δ abschätzen zu können. Daher gehen wir zunächst zu den

gestörten Daten gδ über und schließen

‖Afγ,Y,ǫ,δ −Af∗‖ℓ∞(X) = max
i=1,...,n

{|Afγ,Y,ǫ,δ(xi)− gi)|}

≤ max
i=1,...,n

{|Afγ,Y,ǫ,δ(xi)− gδi |}+ δ

≤ max
i=1,...,n

{|Afγ,Y,ǫ,δ(xi)− gδi |ǫ}+ (ǫ+ δ)

≤
n∑

i=1

|Afγ,Y,ǫ,δ(xi)− gδi |ǫ + γ‖fγ,Y,ǫ,δ‖2H + (ǫ+ δ)

= Jγ,ǫ,δ(fγ,Y,ǫ,δ) + (ǫ+ δ)

≤ Jγ,ǫ,δ(f∗) + (ǫ+ δ)

=

n∑

i=1

|Af∗(xi)− gδi |ǫ + γ‖f∗‖2H + (ǫ+ δ).

Der Bildfehlerterm verschwindet nun wieder für ǫ ≥ δ, im Fall ǫ < δ ist (4.40)

anzuwenden. Daraus folgt die behauptete Bildfehlerabschätzung für gestörte Daten

und beliebiges γ. Durch Einsetzen der unterschiedlichen Parameterwahlen in den

Fällen ǫ ≥ δ und ǫ < δ ergeben sich auch die beiden übrigen Aussagen. ⊓⊔

Bemerkung 4.9 Eine gemeinsame Betrachtung von Lemma 4.7 und Lemma 4.8

zeigt, dass sich die Situation gestörter Daten für die Wahl ǫ ≥ δ nicht wesent-

lich vom Fall exakter Daten unterscheidet. In der Parameterwahl muss lediglich

ǫ + δ statt ǫ als Faktor gewählt werden, wodurch eine gleichbleibende Urbildfehler-

abschätzung und eine lediglich um den Faktor ǫ+δ
ǫ schlechtere Bildfehlerschranke

garantiert werden. Für gestörte Daten mit einer Wahl ǫ < δ ist dagegen für die Re-

konstruktion nicht gleichzeitig Stabilität im Funktionenraum und ein von der Anzahl

der Kollokationspunkte unabhängiger Bildfehler zu erwarten.

Es genügt also, den Fall gestörter Daten zu betrachten und zwischen den Aus-

wahlmöglichkeiten ǫ ≥ δ und ǫ < δ zu unterscheiden. Zur Herleitung von L2-

Abschätzungen benutzen wir wie in Kapitel 3 zweimal die Glättungseigenschaft

des Operators. Statt der Sampling-Ungleichung aus Satz 2.11 kommt diesmal die

Sampling-Ungleichung mit ℓ∞-Datenfehler aus Satz 2.10 zum Einsatz, allerdings

immer noch mit der Wahl θ := τ + α und σ := α. Die Voraussetzung θ > σ + d
2

vereinfacht sich zu τ > d
2 , und mit C1 = C

c1
erhalten wir analog zu Abschnitt 3.3.1:

‖f∗ − fγ,Y,ǫ,δ‖L2(Ω)

≤ 1

c1
‖Af∗ −Afγ,,Y ǫ,δ‖Hα(Ω)

≤ C1

(
hθ−αX ‖Af∗ −Afγ,Y,ǫ,δ‖Hτ+α(Ω) + h−αX ‖Af∗ −Afγ,Y,ǫ,δ‖ℓ∞(X)

)

≤ C1

(
cτ2h

τ
X‖f∗ − fγ,Y,ǫ,δ‖Hτ (Ω) + h−αX ‖Af∗ −Afγ,Y,ǫ,δ‖ℓ∞(X)

)
. (4.41)

Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir ab jetzt C statt C1. Durch Einsetzen

der Ergebnisse aus Lemma 4.7 und Lemma 4.8 ergibt sich das folgende Resultat.
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Satz 4.10 (L2-Fehlerabschätzungen und Parameterwahlen)

Es sei H = Hτ (Rd), τ > d
2 , und es gelte f∗ ∈ HY .

1. Wählt man ǫ ≥ δ, so ist Stabilität gemäß ‖fγ,Y,ǫ,δ‖H ≤ ‖f∗‖H gewährleistet.

Für die Parameterwahl

γc :=
ǫ+ δ

c‖f∗‖2H
ergibt sich ein L2-Fehler der Ordnung −α:

‖f∗ − fγ,Y,ǫ,δ‖L2(Ω) ≤ C

(
2cτ2h

τ
X‖f∗‖Hτ (Ω) +

(
1 +

1

c

)
(ǫ+ δ)h−αX

)
.

2. Wählt man ǫ < δ, so benötigt man die Parameterwahl

γc :=
n(δ − ǫ)

c‖f∗‖2H
aus Lemma 4.7, um Stabilität in Form von ‖fγc,Y,ǫ,δ‖H ≤

√
1 + c ‖f∗‖H zu

garantieren. Der L2-Fehler lässt sich nur noch durch

‖f∗ − fγc,Y,ǫ,δ‖L2(Ω) ≤ C

((
1 +

√
1 + c

)
cτ2h

τ
X‖f∗‖Hτ (Ω)

+

[
(ǫ+ δ) +

(
1 +

1

c

)
(δ − ǫ)n

]
h−αX

)

abschätzen, ist also für quasi-uniforme Daten aus X von der Ordnung −(α+ d
2 ).

Beweis. Die Behauptung folgt aus (4.41), Lemma 4.7 und Lemma 4.8. ⊓⊔

Natürlich erhält man bei SVR mit exakten Daten lediglich für die Wahl ǫ = 0

Konvergenz, da für ǫ > 0 korrekte Informationen über f∗ ignoriert werden und somit

keine fehlerfreie Rekonstruktion mehr möglich ist. Deutlich wird dieser anschauliche

Sachverhalt in der Fehlerabschätzung aus Satz 4.10 im Fall ǫ ≥ δ mit δ = 0.

Korollar 4.11 (Optimale Parameterwahl)

Die beste Fehlerabschätzung ist für die Parameterwahl ǫ = δ garantiert, die außer-

dem Stabilität in der starken Form ‖fγ,Y,ǫ,δ‖H ≤ ‖f∗‖H sichert. Mit

γc :=
2δ

c‖f∗‖2H
gilt in diesem Fall die Approximationsfehlerschranke

‖f∗ − fγc,Y,ǫ,δ‖L2(Ω) ≤ C

(
2cτ2h

τ
X‖f∗‖Hτ (Ω) + 2

(
1 +

1

c

)
δh−αX

)
.

Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus Satz 4.10. ⊓⊔

Bemerkung 4.12 Der mit dem Regularisierungsparameter aus Korollar 4.11 re-

sultierende Bildfehler lässt sich gemäß Lemma 4.8 wie folgt abschätzen:

‖Afγc,Y,ǫ,δ −Af∗‖ℓ∞(X) ≤ 2

(
1 +

1

c

)
δ.
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Der Regularisierungsparameter γc und damit der Parameter c dienen im Fall ǫ ≥ δ

nur zur Gewährleistung numerischer Stabilität bei der Berechnung des Approxi-

manten, da Stabilität im Funktionenraum stets garantiert ist. Trotzdem ist die

Betrachtung von c auch dann sinnvoll, da diese Größe gemäß der L2-Abschätzung

die relative Abweichung vom theoretisch minimalen Approximationsfehler angibt.

Natürlich sollte auch im Fall exakter Daten zur Sicherstellung numerischer Stabilität

γ > 0 gewählt werden.

4.5.2 SVR mit stückweise quadratischem Bildfehlerterm

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Fehlerverhalten für die Support-Vektor-

Regressionsmethode mit stückweise quadratischem Bildfehler. Um die Notation

nicht zu überladen, bezeichnen wir die Rekonstruktionen und Zielfunktionale wie

im vorangegangenen Abschnitt. Wir interessieren uns also für das Verhalten der

Lösung fγ,Y,ǫ,δ von

min
f∈HY

Jγ,ǫ,δ(f) :=

n∑

i=1

|Af(xi)− gδi |2ǫ + γ‖f‖2H . (4.42)

Wie bei der SVR mit stückweise linearem Bildfehlerterm kann der Fall exakter

Daten als Spezialfall der Situation gestörter Daten mit ǫ ≥ δ angesehen werden. Wir

gehen wie in Abschnitt 4.5.1 vor und erhalten mit etwas mehr Mühe entsprechende

Urbild- und Bildfehlerabschätzungen.

Lemma 4.13 (Hilbertraum-Stabilität)

Ist f∗ ∈ HY , so gilt für gestörte Daten

‖fγ,Y,ǫ,δ‖H ≤
√

‖f∗‖2H +
n

γ
(δ − ǫ)2+,

d.h. Im Fall ǫ ≥ δ ist Stabilität stets garantiert. Für ǫ < δ liefert

γc :=
n(δ − ǫ)2

c‖f∗‖2H
eine etwas schwächere Stabilität im Sinne von

‖fγc,Y,ǫ,δ‖H ≤
√
1 + c ‖f∗‖H .

Beweis. Man geht genau wie im Beweis von Lemma 4.7 vor und berücksichtigt

n∑

i=1

|Af∗(xi)− gδi |2ǫ ≤ n(δ − ǫ)2+.

⊓⊔

Da wir nun wieder einen stückweise quadratischen diskreten Bildfehlerterm be-

trachten, benötigen wir im Unterschied zum vorherigen Abschnitt wie bei den

TP-Verfahren Abschätzungen des ℓ2-Bildterms und die entsprechende Sampling-

Ungleichung.
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Lemma 4.14 (Bildfehlerabschätzungen)

Ist f∗ ∈ HY , so gilt für den Bildfehler die Abschätzung

‖Afγ,Y,ǫ,δ −Af∗‖ℓ2(X) ≤
√
γ‖f∗‖2H + n(ǫ2 + (δ − ǫ)2+) +

√
nδ.

Im Fall ǫ ≥ δ garantiert die Parameterwahl

γc :=
nδ2

c‖f∗‖2H
die Fehlerschranke

‖Afγc,Y,ǫ,δ −Af∗‖ℓ2(X) ≤
√
n

(
δ +

√
δ2

c
+ ǫ2

)
.

Im Fall ǫ < δ liefert die Parameterwahl

γc :=
n(δ − ǫ)2

c‖f∗‖2H
aus Lemma 4.13 die Abschätzung

‖Afγc,Y,ǫ,δ −Af∗‖ℓ2(X) ≤
√
n

(
δ +

√(
1 +

1

c

)
(δ − ǫ)2 + ǫ2

)
.

Beweis. Mit AXf
∗ = gX , der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung und der Daten-

fehlerannahme folgt:

‖AXfγ,Y,ǫ,δ −AXf
∗‖2ℓ2

= ‖AXfγ,Y,ǫ,δ − gδX‖2ℓ2 + 2
〈
AXf

γ,Y,ǫ,δ − gδX , g
δ
X − gX

〉
ℓ2
+ ‖gδX − gX‖2ℓ2

≤ ‖AXfγ,Y,ǫ,δ − gδX‖2ℓ2 + 2‖AXfγ,Y,ǫ,δ − gδX‖ℓ2
√
nδ2 + nδ2

=
(
‖AXfγ,Y,ǫ,δ − gδX‖ℓ2 +

√
nδ
)2
. (4.43)

Eine Bildfehlerabschätzung gegen die gestörten Daten erhält man durch

‖AXfγ,Y,ǫ,δ − gδX‖2ℓ2 ≤
n∑

i=1

|Afγ,Y,ǫ,δ(xi)− gδi |2ǫ + nǫ2

≤ Jγ,ǫ,δ(fγ,Y,ǫ,δ) + nǫ2

≤ Jγ,ǫ,δ(f∗) + nǫ2

=

n∑

i=1

|gi − gδi |2ǫ + γ‖f∗‖2H + nǫ2

≤ γ‖f∗‖2H + n(ǫ2 + (δ − ǫ)2+). (4.44)

Einsetzen von (4.44) in (4.43) ergibt wie behauptet

‖AXfγ,Y,ǫ,δ −AXf
∗‖ℓ2 ≤

√
γ‖f∗‖2H + n(ǫ2 + (δ − ǫ)2+) +

√
nδ.

Durch Einsetzen der speziellen Parameter erhält man auch die beiden übrigen Aus-

sagen. ⊓⊔
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Man beachte, dass der Regularisierungsparameter im Fall ǫ ≥ δ nicht proportional

zu n gewählt werden muss, da Stabilität im Funktionenraum durch den Parameter ǫ

sichergestellt wird. Lediglich die Bildfehlerabschätzung aus Lemma 4.14, in welcher

der Faktor
√
n ohnehin auftritt, wird auf diese Weise vereinfacht. Nun sind wir

wieder mit der Sampling-Ungleichung aus Satz 2.11 in der Lage, wie in Kapitel 3

fortzufahren, um Aussagen über die L2-Approximationsfehler treffen zu können.

Satz 4.15 (L2-Fehlerabschätzungen und Parameterwahlen)

Es sei H = Hτ (Rd), τ > d
2 und es gelte f∗ ∈ HY .

1. Wählt man ǫ ≥ δ, so ist stets Stabilität gemäß ‖fγ,Y,ǫ,δ‖H ≤ ‖f∗‖H garantiert.

Die Parameterwahl

γc :=
nδ2

c‖f∗‖2H
aus Lemma 4.14 liefert einen L2-Fehler von

‖f∗ − fγc,Y,ǫ,δ‖L2(Ω) ≤ C

(
2cτ2h

τ
X‖f∗‖Hτ (Ω) + h

d
2−α
X

√
n

(
δ +

√
δ2

c
+ ǫ2

))
.

2. Wählt man ǫ < δ, so benötigt man den in Lemma 4.13 eingeführten Parameter

γc :=
n(δ − ǫ)2

c‖f∗‖2H
,

um Stabilität in der Form ‖fγc,Y,ǫ,δ‖H ≤
√
1 + c ‖f∗‖H zu gewährleisten. Der

L2-Fehler lässt sich wie folgt abschätzen:

‖f∗ − fγc,Y,ǫ,δ‖L2(Ω) ≤ C

(
cτ2h

τ
X

(
1 +

√
1 + c

)
‖f∗‖Hτ (Ω)

+ h
d
2−α
X

√
n

[
δ +

√(
1 +

1

c

)
(δ − ǫ)2 + ǫ2

])
.

Beweis. Gemäß den Ausführungen zu Beginn von Abschnitt 3.3.1 gilt

‖f∗ − fγ,Y,ǫ,δ‖L2(Ω)

≤ C
(
cτ2h

τ
X‖f∗ − fγ,Y,ǫ,δ‖Hτ (Ω) + h

d
2−α‖AXfγ,Y,ǫ,δ −AXf

∗‖ℓ2
)
.

Die Approximationsaussagen folgen nun durch Einsetzen der speziellen Regulari-

sierungsparameter aus Lemma 4.14. Die Stabilität wurde bereits in Lemma 4.13

nachgerechnet. ⊓⊔

Bemerkung 4.16 Anders als bei der im vorherigen Abschnitt diskutierten SVR

mit stückweise linearem Bildfehler lässt sich also durch angepasste Parameterwahl

für quasi-uniforme Kollokationspunkte, d.h. n ≃ h−d, auch im Fall ǫ < δ ein L2-

Fehler der Ordnung −α erreichen.
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Die Resultate aus Satz 4.15 lassen sich bei genauem Hinsehen noch weiter verbes-

sern. Für ǫ ≥ δ ist offensichtlich wie im letzten Abschnitt ǫ = δ die optimale Wahl.

Da die Stabilität der Lösung in der Situation ǫ < δ lediglich vom Parameter c

abhängt und in die L2-Fehlerabschätzung sowohl c als auch ǫ eingehen, streben wir

hier eine optimale Wahl von ǫ in Abhängigkeit von c und natürlich dem fixierten

Fehlerniveau δ an.

Korollar 4.17 (Optimale Parameterwahl)

1. Im Fall ǫ ≥ δ ist ǫ = δ die optimale Parameterwahl. Der in Lemma 4.14 ein-

geführte Parameter

γc =
nδ2

c‖f∗‖2H
liefert einen Approximationsfehler von

‖f∗ − fγc,Y,ǫ,δ‖L2(Ω) ≤ C

(
2cτ2h

τ
X‖f∗‖Hτ (Ω) + h

d
2−α
X

√
n

(
1 +

√
1 +

1

c

)
δ

)
.

Allerdings muss γ nicht proportional zu n gewählt werden, da die Wahl von ǫ

Stabilität in der starken Form ‖fγ,Y,ǫ,δ‖H ≤ ‖f∗‖H garantiert.

2. Im Fall ǫ < δ ist für den in Lemma 4.13 eingeführten Regularisierungsparameter

die Wahl

ǫ :=
1 + c

1 + 2c
δ

optimal. Einsetzen dieses Wertes für ǫ ergibt

γc =
c

(1 + 2c)2
nδ2

‖f∗‖2H
.

Mit diesen Werten ist Stabilität gemäß ‖fγc,Y,ǫ,δ‖H ≤
√
1 + c ‖f∗‖H sicher-

gestellt, und die Approximationsfehlerabschätzung nimmt folgende Form an:

‖f∗ − fγc,Y,ǫ,δ‖L2(Ω) ≤ C

(
cτ2h

τ
X

(
1 +

√
1 + c

)
‖f∗‖Hτ (Ω)

+ h
d
2−α
X

√
n

(
1 +

√
1 + c

1 + 2c

)
δ

)
.

Beweis. Für ǫ ≥ δ folgt die Aussage direkt durch Betrachtung des Approxima-

tionsfehlers aus Satz 4.15. Für ǫ < δ zeigt die Fehlerschranke aus Satz 4.15, dass

lediglich der Ausdruck

h(ǫ) :=

(
1 +

1

c

)
(δ − ǫ)2 + ǫ2 (4.45)

nach ǫ minimiert werden muss. Als Minimumstelle ermittelt man den oben angege-

benen Wert. Einsetzen in die Parameterwahl und die Fehlerabschätzung aus Satz

4.15 liefern die Behauptung. ⊓⊔
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4.5.3 TP-Verfahren mit Projektion

Die Fehlertheorie für das asymmetrische TP-Verfahren lässt sich einfach aus dem

vorherigen Abschnitt als Spezialfall der Situation ǫ = 0 übernehmen. Mit Satz 4.15

erhalten wir sofort die gewünschte Stabilitäts- und Fehlertheorie. Natürlich kann der

Approximant fγ,Y,δ nach wie vor über die Lösung des linearen Gleichungssystems

(4.4) aus Lemma 4.1 berechnet werden.

Satz 4.18 (L2-Fehlerabschätzungen und Parameterwahlen)

Es sei H = Hτ (Rd), τ > d
2 und es gelte f∗ ∈ HY . Wählt man

γc :=
nδ2

c‖f∗‖2H
,

so ist durch

‖fγc,Y,δ‖H ≤
√
1 + c ‖f∗‖H

Stabilität garantiert. Der Approximationsfehler ist beschränkt durch

‖f∗ − fγc,Y,δ‖L2(Ω) ≤ C

(
cτ2h

τ
X

(
1 +

√
1 + c

)
‖f∗‖Hτ (Ω)

+ h
d
2−α
X

√
n

(
1 +

√
1 +

1

c

)
δ

)
.

Beweis. Folgt durch Einsetzen von ǫ = 0 in den Fall ǫ < δ von Satz 4.15. ⊓⊔

4.5.4 Vergleich der TP- und SVR-Verfahren

Um die bisher vorgestellten Verfahren besser vergleichen zu können, geben wir in

diesem Abschnitt einen Überblick über die hergeleiteten Parameterwahlen sowie

die resultierenden Stabilitäts- und Approximationsresultate an. In Tabelle 4.1 fin-

den sich für die SVR-Methoden neben dem Regularisierungsparameter auch die

Werte des zusätzlich stabilisierenden Parameters ǫ. In der mit
”
Stabilität“ beschrif-

teten Zeilen ist jeweils der vom Parameter c abhängige Vorfaktor in der Stabi-

litätsabschätzung angegeben. In der mit
”
Approximation“ gekennzeichneten Zeile

ist jeweils der Vorfaktor des Leitterms in der L2-Fehlerschranke aufgelistet.

Die beste Approximationsfehlerabschätzung erhält man für das symmetrische TP-

Verfahren. Insbesondere konvergiert nur in diesem Fall für c → ∞ der Vorfaktor

in der Approximationsfehlerabschätzung gegen 1. Die Qualität der Fehlerschranken

bei dieser Methode ist nicht weiter verwunderlich, da die Singulärwertzerlegung des

semi-diskreten Operators eine bessere Fehlerabschätzung als die direkte Betrach-

tung des Zielfunktionals ermöglicht. Daher ist zur Abgrenzung der SVR-Methoden

von der bekannten TP-Methode ein Vergleich mit der asymmetrischen Variante

aufschlussreicher.
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sym. TP lin. SVR quad. SVR quad. SVR asym. TP

γ nδ2

4c2ρ2
2δ
cρ2

nδ2

cρ2
c

(1+2c)2
nδ2

ρ2
nδ2

cρ2

ǫ − δ δ 1+c
1+2c

δ −

Stabilität 1 + c 1 1
√
1 + c

√
1 + c

Approximation 1 + 1
4c

2
(
1 + 1

c

)
1 +

√
1 + 1

c
1 +

√
1+c
1+2c

1 +
√

1 + 1
c

Tabelle 4.1. Vergleich der TP- und SVR-Verfahren: optimale Parameter und Vorfaktoren

der Stabilitäts- und Approximationsfehler-Abschätzungen.

Desweiteren ist zu bedenken, dass lediglich bei den beiden SVR-Verfahren mit der

Wahl ǫ = δ Stabilität in der starken Form ‖fγ,Y,ǫ,δ‖H ≤ ‖f∗‖H für alle Para-

meter γ gesichert ist. Der Regularisierungsparameter dient hier ausschließlich zur

Gewährleistung numerischer Stabilität, weshalb sehr große Werte für c gewählt

werden können und der Vorfaktor der Approximationsfehlerabschätzung nahezu 2

wird. Ein Vergleich der beiden Verfahren untereinander zeigt, dass bei optimaler

Parameterwahl die SVR mit stückweise quadratischem Bildfehler etwas bessere Er-

gebnisse erwarten lässt. Allerdings ist dieser Vorteil für große c marginal und in

Testrechnungen nicht zu beobachten.

Für die quadratische SVR mit ǫ = 1+c
1+2cδ ist Stabilität nur noch in abgeschwächter

Form garantiert. Allerdings ist im Vergleich zu den beiden SVR-Verfahren mit ǫ = δ

stets ein geringerer Approximationsfehler sichergestellt. Insbesondere ist dieser für

alle c > 0 kleiner als 2 und konvergiert für c→ ∞ gegen 3/2. Dies zeigt insbesondere,

dass im Vergleich mit der asymmetrischen TP-Methode bei gleicher Stabilität stets

ein geringerer Approximationsfehler gewährleistet wird. Die zusätzliche Wahlfreiheit

für den Parameter ǫ wirkt sich also in der Tat vorteilhaft aus. Es zeigt sich außer-

dem, dass auch die quadratische SVR mit ǫ = δ der asymmetrischen TP-Methode

vorzuziehen ist. In diesem Fall stimmen die Approximationsfehlerschranken überein,

während nur die SVR Stabilität in der starken Form ermöglicht.

Nicht in den Fehlerabschätzungen ablesbar sind zwei weitere Charakteristika der

unterschiedlichen Verfahren. Zum einen bedingt die Anwendung der symmetrischen

TP-Methode die Auswertung von n2 Doppelintegralen, während für die asymme-

trischen Verfahren lediglich nm Einfachintegrale berechnet werden müssen. Zum

anderen haben wir uns bisher lediglich mit der Sicherstellung von Stabilität im

Funktionenraum bei gleichzeitiger Gewährleistung guter Approximationsresultate

beschäftigt. Der Aspekt der numerischen Stabilität ist bis jetzt außen vor geblie-

ben. Im nächsten Abschnitt untersuchen wir daher diesbezügliche Unterschiede der

vorgestellten Methoden. Die SVR-Verfahren werden sich bei diesem Vergleich als

deutlich vorteilhaft erweisen.
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4.6 Numerische Stabilität bei den SVR-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die Kondition der Nebenbedingungs-

matrix bei den SVR-Methoden weitaus besser ist als die Kondition der Kolloka-

tionsmatrizen bei der symmetrischen bzw. asymmetrischen TP-Methode. Genauer

gesagt weisen wir nach, dass in den quadratischen Programmen (4.28) und (4.37)

alle auftauchenden Größen unabhängig von den kleinen Singulärwerten der asym-

metrischen Kollokationsmatrix sind, obwohl diese Matrix in den Nebenbedingungen

auftaucht.

Um dies einzusehen bemerken wir zunächst, dass im Regularisierungsterm der SVR-

Verfahren nur die diskrete Kernmatrix ΦY vorkommt, die bei geeigneter Kernwahl

relativ gut konditioniert ist. Die Konditionszahl von ΦY bezüglich der Spektralnorm

ist als Quotient des maximalen und des minimalen Eigenwerts gegeben:

cond(ΦY ) =
λmax(ΦY )

λmin(ΦY )
. (4.46)

Gemäß [101], Kapitel 12 erhält man mit dem Satz von Gerschgorin für radiale Kerne

λmax(ΦY ) ≤ m max
k=1,...,m

{Φ(yk, yk)} ≤ mφ(0). (4.47)

Die Abschätzung des minimalen Eigenwerts gestaltet sich deutlich schwieriger und

muss separat für verschiedene Basisfunktionen durchgeführt werden. Beispielsweise

für die Wendlandkerne φd,k wird in [101] die Abschätzung

λmin(ΦY ) ≥ Cq2k+1
Y (4.48)

gezeigt, wobei qY der Separierungsabstand aus (3.23) ist. Für quasi-uniforme Daten

gilt m ≃ q−dY , und somit kann man die Kondition der diskreten Kernmatrix zum

Wendlandkern φd,k durch

cond(ΦY ) ≤ Cq
−(2k+d+1)
Y (4.49)

abschätzen. Generell zeigen zahlreiche Testrechnungen mit den TP-Methoden, dass

die Kondition der diskreten Kernmatrix ein untergeordnetes Problem darstellt,

da die Kondition der asymmetrischen bzw. symmetrischen Kollokationsmatrix viel

größere Schwierigkeiten bereitet. Auch in diesem Fall erweist sich der kleinste Ei-

genwert als Ursache der Instabilität. Das folgende Lemma liefert den Grund für den

Stabilitätsvorteil der Support-Vektor-Regression verglichen mit der asymmetrischen

bzw. symmetrischen TP-Methode.

Lemma 4.19 (Numerische Stabilität bei den SVR-Methoden)

1. Die asymmetrische Kollokationsmatrix N = NA,Φ,X,Y ∈ Rm×n habe maximalen

Spaltenrang n und die Singulärwerte σ1 ≥ . . . ≥ σn. Dann hat lediglich der

größte Singulärwert Einfluss auf die Kondition der Nebenbedingungsmatrix

M =




NT −In On

−NT On −In


 ∈ R2n×(m+2n)
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der quadratischen Programme aus (4.28) und (4.37). Genauer gilt:

cond(M) =
√
1 + 2σ2

1 = O(σ1).

2. Für Regressionsprobleme ist bei Verwendung eines radialen Kerns zusätzlich die

Abschätzung

σ1 ≤ √
nmφ(0)

erfüllt, so dass in diesem Fall folgt:

cond(M) = O(
√
nm).

Beweis.

1. Wir betrachten die Eigenwerte der Matrix

MMT =




NTN + In −NTN

−NTN NTN + In


 ∈ R2n×2n.

Die Eigenwertgleichung MMT z = µz lässt sich für z = (xT , yT )T mit x, y ∈ Rn

als Gleichungssystem

NTNx+ x−NTNy = µx, (4.50)

−NTNx+NTNy + y = µy

schreiben. Formt man die erste Gleichung zu

NTNy = NTNx+ (1− µ)x

um und setzt sie in die zweite ein, so ergibt sich

(1− µ)x = (µ− 1)y.

a) Ist µ 6= 1, so ist die Gleichung genau für x = −y erfüllt. Einsetzen in das

Ausgangssystem (4.50) zeigt, dass dieses genau unter der Bedingung

NTNx =
µ− 1

2
x

gelöst wird. Somit ist µ 6= 1 genau dann Eigenwert von MTM , wenn µ−1
2

Eigenwert von NTN ist. Umgekehrt sind somit für alle Eigenwerte λ 6= 0

von NTN die Zahlen µ = (1 + 2λ) Eigenwerte von MTM .

b) Ist µ = 1, so vereinfacht sich das System (4.50) zu den Gleichungen

NTN(x− y) = 0,

NTN(y − x) = 0.

Ist nun rg(N) = n, so ist NTN invertierbar und es ergibt sich die Bedingung

x = y.
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Da MTM in Vielfachheiten gezählt 2n Eigenwerte besitzt und n viele davon

nach a) ungleich 1 sind und mittels der Eigenwerte λi 6= 0 der invertierbaren

Matrix NTN als µi = 1+ 2λi ermittelt wurden, müssen die restlichen n Eigen-

werte gleich 1 sein. Sind also die Singulärwerte von N durch σ1, . . . , σn gegeben,

so besitzt M die Singulärwerte
√

1 + 2σ2
1 , . . . ,

√
1 + 2σ2

n, 1,

wobei der Singulärwert 1 die Vielfachheit n hat. Das zeigt die erste Behauptung.

2. In der Situation X = Y folgt die Abschätzung (4.47) für den größten Eigenwert

von ΦX direkt aus der für positiv definite, radiale Kerne bekannten Tatsache

|φ(x)| ≤ φ(0) und dem Kreissatz von Gerschgorin (siehe [101], Kapitel 12). Die

Behauptung ergibt sich dann mit dem ersten Teil, da dort gezeigt wurde, dass

der kleinste Eigenwert von M gleich 1 ist.

Für X 6= Y definieren wir

Ψ(x, y) := ΨΦ,Y (x, y) :=

m∑

k=1

Φ(x, yk)Φ(y, yk).

Der Satz von Gerschgorin angewendet auf ΨX = ΦX,Y Φ
T
X,Y ∈ Rn×n garantiert

für den maximalen Eigenwert λ1 von ΨX die Existenz eines Index i ∈ {1, . . . , n}
mit

|λ1(ΨX)− Ψ(xi, xi)| ≤
∑

l∈{1,...,n}\{i}

Ψ(xl, xi).

Daraus lässt sich für das Quadrat des größten Singulärwerts von ΦX,Y

|σ2
1(ΦX,Y )| ≤

n∑

l=1

Ψ(xl, xi) =

n∑

l=1

m∑

k=1

Φ(xl, yk)Φ(xi, yk)

≤ nm (φ(0))
2

folgern, und mit Teil 1 des Beweises ergibt sich wieder die Behauptung.

⊓⊔

Vergleicht man das Ergebnis aus Teil b) mit (4.48) bzw. (4.49), so sieht man, dass

für Regressionsprobleme mit Wendlandkern φd,k und X = Y die Kondition der

NebenbedingungsmatrixM des quadratischen Programms aus (4.28) um den Faktor

q2k+1
X besser abgeschätzt werden kann als die Kondition der diskreten Kernmatrix

ΦX . Für andere Kerne tritt der Einfluss des minimalen Singulärwerts der diskreten

Kernmatrix sogar noch deutlicher hervor, weshalb die quadratischen Programme

(4.28) und (4.37) schon im Regressionsfall stabiler gelöst werden können als die

TP-Gleichungssysteme.

Noch entscheidender ist der numerische Vorteil der SVR-Verfahren bei Integral-

gleichungen mit kompaktem Operator. Die kleinsten Singulärwerte der Kolloka-

tionsmatrizen streben in diesem Fall extrem schnell gegen Null, während die großen

Singulärwerte moderat bleiben.
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4.7 Numerische Beispiele

Wir vergleichen in den folgenden Beispielen das semi-diskrete symmetrische bzw.

asymmetrische TP-Verfahren (Algorithmen 3.1 und 4.1) mit den SVR-Methoden

mit stückweise linearem bzw. quadratischem Bildfehlerterm (Algorithmen 4.2 und

4.3). Dabei werden die Einträge der Kollokationsmatrizen numerisch mit einer Ge-

nauigkeit von 10−6 berechnet. Zur Lösung der quadratischen Programme kommt die

Matlab-Routine quadprog zum Einsatz, die auf Algorithmen aus [30] basiert und ei-

ne Aktive-Menge-Strategie ausnutzt. Um die beschriebenen Methoden bestmöglich

voneinander abgrenzen zu können und die hergeleiteten Parameterwahlen zu tes-

ten, verwenden wir stets den Startwert z = 0 und führen maximal 1000 Iteratio-

nen durch. Das Iterationsverfahren stoppt jedoch in den meisten Fällen nach weit

weniger Schritten, und durch die Wahl einer TP-Lösung als Startwert kann die

numerische Konvergenz zudem stark beschleunigt werden. Wir beginnen mit dem

Spezialfall eines Regressionsproblems.

Beispiel 4.20 Wir betrachten n = 100 äquidistante Datenpunkte aus Ω = [−3, 3]

und die Funktion f∗(x) = φ1,0(x − 2) + 2φ1,0(x − 1). Den Operator A wählen wir

als Identität und stören die diskrete Lösung mit einer auf [−1, 1] gleichverteilten

Zufallsvariable, d.h. es gilt δ = 1. Zur Entrauschung dieser stark gestörten Daten

verwenden wir den passenden Wendlandkern φ1,0(r) = (1−r)+, so dass die Lösung

für alle betrachteten Verfahren im Raum H = H1(Ω) liegt. Man rechnet leicht nach,

dass ||f∗||2H = 5 gilt. Für das symmetrische TP-Verfahren ergibt sich mit Satz 3.20

und der Wahl c = 2 der Parameter

γ =

(
δ

2c‖f∗‖H

)2

n =
5

4
,

der Stabilität in der Form ‖fγ,δ‖H ≤ 3‖f∗‖H garantiert. Für das asymmetrische

Verfahren wählen wir X = Y und verwenden die Parameterwahl aus Satz 4.18. Um

dieselbe Stabilitätsschranke zu erhalten, wird c = 8 gesetzt, wodurch

γ =
nδ2

c‖f∗‖2H
=

5

2

resultiert. Zur SVR benutzen wir den optimalen Parameter ǫ = δ und wählen für den

stückweise linearen wie für den stückweise quadratischen Bildterm zur Sicherstellung

numerischer Stabilität γ = 10−4. In Abb. 4.2 ist deutlich zu erkennen, dass die

SVR-Lösungen, die in diesem einfachen Beispiel vollkommen identisch sind, weitaus

besser ausfallen als die Rekonstruktionen mittels der TP-Verfahren.

Als nächstes untersuchen wir die Rekonstruktion von Dichtefunktionen aus Mess-

werten der Verteilungsfunktion und betrachten dementsprechend den Operator

Af(x) =

∫ x

−∞

f(t) dt. (4.51)

Da eine Dichtefunktion gesucht ist, muss eine Lösung die Normierungseigenschaft
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4.2,a: Exakte und gestörte Daten (rot).
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4.2,b: Asymmetrische TP-Lösung (grün),

symmetrische TP-Lösung (schwarz).
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4.2,c: SVR mit stückw. lin. bzw. stückw.

quad. Bildterm (rot, identisch).

Abbildung 4.2. Gestörte Daten und Rekonstruktionen mit den TP- und SVR-Verfahren

in Beispiel 4.20 (Regression).

∫ ∞

−∞

f(t) dt = 1

erfüllen und zusätzlich positiv sein. Die erste Bedingung lässt sich durch Hinzunah-

me des linearen Funktionals

λn+1(f) :=

∫ ∞

−∞

f(t) dt

in den semi-diskreten Operator integrieren. Als entsprechender exakter Messwert

ist gn+1 := 1 einzufügen. Diese Vorgehensweise ist generalisierbar und zeigt, dass

Volumenerhaltung in den vorgestellten semi-diskreten Verfahren stets ohne Zusatz-

aufwand sichergestellt werden kann.

Ein Vorteil der SVR-Verfahren wird bei der Berücksichtigung der Positivität der

Rekonstruktion deutlich. Während sich diese Forderung in den TP-Verfahren nicht

ohne Weiteres sicherstellen lässt, kann in den quadratischen Programmen einfach

die Nebenbedingung eines positiven Koeffizientenvektors ergänzt werden. Wegen

der Positivität des Hilbertraumkerns stellt dies die gewünschte Eigenschaft sicher.

Allerdings kann durch Übergang zu Iterationsverfahren auch für die TP-Methode

Positiviät erreicht werden [23].

Beispiel 4.21 Gesucht ist die Dichte der Standardnormalverteilung, d.h.

f∗(x) =
1√
2π

e−
1
2x

2

.
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Als Rekonstruktionsgebiet betrachten wir Ω = [−5, 5]. Weiterhin werden n = 100

uniforme Datenpunkte verwendet, die Bilddaten stören wir durch gleichverteiltes

Rauschen mit δ = 0.1. Als Kernfunktion setzen wir den skalierten Gaußkern

φ(r) = e−
1
2 r

2

an, um die Parameterwahl optimal testen zu können. Da die ge-

suchte Funktion ‖f∗‖H = 1 erfüllt, lassen sich trotz der fehlenden L2-Fehlertheorie

die vorgestellten Parameterstrategien anwenden.

Die symmetrische Kollokationsmethode liefert in diesem Beispiel keine guten Er-

gebnisse. Vermutlich ist das darauf zurückzuführen, dass hier eine sehr genaue Be-

rechnung der in den Kollokationsmatrizen auftretenden Integrale nötig ist und sich

diese Instabilität auf die Berechnung von Doppelintegralen besonders stark auswirkt.

Daher vergleichen wir in diesem Beispiel nur die asymmetrische TP-Methode mit

den SVR-Verfahren.

Für das asymmetrische TP-Verfahren wählen wir den Regularisierungsparameter

gemäß Satz 4.18 als γ = nδ2

c‖f∗‖2
H

und setzen c = 3, wodurch γ = 1/3 und die Stabi-

litätsschranke ‖fγ,δ‖H ≤ 2‖f∗‖H resultieren. Bei den SVR-Methoden setzen wir das

Datenfehlerniveau als gegeben voraus und wählen ǫ = δ. Im Falle eines stückweise

linearen Bildfehlerterms wählen wir gemäß Korollar 4.11 den Regularisierungspara-

meter γ = 2δ
c‖f∗‖2

H

und setzen hier c = 2, so dass sich γ = 0.1 ergibt. Man beachte,

dass Stabilität im Funktionenraum in dieser Situation stets in der starken Form

garantiert ist und γ lediglich zur Sicherstellung numerischer Stabilität dient. Da in

diesem Beispiel keine weitere Regularisierung nötig ist, können wir bei der SVR mit

stückweise quadratischem Bildfehler γ = 0 setzen.

Die Ergebnisse sind in Abb. 4.3 dargestellt. Im Hinblick auf die starke Datenstörung

führen die SVR-Verfahren zu ausgezeichneten Rekonstruktionen. Außerdem ist zu

erkennen, dass die Positivität nur im Fall der SVR gewährleistet ist und zudem eine

deutlich bessere Approximation erreicht wurde. Es sei jedoch erwähnt, dass sich mit

dem TP-Verfahren für schwach gestörte Daten ebenfalls gute Ergebnisse erzielen

lassen.

Wir betrachten im Folgenden die Situation, dass der Ansatzraum (wie fast immer

in realen Problemen) nicht optimal für die zu rekonstruierende Funktion ist. Es

zeigt sich, dass die SVR-Methoden auch dann ein deutlich besseres Verhalten bei

Vorliegen von Datenfehlern aufweisen.

Beispiel 4.22 Gesucht ist die Dichte der t-Verteilung, die durch

f∗(x) =
1

π(1 + x2)

gegeben ist. Die entsprechende Verteilungsfunktion ergibt sich als

g(x) =
1

2
+

1

π
arctan(x).

Da die Dichte der t-Verteilung langsamer abfällt als diejenige der Gauß’schen Nor-

malverteilung, wählen wir diesmal Ω = [−10, 10] als Rekonstruktionsbereich. Wie im

letzten Beispiel verwenden wir φ(r) = e−
1
2 r

2

und n = 100 uniforme Datenpunkte.
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4.3,a: Exakte und gestörte Daten (rot).
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4.3,b: Asymmetrische TP-Lösung (grün).
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4.3,c: SVR mit stückw. lin. Bildterm (rot),

SVR mit stückw. quad. Bildterm (hellblau).

Abbildung 4.3. Gestörte Daten und Rekonstruktionen mit den TP- und SVR-Verfahren

in Beispiel 4.21 (Standardnormalverteilung).

Die Datenstörung wählen wir gleichverteilt mit δ = 0.05. Eine Parameterstrategie

steht in diesem Fall nicht zur Verfügung.

Es zeigt sich, dass beim asymmetrischen TP-Verfahren der Parameter γ = 1 na-

hezu optimale Ergebnisse liefert und Abweichungen einen starken Einfluss auf die

Qualität der Rekonstruktion haben. Bei der SVR spielt der Regularisierungspara-

meter nur eine untergeordnete Rolle, daher wurde in beiden Methoden γ = 10−2

gewählt. Auch auf die Wahl des Parameters ǫ reagiert die Rekonstruktion robust,

solange ǫ < δ bleibt und nicht sehr klein gewählt wird. Anschaulich bedeutet dies,

dass nicht zu viel der gegebenen Information vernachlässigt werden darf, exempla-

risch wählen wir ǫ = δ
2 . Die Ergebnisse der numerischen Tests sind in Abb. 4.4 zu

sehen. Offensichtlich wirkt sich auch hier der zusätzliche Stabilisierungsparameter

der SVR-Methoden vorteilhaft auf das Ergebnis aus.

Ein Verfahren zur Dichteschätzung mittels SVR wurde bereits in [91] behandelt.

Allerdings wurde dort die erwünschte Bildapproximation durch Nebenbedingungen

im quadratischen Programm und nicht durch Minimierung des Defektes mittels der

Zielfunktion realisiert. Im Vergleich zur bekannten Parzen-Fenster-Methode erwies

sich die SVR-Methode als klar überlegen. Dieses Verfahren sowie die Methode der

strukturellen Risikominimierung stellt Vapnik in [92] detailliert vor. Auch das fol-

gende Beispiel wird dort knapp umrissen.
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4.4,a: Exakte und gestörte Daten (rot).
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4.4,b: Asymmetrische TP-Lösung (grün).
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4.4,c: SVR mit stückw. lin. Bildterm (rot),

SVR mit stückw. quad. Bildterm (hellblau).

Abbildung 4.4. Gestörte Daten und Rekonstruktionen mit den TP- und SVR-Verfahren

in Beispiel 4.22 (t-Verteilung).

Beispiel 4.23 In der Nuklearspektroskopie beschäftigt man sich mit der Ermittlung

der Frequenzverteilung f∗ eines Energiestrahls aus Messwerten gX des Energiespek-

trums. Ein Modell dieses physikalischen Zusammenhangs ist nach [92] durch den

Operator

Af(x) =

∫ b

a

(
1− t

x

)

+

f(t) dt

gegeben, wobei a und b die Endpunkte des emittierten Spektrums sind. Bezeichnen

F eine Stammfunktion und F eine zweimalige Stammfunktion zu f , so ermittelt

man die rechte Seite der Gleichung Af = g durch Integration als

g(x) =
F (x)− F (a) + aF (a)

x
− F (a).

Umgekehrt ergibt sich die Lösung für die Datenfunktion g als f(x) = xg′′(x)+2g′(x).

Als Testwerte wählen wir a := 0.01, b := 0.01 + π und betrachten die Funktion

f∗(x) = sin(x). Eine stabile Vorwärtsanwendung des Operators A ist durch die Wahl

der Intervallgrenzen garantiert. Zur Rekonstruktion von f∗ ziehen wir Werte für die

rechte Seite g in n = 100 äquidistanten Datenpunkten heran, die gleichverteilt mit

δ = 0.1 gestört werden. Desweiteren verwenden wir den dritten Wendlandkern

φ1,2(r) = (1− r)5+(8r
2 + 5r + 1).

Für die beiden TP-Methoden erweist sich γ = 0.05 als gute Wahl, für kleinere Para-

meter wird das Ergebnis hochfrequent. Die SVR-Methoden führen für die Parameter
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4.5,a: Exakte und gestörte Daten (rot).
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4.5,b: Asymmetrische TP-Lösung (grün),

symmetrische TP-Lösung (schwarz).
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4.5,c: SVR mit stückw. lin. Bildterm (rot),

SVR mit stückw. quad. Bildterm (hellblau).

Abbildung 4.5. Gestörte Daten und Rekonstruktionen mit den TP- und SVR-Verfahren

in Beispiel 4.23 (Nuklearspektroskopie).

γ = 10−4 und ǫ = δ auf etwas stabilere Rekonstruktionen, die voneinander kaum zu

unterscheiden sind. Die Ergebnisse sind in Abb. 4.5 zu sehen.

Ein grundsätzlicher Unterschied zwischen den beiden SVR-Methoden kann im Fall

ǫ < δ beobachtet werden. Beispielsweise für ǫ = δ
2 und γ = 10−2 erhält man für

die SVR mit stückweise quadratischem Bildfehler weiterhin gute Ergebnisse, die

SVR mit stückweise linearem Bildfehler liefert hingegen nur noch stark instabile

Näherungen der Lösung. Diese Beobachtung deckt sich mit der in Satz 4.15 und

Bemerkung 4.16 festgehaltenen Erkenntnis, dass lediglich im Falle der SVR mit

stückweise quadratischem Bildfehler für ǫ < δ die optimale Fehlerordnung garantiert

ist.

Im letzten Beispiel wurde der Vorteil der Support-Vektor-Regression im Vergleich

zum asymmetrischen TP-Verfahren bei gestörten Daten deutlich. Auch der geringere

Einfluss des Regularisierungsparameters ist klar ablesbar. Beide Aspekte zeigen sich

auch im nächsten Beispiel. Motiviert ist die folgende Integralgleichung durch das

physikalische Verhalten eines hängenden Kabels.

Beispiel 4.24 Wir betrachten den Integraloperator

Af(x) =

∫ 1

0

k(x, t) f(t) dt
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mit

k(x, t) =




x(1− t), x ≤ t

t(1− x), t ≤ x
.

Der Integralkern ist gerade die Green’sche Funktion des Randwertproblems −g′′ = f

mit g(0) = g(1) = 0, d.h. die Gleichung Af = g ist genau dann erfüllt, wenn f dieses

Randwertproblem zu den Daten g löst. Wir betrachten die zulässige rechte Seite

g(x) =
1

10

(
3x5 − 5x4 + 2x

)
,

für die sich die Lösung f∗(x) = 6x2(1− x) ergibt. Es werden wieder n = 100 äqui-

distante Datenpunkte aus [0, 1] verwendet, die rechte Seite wird mit gleichverteiltem

Rauschen der Stärke δ = 0.01 gestört. Zum Einsatz kommt diesmal der skalierte

zweite Wendlandkern φ(r) = φ1,1(5r) mit

φ1,1(r) = (1− r)3+(3r + 1).

Für die TP-Verfahren erweist sich γ = 10−3 als gute Wahl. Bei den SVR-Verfahren

benutzen wir wieder ǫ = δ und verwenden als Regularisierungsparameter γ = 10−4.

Das Ergebnis der numerischen Tests wird in Abb. 4.6,a - 4.6,c veranschaulicht.

Auch in diesem Beispiel erhält man mit den SVR-Methoden bessere Ergebnisse,

insbesondere das Verfahren mit stückweise linearem Bildterm liefert eine sehr gute

Näherung.

Die SVR-Methode mit stückweise linearem Bildterm bietet zudem die Möglichkeit,

mittels einiger Rekonstruktionen das Fehlerniveau in den Daten zu schätzen. Da

für kleine Regularisierungsparameter die Wahl ǫ ≥ δ entscheidend für Stabilität ist,

sollte sich dies auch in der Numerik niederschlagen. Dass diese Vermutung in der

Tat zutrifft, zeigen die Abbildungen 4.6,d - 4.6,e, in denen weitere Testrechnungen

des letzten Beispiels illustriert werden. Selbst für das niedrigere Fehlerniveau δ =

0.005 wirken sich mit dem unveränderten Regularisierungsparameter γ = 10−4 die

Parameter ǫ = 0.8 δ und ǫ = 0.9 δ sehr destabilisierend aus. Für ǫ > δ lassen sich

dagegen gute Ergebnisse erzielen, allerdings ist erkennbar, dass für ǫ = 2δ zu stark

regularisiert wird.

Die vorgestellten Beispiele zeigen, dass die SVR-Methoden bei optimaler Parame-

terwahl bessere Ergebnisse als die TP-Verfahren liefern. Auch ist die Abhängig-

keit vom Regularisierungsparameter γ viel schwächer ausgeprägt. Allerdings ist der

Aufwand zur Bestimmung des Approximanten deutlich höher, da ein quadratisches

Programm statt eines LGS zu lösen ist. Außerdem muss zur optimalen Parame-

terwahl das Fehlerniveau δ bekannt sein. Dieses kann jedoch, wie soeben gesehen,

durch einige Testrechnungen mittels SVR mit stückweise linearem Bildterm aus

den Daten geschätzt werden. Weitere numerische Experimente zeigen, dass mit der

SVR-Methode mit stückweise quadratischem Bildterm für nicht zu kleine Parame-

ter ǫ < δ gute Ergebnisse erzielt werden können. Allerdings haben Parameterwahlen

ǫ ≫ δ einen stark nachteiligen Effekt. Anschaulich ist dies plausibel, da in dieser

Situation ein zu großer Teil der vorliegenden Informationen vernachlässigt wird.
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4.6,a: Exakte und gestörte Daten (rot).
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4.6,b: Asymmetrische TP-Lösung (grün),

symmetrische TP-Lösung (schwarz).
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4.6,c: SVR mit stückw. lin. Bildterm (rot),

SVR mit stückw. quad. Bildterm (hellblau).
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4.6,d: SVR mit stückw. lin. Bildterm und

δ = 0.005: ǫ = 0.8 δ (rot), ǫ = 0.9 δ (grün).
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4.6,e: SVR mit stückw. lin. Bildterm und

δ = 0.005: ǫ = 1.1 δ (rot), ǫ = 2 δ (grün).

Abbildung 4.6. Gestörte Daten und Rekonstruktionen mit den TP- und SVR-Verfahren

in Beispiel 4.24 (hängendes Kabel).

Die symmetrische TP-Methode liefert, sofern die symmetrische Kollokationsmatrix

stabil berechnet werden kann, etwas schlechtere Ergebnisse als die SVR-Methoden.

Zudem erfordert dieses TP-Verfahren die Auswertung von Doppelintegralen, je nach

Problemstellung mit einer großen Genauigkeit. Somit ist die Methode wesentlich

zeitintensiver, falls nur für eine einzige rechte Seite ein Problem der Form Af = g

gelöst werden muss.

Insgesamt erweist sich die SVR als Verfahren, das den TP-Methoden signifikant

überlegen ist und im Vergleich zu anderen Regularisierungsmethoden zumindest

eine interessante Alternative darstellt.





5

Semi-diskrete Verfahren mit

Operatordiskretisierung

Beim asymmetrischen Kollokationsansatz mit TP-Regularisierung bzw. Support-

Vektor-Regression konnten wir Konvergenz im Fall exakter Daten nur garantieren,

wenn die Lösung f∗ mit wachsender Anzahl von Datenpunkten im Ansatzraum

HY = span{Φ(·, yk) | k = 1, . . . ,m} liegt. Der Grund dafür war, dass die Minimum-

Norm-Lösung f+ unter allen Lösungen der Normalgleichung im Allgemeinen nicht

in HY liegt, sondern in H∗(A,X) = span{λyjΦ(·, y) | j = 1, . . . , n}. Wir werden

in diesem Kapitel zeigen, dass sich dieses Problem umgehen lässt, wenn man den

Operator A durch eine Quadraturformel diskretisiert, in der nur die Punkte aus

X vorkommen. Die Untersuchung des Verfahrens mit diskretisiertem Operator ist

ohnehin von Interesse, da je nach Problem keine analytische Berechnung der in

den Kollokationsmatrizen auftretenden Integrale möglich ist. Natürlich wird sich

das Konvergenzverhalten der Quadraturmethode auf das Konvergenzverhalten der

Verfahren auswirken.

Wir analysieren also in diesem Kapitel den Effekt der Substitution von A durch

einen auf die Kollokationspunkte aus X diskretisierten Operator

Awn f(x) :=
n∑

k=1

wkk(x, xk)f(xk) (5.1)

auf das TP-Verfahren und die SVR-Methoden. Dieser Operator ist von der Form

(4.9), wenn Y gleich der Kollokationsmenge X gewählt wird. Daher bezeichnen wir

den Füllabstand in diesem Abschnitt mit h und verzichten im Folgenden auf die

Kennzeichnung der Abhängigkeit des diskretisierten Operators von der Anzahl der

Kollokationspunkte. Wir stellen an die Diskretisierung die Anforderung

∀f ∈ H ∃K = K(A,Ω) > 0 mit ‖(A−Aw)f‖L∞(Ω) ≤ K‖f‖Hhr. (5.2)

Es ist zu beachten, dass diese Voraussetzung nicht direkt aus Annahme (4.10) folgt,

da die Abhängigkeit der dort auftretenden Konstante von f nicht über ‖f‖H gege-

ben sein muss. Betrachten wir jedoch exemplarisch die für die Trapezregel gegebene

Abschätzung

‖(A−Aw)f‖L∞(Ω) ≤
1

12
h2(b− a) max

x,y∈Ω

∣∣∣∣
∂2

∂y2
(k(x, y)f(y))

∣∣∣∣
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aus Beispiel 4.3, so ist klar, dass unter leicht stärkeren Anforderung an den Inte-

gralkern eine explizite Abschätzung der Form (5.2) mit r = 2 angegeben werden

kann. Völlig analog lässt sich für die Simpsonregel ein entsprechendes Resultat mit

Konvergenzordnung r = 4 herleiten.

Lemma 5.1 Es seien Ω = [a, b], f ∈ Hτ (Ω) mit τ ≥ 2 und k ∈ C2(Ω × Ω). Der

mittels Trapezregel zu den Punkten xk = a+ kh, k = 0, . . . , n und der Schrittweite

h = b−a
n diskretisierte Operator ist gegeben durch

Awf(x) = h

(
1

2
k(x, x0)f(x0) +

n−1∑

k=1

k(x, xk)f(xk) +
1

2
k(x, xn)f(xn)

)
.

1. Erfüllen die translatierten Kerne kx(y) := k(x, y) die Bedingung

Ck := max
l=0,1,2

max
x,y∈Ω

∣∣∣k(l)x (y)
∣∣∣ <∞,

so gilt die Abschätzung

‖(A−Aw)f‖L∞(Ω) ≤
√
b− a

15
Ck ‖f‖Hτ (Ω) h

2.

2. Ist lediglich max
x∈Ω

‖kx‖H2(Ω) <∞, so existiert ein C = C(k) > 0 mit

‖(A−Aw)f‖L∞(Ω) ≤ C ‖f‖Hτ (Ω) h
2.

Beweis. Für beliebige Funktionen F ∈ C2(Ω) besitzt das bei Approximation des

Integrals mittels Trapezregel auftretende Restglied

RT (F ) :=

∫ b

a

F (x) dx− h

(
1

2
F (x0) +

n−1∑

k=1

F (xk) +
1

2
F (xn)

)

gemäß [49] die Darstellung

RT (F ) = −
∫ b

a

KT (x)F
′′(x) dx, (5.3)

wobei KT der zur Trapezregel gehörige Peanokern

KT (x) :=
1

2
(x− xk−1)(xk − x), xk−1 ≤ x ≤ xk, k = 1, . . . , n

ist. Eine kurze Rechnung zeigt

‖KT ‖2L2(Ω) = n

∫ h

0

(
1

2
x(h− x)

)2

dx =
1

120
(b− a)h4,

weshalb sich aus (5.3) folgende Restgliedabschätzung ergibt:

|RT (F )| =
∣∣∣〈KT , F

′′〉L2(Ω)

∣∣∣ ≤ ‖KT ‖L2(Ω)‖F ′′‖L2(Ω)

≤
√
b− a

120
h2 ‖F ′′‖L2(Ω). (5.4)
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Mit F (y) := kx(y)f(y) folgt somit

‖(A−Aw)f‖L∞(Ω) ≤
√
b− a

120
h2 max

x∈Ω
‖(kxf)′′‖L2(Ω). (5.5)

Da (a1 + a2)
2 ≤ 2(a21 + a22) für a1, a2 ∈ R, vereinfacht sich der rechte Term zu

‖(kxf)′′‖2L2(Ω) =

∫ b

a

((kxf)
′′(y))

2
dy

=

∫ b

a

(
(k′′x(y)f(y) + 2k′x(y)f

′(y) + kx(y)f
′′(y)

)2
dy

≤
∫ b

a

2
((
k′′x(y)f(y) + kx(y)f

′′(y)
)2

+
(
2k′x(y)f

′(y)
)2)

dy

≤
∫ b

a

8
(
(k′′x(y)f(y))

2 + (k′x(y)f
′(y))2 + (kx(y)f

′′(y))2
)
dy

≤ 8 max
l=0,1,2

max
x,y∈Ω

|k(l)x (y)|2 ‖f‖2H2(Ω),

wodurch mit (5.5) und der Definition von Ck für τ ≥ 2 die erste Abschätzung folgt.

Die zweite Behauptung ergibt sich aus (5.5) und

‖(kxf)′′‖L2(Ω) ≤ ‖kxf‖H2(Ω) ≤ c(σ, d) ‖kx‖H2(Ω) ‖f‖H2(Ω),

wobei die letzte Ungleichung gilt, falls σ > d
2 und Ω ein Gebiet ist, das einer inneren

Kegelbedingung genügt ([1], Theorem 5.23). ⊓⊔

Da wir auch in diesem Kapitel lediglich Abschätzungen des ℓ2-Bildfehlers auf den

Kollokationspunkten benötigen werden, können wir obiges Resultat ohne Schwie-

rigkeiten auf die Situation erweitern, dass A ein Volterra-Operator ist und damit

einen unstetigen Kern besitzt. In diesem Fall gilt

|(A−Aw)f(xi)| =
∣∣∣∣∣

∫ xi

0

k(xi, y)f(y) dy −
i∑

k=1

wkk(xi, xk)f(xk)

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫ xi

a

KT (y)(kxi
f)′′(y) dy

∣∣∣∣
≤ ‖KT ‖L2(a,xi)‖(kxi

f)′′‖L2(a,xi)

≤ ‖KT ‖L2(Ω)‖(kxi
f)′′‖L2(Ω),

und somit lässt sich der Approximationsfehler genau wie im Anschluss an die

Abschätzung (5.5) beschränken.

5.1 Operatordiskretisierung im TP-Verfahren

Wir betrachten in diesem Abschnitt das Problem mit Operatordiskretisierung

min
f∈H

{‖AwXf − gX‖ℓ2} (5.6)

und bezeichnen die entsprechende Minimum-Norm-Lösung gemäß Abschnitt 2.4 mit
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f+(AwX , gX) := argmin
f∈H

{‖f‖H | (AwX)∗AwXf = (AwX)∗gX}.

Die Lösung des regularisierten Problems

min
f∈H

{‖AwXf − gX‖2ℓ2 + γ‖f‖2H} (5.7)

nennen wir fγ(AwX , gX), bei Vorliegen gestörter Daten kann lediglich fγ(AwX , g
δ
X)

berechnet werden. Nun ist zu beachten, dass selbst die exakte Datenfunktion g nicht

mehr im Bild des diskretisierten Operators Aw liegen muss. Allerdings können wir

gw := Awf∗ (5.8)

definieren und erhalten mit der Konvergenzannahme aus (5.2) und der Notation

‖g‖ℓ2(X) = ‖gX‖ℓ2 aus Satz 2.11 die Abschätzung

‖g − gw‖ℓ2(X) ≤
√
n ‖(A−Aw)f∗‖ℓ∞(X) ≤ K‖f∗‖H

√
nhr. (5.9)

Nun betrachten wir das Hilfsproblem (AwX , g
w
X), d.h. wir untersuchen die Rekon-

struktion von f∗ aus dem Datenvektor gwX mittels des Operators AwX . Offensichtlich

können wir in diesem Kontext gX als verrauschte Version von gwX auffassen, wobei

die Größe der Datenstörung für quasi-uniforme Daten gemäß (5.9) von der Ordnung

hr−
d
2 ist. Als Erstes zeigen wir, dass für das Hilfsproblem (AwX , g

w
X) der Ansatzraum

HX = span{Φ(·, xi) | i = 1, . . . , n}, welcher bei asymmetrischer Kollokation mit

Y = X verwendet wird, optimal ist.

Lemma 5.2 Die Minimum-Norm-Lösung f+(AwX , g
w
X) liegt in HX .

Beweis. Wir definieren die Funktionale

λwj (f) := Awf(xj) =

n∑

k=1

wkk(xj , xk)f(xk), j = 1, . . . , n.

Nach den Überlegungen aus Kapitel 3 ist klar, dass f+(AwX , g
w
X) in

H∗(Aw, X) = span{
(
λwj
)y
Φ(·, y) | j = 1, . . . , n}

liegt. Da außerdem für j = 1, . . . , n

(
λwj
)y
Φ(·, y) =

n∑

k=1

wkk(xj , xk)Φ(·, xk) ∈ HX

gilt, folgt H∗(Aw, X) ⊆ HX und damit die Behauptung. ⊓⊔

Damit steht für das Problem (AwX , g
w
X) die in Kapitel 3 entwickelte Fehlertheorie

zur Verfügung. Die Fehlerschranke für die maximale punktweise Datenstörung bei

Verwendung der Daten gX statt der für den Operator AwX exakten Daten gwX ist

gerade δw := K‖f∗‖Hhr. Für gestörte Daten gδX ergibt sich die maximale Gesamt-

datenstörung wegen

‖gδ − gw‖ℓ∞(X) ≤ ‖gδ − g‖ℓ∞(X) + ‖g − gw‖ℓ∞(X)
≤ δ +K‖f∗‖Hhr (5.10)

als Summe der Einzelstörungen. Bevor wir uns näher mit der Fehleranalyse beschäf-

tigen, geben wir zunächst das aus Algorithmus 4.1 resultierende Verfahren an.
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Algorithmus 5.1 (TP-Verfahren mit Operatordiskretisierung)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lösung f∗ ∈ H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern Φ ist.

1. Wähle Quadraturgewichte w1, . . . , wn und γ > 0.

2. Berechne die Kollokationsmatrizen

(ΦX)ij = Φ(xi, xj), i, j = 1, . . . , n,

(NAw,Φ,X)ij =
n∑

k=1

wk k(xj , xk)Φ(xi, xk), i, j = 1, . . . , n,

GN,Aw,Φ,X = NAw,Φ,XN
T
Aw,Φ,X .

3. Bestimme die Lösung αγ,w,δ des LGS

(GN,Aw,Φ,X + γΦX)α = NAw,Φ,X g
δ
X .

Ergebnis: fγ(AwX , g
δ
X) =

n∑
k=1

αγ,w,δk Φ(·, xk) ist eine Approximation an f∗.

Die Norm der Rekonstruktion lässt sich dank der oberen Schranke δ +K‖f∗‖Hhr
für den punktweisen Datenfehler mit Lemma 3.10 sofort abschätzen.

Korollar 5.3 (Hilbertraum-Stabilität)

Die Rekonstruktion ist stabil im Sinne von

‖fγ(AwX , gδX)‖H ≤ ‖f∗‖H +
δ +K‖f∗‖Hhr

2

√
n

γ
.

Anders als in Kapitel 3 muss der Regularisierungsparameter also auch im Fall ex-

akter Daten über das Stabilitätskriterium ermittelt werden. Die Ungleichung

‖fγ(AwX , gX)‖H ≤ (1 + c) ‖f∗‖H

ist gewährleistet, falls

K‖f∗‖Hhr
2

√
n

γ
= c ‖f∗‖H .

Das führt auf die Wahl

γ(AwX , gX) =

(
K

2c

)2

h2rn, (5.11)

was insbesondere zeigt, dass die a-priori-Information ‖f∗‖H im Fall exakter Daten

nicht zur Parameterwahl benötigt wird.

Für gestörte Daten ist der dominierende Term offensichtlich δ
2

√
n
γ , da der durch

die Operatordiskretisierung verursachte Fehler nicht nur beschränkt, sondern von

der Ordnung r ist. Dementsprechend sollte der Regularisierungsparameter nicht
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wesentlich von den in Kapitel 3 und 4 hergeleiteten Parametern abweichen. Durch

Einsetzen in Korollar 5.3 sieht man, dass die angestrebte Ungleichung

‖fγ(AwX , gδX))‖H ≤ (1 + c) ‖f∗‖H

genau dann erfüllt ist, wenn

γ(AwX , g
δ
X) ≥

(
δ +K‖f∗‖Hhr

2c‖f∗‖H

)2

n (5.12)

gilt. Wollen wir nun den diskreten Bildfehler abschätzen, so gelingt dies erneut

durch Anwendung der Fehlertheorie aus Kapitel 3. Zu beachten ist, dass ledig-

lich vom Ausgangsoperator A, nicht jedoch vom diskretisierten Operator Aw das

Sobolev-Glättungsverhalten bekannt ist, weshalb wir für die Rekonstruktion mit

dem diskretisierten Operator passende Bildfehlerabschätzungen bezüglich des Aus-

gangsoperators benötigen.

Lemma 5.4 (Bildfehlerabschätzung)

Wählt man γ gemäß (5.12), so ergibt sich folgende Bildfehlerschranke:

‖Afγ(AwX , gδX)−Af∗‖ℓ2(X) ≤
√
γ

2
‖f∗‖H +

(
δ + (3 + c)K‖f∗‖Hhr

)√
n.

Beweis. Zunächst verlagern wir das Problem von A auf Aw, indem wir zu

‖Af∗ −Afγ(AwX , g
δ
X)‖ℓ2(X) ≤ ‖(A−Aw)f∗‖ℓ2(X) + ‖Aw(f∗ − fγ(AwX , g

δ
X))‖ℓ2(X)

+‖(Aw −A)fγ(AwX , g
δ
X)‖ℓ2(X)

übergehen. Mit der Operatordiskretisierungsannahme (5.2) können wir nun die

beiden äußeren Terme beschränken. Der erste Summand lässt sich direkt durch

K‖f∗‖Hhr
√
n abschätzen, für den dritten Summand liefert die Parameterwahl

‖(Aw −A)fγ(AwX , g
δ
X)‖ℓ2(X) ≤ K‖fγ(AwX , gδX)‖H

√
nhr ≤ (1 + c)K‖f∗‖H

√
nhr.

An dieser Stelle geht also die Kopplung des Optimierungsprozesses und der Opera-

tordiskretisierung über die jeweils verwendete Norm ‖ · ‖H ein. Wir erhalten somit

‖Af∗ −Afγ(AwX , g
δ
X)‖ℓ2(X)

≤ ‖Aw(f∗ − fγ(AwX , g
δ
X))‖ℓ2(X) + (2 + c)K‖f∗‖Hhr

√
n. (5.13)

Für den verbleibenden Term können wir nun die Bildfehlerabschätzung aus Kapitel

3 für gestörte Daten anwenden. Da der punktweise maximale Fehler bei Verwendung

von gδX statt der für Aw exakten Daten gwX gemäß (5.10) höchstens δ +K‖f∗‖Hhr
ist, erhält man

‖Aw(f∗ − fγ(AwX , gX))‖ℓ2(X) ≤
√
γ

2
‖f∗‖H + (δ +K‖f∗‖Hhr)

√
n,

und insgesamt folgt mit (5.13) die Behauptung. ⊓⊔

Ein Vergleich mit Lemma 3.11 zeigt, dass die hergeleitete obere Schranke für den

Bildfehler bezüglich A um (3 + c)K‖f∗‖Hhr
√
n größer ist als beim symmetri-

schen TP-Verfahren ohne Operatordiskretisierung. Mit der Urbild- und Bildfeh-

lerabschätzung lässt sich nun wie in Kapitel 3 eine L2-Fehlerabschätzung angeben.
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Satz 5.5 (L2-Fehlerabschätzungen für exakte und gestörte Daten)

Für H = Hτ (Ω) mit τ > d
2 gilt für die mit dem diskretisierten Operator Aw aus

(5.1) berechnete TP-Rekonstruktion unter der Approximationsannahme (5.2) für

hinreichend kleine Diskretisierungsfeinheiten h und mit der Parameterwahl (5.12)

folgende Abschätzung:

‖fγ(AwX , gδX)− f∗‖L2(Ω)

≤ C

[
cτ2h

τ

(
2‖f∗‖H +

δ +K‖f∗‖Hhr
2

√
n

γ

)

+ h
d
2−α

(√
γ

2
‖f∗‖H +

(
δ + (3 + c)K‖f∗‖Hhr

)√
n

)]
.

Beweis. Die in (3.20) hergeleitete Ungleichung mit θ = τ + α liefert

‖fγ(AwX , gδX)− f∗‖L2(Ω)

≤ C
[
cτ2h

τ‖fγ(AwX , gδX)− f∗‖H + h
d
2−α‖Afγ(AwX , gδX)−Af∗‖ℓ2(X)

]
.

Mit Korollar 5.3 und Lemma 5.4 folgt die Behauptung. ⊓⊔

Wir leiten nun die resultierende Fehlerordnung bei optimaler Parameterwahl her.

Für exakte Daten führt die Parameterstrategie aus (5.11) mit Korollar 5.3 und

Lemma 5.4 auf die Abschätzungen

‖fγ(AwX , gX)‖H ≤ (1 + c)‖f∗‖H , (5.14)

‖Afγ(AwX , gX)−Af∗‖ℓ2(X) ≤
(
3 + c+

1

4c

)
K‖f∗‖Hhr

√
n.

Daher ergibt sich wie im Beweis von Satz 5.5

‖fγ(AwX , gX)− f∗‖L2(Ω)

≤ C

[
cτ2(2 + c)‖f∗‖Hhτ +

(
3 + c+

1

4c

)
K‖f∗‖H

√
nhrh

d
2−α

]
.

Unter der Bedingung τ ≥ r, die bereits für die Konvergenz des Quadraturoperators

benötigt wird, erhält man also für exakte, quasi-uniforme Daten die Asymptotik

‖fγ(AwX , gX)− f∗‖L2(Ω) =

(
3 + c+

1

4c

)
O(hr−α). (5.15)

Um das Ergebnis in der Situation gestörter Daten anschaulich angeben zu können,

treffen wir die Annahme, dass die punktweise Datenstörung durch Operatordis-

kretisierung kleiner als die zusätzliche Datenstörung durch Messfehler ist. Dies ist

insofern sinnvoll, als man sich ansonsten auf den soeben behandelten Fall exakter

Daten zurückziehen kann. Wir nehmen also

δw = K‖f∗‖Hhr ≤ δ (5.16)

an, wodurch die Parameterwahl

γ(AωX , g
δ
X) =

(
δ

c‖f∗‖H

)2

n (5.17)
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für (5.12) zulässig wird. Dies entspricht gerade dem Vierfachen des beim symme-

trischen TP-Verfahren in Satz 3.20 eingeführten Parameters. Durch Einsetzen in

Korollar 5.3 und Lemma 5.4 ergeben sich die Abschätzungen

‖fγ(AwX , gδX))‖H ≤ (1 + c) ‖f∗‖H , (5.18)

‖Afγ(AwX , gδX)−Af∗‖ℓ2(X) ≤
(
4 + c+

1

2c

)
δ
√
n.

Für den L2-Fehler resultiert daraus die Schranke

‖fγ(AwX , gδX)− f∗‖L2(Ω) ≤ C

[
cτ2(2 + c)‖f∗‖H hτ +

(
4 + c+

1

2c

)
δ
√
nh

d
2−α

]
.

Da r > 0 ist, lässt sich dies noch weiter vereinfachen, und insgesamt erhalten wir

für quasi-uniforme Daten folgendes Resultat.

Korollar 5.6 (Parameterwahlen und optimale Fehlerordnungen)

Für H = Hτ (Ω) mit τ > d
2 gelten für die mit dem diskretisierten Operator Aw aus

(5.1) berechnete TP-Rekonstruktion unter der Approximationsannahme (5.2) und

für τ ≥ r, quasi-uniforme Daten und eine hinreichend kleine Diskretisierungsfein-

heit h folgende Abschätzungen:

1. Exakte Daten: wählt man γ ≃ h2r−d, so folgt gemäß (5.11) und (5.15)

‖fγ(AwX , gX)− f∗‖L2(Ω) = O(hr−α).

2. Gestörte Daten: wählt man γ =
(

δ
c‖f∗‖H

)2
n, so folgt mit (5.16)

‖fγ(AwX , gδX)− f∗‖L2(Ω) =

(
4 + c+

1

2c

)
δO(h−α).

Stabilität im Funktionenraum ist gemäß (5.14) bzw. (5.18) sichergestellt.

5.2 SVR mit stückw. lin. Fehlerterm und Diskretisierung

Wir können nun für die SVR-Methoden weitgehend analog zum vorhergehenden

Abschnitt verfahren. Es zeigt sich, dass sich die Fehlerschranken für die Verfahren

mit der Wahl ǫ = δ aus den Abschnitten 4.5.1 - 4.5.2 durch eine kleine Modifikation

übertragen lassen. Wegen des zusätzlichen Diskretisierungsfehlers muss nun jedoch

ǫ > δ gewählt werden. Um dies einzusehen, leiten wir wieder eine Stabilitätsaussage

und eine diskrete Bildfehlerabschätzung für gestörte Daten her. Wir betrachten

zunächst das SVR-Verfahren mit stückweise linearem Bildfehlerterm. Von Interesse

ist also die Lösung fγ,ǫ(Aw, gδ, X) von

min
f∈H

{
n∑

i=1

|Awf(xi)− gδi |ǫ + γ‖f‖2H

}
. (5.19)
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Gemäß Lemma 4.5 und dem Beweis von Lemma 5.2 liegt fγ,ǫ(Aw, gδ, X) in

N(AwX)⊥ = H∗(Aw, X) = span{
(
λwj
)y
Φ(·, y) | j = 1, . . . , n} ⊆ HX ,

so dass sich analog zu (4.28) ein quadratisches Programm formulieren lässt.

Algorithmus 5.2 (SVR mit stückw. lin. Bildfehler und Operatordiskretisierung)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lösung f∗ ∈ H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern Φ ist.

1. Wähle Quadraturgewichte w1, . . . , wn und γ, ǫ > 0.

2. Berechne die Kollokationsmatrizen ΦX und NAw,Φ,X wie in Algorithmus 5.1.

3. Bestimme den Koeffizientenvektor αγ,ǫ,w,δ mittels des quadratischen Programms

min
z∈R3n

{
zTHz + dT z

}

u.d.N. Mz ≤ c,

zn+1, . . . , z3n ≥ 0,

wobei

H =



γΦX On,2n

O2n,n O2n,2n


 ∈ R3n×3n,

M =




NT
Aw,Φ,X −In,n On,n

−NT
Aw,Φ,X On,n −In,n


 ∈ R2n×3n,

d =



On

12n


 ∈ R3n, c =




gδX + ǫ1n

−gδX + ǫ1n


 ∈ R2n.

Ergebnis: fγ,ǫ(Aw, gδ, X) =
n∑
k=1

αγ,ǫ,w,δk Φ(·, xk) ist eine Approximation an f∗.

Wir zeigen nun, wie die Fehlertheorie aus Kapitel 4 adaptiert werden kann.

Lemma 5.7 (Hilbertraum-Stabilität)

Die Rekonstruktion ist stabil im Sinne von

‖fγ,ǫ(Aw, gδ, X)‖H ≤
√
‖f∗‖2H +

n

γ
(δ +K‖f∗‖Hhr − ǫ)+.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 4.7 mit derselben Argumentation wie in Ab-

schnitt 5.1, da sich im Vergleich zur SVR ohne Operatordiskretisierung im Hinblick

auf Urbildabschätzungen lediglich die Schranke des punktweisen Datenfehlers von

δ zu δ +K‖f∗‖Hhr ändert. ⊓⊔
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Eine Abschätzung des ℓ∞-Bildfehlers erhält man ebenfalls mit der Vorgehensweise

des vorherigen Abschnitts. Wieder gestaltet sich dies etwas komplizierter als die

Urbildschranke, da eine Bildfehlerabschätzung unter dem Operator A benötigt wird,

der Approximant jedoch mittels des diskretisierten Operators Aw ermittelt wird.

Lemma 5.8 (Bildfehlerabschätzung)

Für γ, ǫ ≥ 0 gilt folgende Bildfehlerschranke:

‖Afγ,ǫ(Aw, gδ, X)−Af∗‖ℓ∞(X)

≤ γ‖f∗‖2H + (ǫ+ δ) + n(δ +K‖f∗‖Hhr − ǫ)+

+Khr
(
‖f∗‖H +

√
‖f∗‖2H +

n

γ
(δ +K‖f∗‖Hhr − ǫ)+

)
.

Für ǫ > δ und der Parameterwahl

γc :=
ǫ+ δ

c‖f∗‖2H
folgt somit für hinreichend kleine Füllabstände h

‖Afγ,ǫ(Aw, gδ, X)−Af∗‖ℓ∞(X) ≤
(
1 +

1

c

)
(ǫ+ δ) + 2K‖f∗‖Hhr.

Beweis. Zunächst geht man analog zu Lemma 5.4 vor und erhält

‖Af∗ −Afγ,ǫ(Aw, gδ, X)‖ℓ∞(X)

≤ ‖Aw(f∗ − fγ,ǫ(Aw, gδ, X))‖ℓ∞(X) +Khr
(
‖f∗‖H + ‖fγ,ǫ(Aw, gδ, X)‖H

)
.

Der Term ‖fγ,ǫ(Aw, gδ, X)‖H kann nun mit Lemma 5.7 weiter abgeschätzt werden.

Da jetzt nur noch eine Bildabschätzung unter Aw gesucht ist und der Approxi-

mant fγ,ǫ mittels Aw bestimmt wird, kann Lemma 4.8 für das punktweise maxi-

male Fehlerniveau δ+K‖f∗‖Hhr herangezogen werden, woraus sich die allgemeine

Abschätzung ergibt. Der Rest des Lemmas folgt durch Einsetzen des speziellen Re-

gularisierungsparameters. ⊓⊔

Der in Abschnitt 4.3 eingeführte Regularisierungsparameter erweist sich also auch

im Verfahren mit diskretisiertem Operator als sinnvoll, wenn ǫ > δ gewählt wird.

Korollar 5.9 (L2-Fehlerabschätzung und Parameterwahl)

Es sei H = Hτ (Rd) mit τ > d
2 . Wählt man ǫ > δ, so ist für die SVR-Rekonstruktion

mit dem diskretisierten Operator Aw aus (5.1) unter der Approximationsannah-

me (5.2) für hinreichend kleine Füllabstände h Stabilität in der starken Form

‖fγ,ǫ(Aw, gδ, X)‖H ≤ ‖f∗‖H sichergestellt. Für

γc :=
ǫ+ δ

c‖f∗‖2H
und quasi-uniforme Daten gilt außerdem

‖f∗ − fγ,ǫ(Aw, gδ, X)‖L2(Ω) ≤ C ‖f∗‖H
(
2cτ2h

τ +

[(
1 +

1

c

)
(ǫ+ δ) + 2Khr

]
h−α

)

=

(
1 +

1

c

)
(ǫ+ δ)O(h−α).
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Beweis. Man geht wie in Satz 4.10 vor und setzt die geänderte Urbild- und Bild-

fehlerabschätzung aus Lemma 5.7 und Lemma 5.8 ein. ⊓⊔

Asymptotisch ergibt sich also für ǫ > δ genau das Fehlerverhalten des Verfahrens

ohne Operatordiskretisierung, lediglich ǫ = δ ist als Parameterwahl nicht mehr

angemessen.

5.3 SVR mit stückw. quad. Fehlerterm und Diskretisierung

Das SVR-Verfahren mit stückweise quadratischem Bildfehlerterm und diskretisier-

tem Operator lässt sich analog behandeln. Es zeigt sich auch hier, dass sich die

Lösung fγ,ǫ(Aw, gδ, X) des Optimierungsproblems

min
f∈H

{
n∑

i=1

|Awf(xi)− gδi |2ǫ + γ‖f‖2H

}
(5.20)

im Wesentlichen wie die Lösung des Problems ohne Operatordiskretisierung verhält.

Das resultierende quadratische Programm schreibt sich wie folgt.

Algorithmus 5.3 (SVR mit stückw. quad. Bildfehler und Operatordiskretisierung)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lösung f∗ ∈ H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern Φ ist.

1. Wähle Quadraturgewichte w1, . . . , wn und γ, ǫ > 0.

2. Berechne die Kollokationsmatrizen ΦX und NAw,Φ,X wie in Algorithmus 5.1.

3. Bestimme den Koeffizientenvektor αγ,ǫ,w,δ mittels des quadratischen Programms

min
z∈R3n

{
zTHz

}

u.d.N. Mz ≤ c,

zn+1, . . . , z3n ≥ 0,

wobei

H =



γΦX On,2n

O2n,n I2n,2n


 ∈ R3n×3n,

M =




NT
Aw,Φ,X −In,n On,n

−NT
Aw,Φ,X On,n −In,n


 ∈ R2n×3n, c =




gδX + ǫ1n

−gδX + ǫ1n


 ∈ R2n.

Ergebnis: fγ,ǫ(Aw, gδ, X) =
n∑
k=1

αγ,ǫ,w,δk Φ(·, xk) ist eine Approximation an f∗.
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Wie in den letzten beiden Abschnitten ergibt sich die Urbildabschätzung durch

Ersetzen des Fehlerniveaus δ durch δ +K‖f∗‖Hhr im entsprechenden Hilfslemma

für das Problem ohne Operatordiskretisierung.

Korollar 5.10 (Hilbertraum-Stabilität)

Die Rekonstruktion ist stabil im Sinne von

‖fγ,ǫ(Aw, gδ, X)‖H ≤
√

‖f∗‖2H +
n

γ
(δ +K‖f∗‖Hhr − ǫ)2+.

Beweis. Die Behauptung folgt mit Lemma 4.13. ⊓⊔

Die Abschätzung des diskreten ℓ2-Fehlers ergibt sich analog zu Lemma 5.4 aus dem

Resultat ohne Operatordiskretisierung und Einsetzen von Korollar 5.10.

Lemma 5.11 (Bildfehlerabschätzung)

Für γ, ǫ ≥ 0 gilt folgende Bildfehlerschranke:

‖Afγ,ǫ(Aw, gδ, X)−Af∗‖ℓ2(X)

≤
√
γ‖f∗‖2H + n

(
ǫ2 + (δ +K‖f∗‖Hhr − ǫ)2+

)
+
√
n(δ +K‖f∗‖Hhr)

+ K
√
nhr

(
‖f∗‖H +

√
‖f∗‖2H +

n

γ
(δ +K‖f∗‖Hhr − ǫ)2+

)
.

Im Fall ǫ > δ liefert die Parameterwahl

γc :=
nǫ2

c‖f∗‖2H
für hinreichend kleine Füllabstände h die Fehlerschranke

‖Afγ,ǫ(Aw, gδ, X)−Af∗‖ℓ2(X) ≤
√
n

(√
1 +

1

c
ǫ+ (δ + 3K‖f∗‖Hhr)

)
.

Beweis. Analog zu Lemma 5.4 und Lemma 5.8 schätzt man den Bildfehler durch

‖Af∗ −Afγ,ǫ(Aw, gδ, X)‖ℓ2(X)

≤ ‖Aw(f∗ − fγ,ǫ(Aw, gδ, X))‖ℓ2(X) +K
√
nhr

(
‖f∗‖H + ‖fγ,ǫ(Aw, gδ, X)‖H

)

ab. Die allgemeine Abschätzung ergibt sich nun mit der Bildfehlerabschätzung aus

Lemma 4.14 und der Urbildabschätzung aus Korollar 5.10, der Rest des Lemmas

folgt durch Einsetzen. ⊓⊔

Damit lässt sich nun die L2-Fehlertheorie übertragen, so dass man zu folgendem

Resultat gelangt.

Korollar 5.12 (L2-Fehlerabschätzung und Parameterwahl)

Es sei H = Hτ (Rd) mit τ > d
2 . Wählt man ǫ > δ, so ist für die SVR-Rekonstruktion

mit dem diskretisierten Operator Aw aus (5.1) unter der Approximationsannahme
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(5.2) für hinreichend kleine Füllabstände h Stabilität in der starken Form

‖fγ,ǫ(Aw, gδ, X)‖H ≤ ‖f∗‖H

sichergestellt. Für

γc :=
nǫ2

c‖f∗‖2H
ergibt sich im Fall quasi-uniformer Daten

‖f∗ − fγc,ǫ(Aw, gδ, X)‖L2(Ω)

≤ C

(
2cτ2h

τ‖f∗‖H + h
d
2−α

√
n

[√
1 +

1

c
ǫ+ (δ + 3K‖f∗‖Hhr)

])

=

(√
1 +

1

c
ǫ+ δ

)
O(h−α).

Beweis. Dies folgt analog zu Satz 4.15 mit Lemma 5.10 und Lemma 5.11.

5.4 Numerische Beispiele

Beispiel 5.13 Zur Konvergenzuntersuchung für die TP-Methode mit Operatordis-

kretisierung betrachten wir Ω = [−1, 1], den Stammfunktions-Operator

Af(x) =

∫ x

−1

f(t) dt

und die Lösungsfunktion f∗(x) = φ1,2(x, 0). Für die Daten g = Af∗ treten we-

gen f∗(−1) = f∗(1) = 0 keine unerwünschten Randeffekte auf. Desweiteren be-

nutzen wir φ1,1 als Kern, was τ = 2 impliziert, da die gesuchte Lösung glat-

ter ist als der Kern. Wir verwenden wieder äquidistante Daten und diskretisie-

ren den Operator mit der Trapezregel, wodurch gemäß Lemma 5.1 die Konvergenz-

ordnung r = 2 garantiert ist. Nun berechnen wir für n = 2k mit k = 4, . . . , 11

die TP-Rekonstruktionen durch Lösung des Gram-Systems (4.4), wobei A entspre-

chend den Ausführungen dieses Kapitels durch den diskretisierten Operator ersetzt

wird. Der Regularisierungsparameter ist für festes n = h/2 gemäß Korollar 5.6 als

γ = h2r−d = h3 zu wählen. Damit ist eine Konvergenzordnung von r − α = 1 zu

erwarten, die in der Tat zu beobachten ist, wie Abb. 5.1 zeigt.

Da die Kondition der regularisierten Kollokationsmatrix für n = 211 bereits größer

als 1021 ist, führt eine Untersuchung mit noch mehr Datenpunkten nicht weiter.

Ein ähnliches Ergebnis erhält man für die Lösungsfunktion f∗(x) = φ1,1(x, 0).

Zum abschließenden Vergleich der TP-Methode mit den SVR-Verfahren greifen wir

Beispiel 4.24 wieder auf, in dem das in eine Integralgleichung umgeformte Rand-

wertproblem −g′′ = f mit g(0) = g(1) = 0 diskutiert wurde.
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5.1,a: ‖f∗ − fk‖L2(Ω), k = 4, . . . , 11, wobei

fk mit 2k Punkten berechnet wird.
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5.1,b: Num. Konvergenzgeschwindigkeit

log2
(
‖f∗ − fk−1‖L2(Ω)/‖f∗ − fk‖L2(Ω)

)
.

Abbildung 5.1. Konvergenzgeschwindigkeit des TP-Verfahrens in Beispiel 5.13 bei Ope-

ratordiskretisierung mittels Trapezregel.

Beispiel 5.14 Wir wählen Lösungsfunktion, Daten und Hilbertraumkern wie in

Beispiel 4.24 und betrachten wieder n = 100 Datenpunkte, jedoch Datenfehler der

maximalen Größe δ = 0.02. Die Diskretisierung des Operators führen wir mit-

tels Simpson-Regel durch. Für die SVR-Verfahren wählen wir nun ǫ = 1.05 δ und

γ = 10−6, für das TP-Verfahren setzen wir γ = 0.002 an. Das Ergebnis ist in Abb.

5.2 zu sehen und unterstreicht erneut den stabilisierenden Effekt des zusätzlichen

Parameters ǫ.
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5.2,a: Exakte und gestörte Daten (rot).
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1

5.2,b: TP-Lösung (grün), SVR-Lösungen

(rot und hellblau, fast identisch).

Abbildung 5.2. Gestörte Daten und Rekonstruktionen des TP- und der SVR-Verfahren

in Beispiel 5.14 bei Operatordiskretisierung mittels Simpson-Regel.
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Datenglättung mittels Faltungsoperatoren

6.1 Approximative Einheiten und Faltung

Wir untersuchen in diesem Kapitel die Anwendung von Faltungsoperatoren zur

Datenvorglättung. Ein gegebenes Datenfehlerniveau soll auf diese Weise möglichst

stark reduziert werden, bevor in einem weiteren Schritt die in den vorherigen Kapi-

teln vorgestellten Rekonstruktionsalgorithmen eingesetzt werden können. Die sim-

ple Grundidee des Verfahrens ist, dass Datenfehler durch geeignete Mittelung bis

zu einem gewissen Grad ausgelöscht werden können. Bereits in [79] wurde gezeigt,

wie diskrete Faltung zur Datenglättung im Kontext einer polynomialen Fehler-

quadratmethode eingesetzt werden kann. Wir gehen jedoch einen anderen Weg,

indem wir aus den zur Verfügung stehenden Daten gδX neue Daten mittels eines

Faltungsoperators

Tg(x) := (k ∗ g)(x)

erzeugen, dessen Kern k als approximative Einheit in L2(Rd) gewählt wird. Dies

stellt den Zusammenhang der neuen Daten mit den Ursprungsdaten her. Da nur

diskrete Werte zur Verfügung stehen, führen wir auch die Faltung diskret aus.

Die Approximation von Faltungsoperatoren mit approximativer Einheit als Inte-

gralkern wurde von Mas-Gallic und Raviart in [59] eingehend im Hinblick auf Par-

tikelverfahren zur Lösung von Differentialgleichungen studiert, allerdings bleiben

Datenfehler in ihren Analysen unberücksichtigt. Auf die dort hergeleiteten Ergeb-

nisse gehen wir im Laufe des Kapitels näher ein.

Eine weitere Anwendung findet sich in der Arbeit [8] von Beatson und Bui, in der

Funktionsapproximation mittels radialer Basisfunktionen mit Datenglättung durch

Faltungsoperatoren verknüpft wird. Statt eines Approximationsschritts mit an-

schließender Glättung wird die Faltung direkt auf den Basisfunktionen ausgeführt,

wodurch diese implizit durch entsprechende Änderung der Auswertfunktionen rea-

lisiert werden kann. Natürlich ist dazu eine angepasste Kopplung des Faltungskerns

an die Basisfunktionen nötig.

Wir gehen nun auf die notwendigen Grundlagen von Approximation durch Faltung

und die damit einhergehenden technischen Voraussetzungen ein. Um Konvergenz zu
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garantieren und die Fehlerentwicklung unter der Datentransformation kontrollieren

zu können, setzen wir in diesem Kapitel stets g ∈ Hτ (Ω) mit τ > d
2 voraus und

wählen den Faltungskern ebenfalls aus einem geeigneten Sobolevraum. Genauer

betrachten wir eine Funktion k ∈ L1(Rd) ∩Hθ(Rd) mit θ > d
2 und

∫

Rd

k(x) dx = 1. (6.1)

Die Annahme g ∈ Hτ (Ω) entspricht der Voraussetzung der bisherigen Kapitel,

da die Aufgabe der Reduktion von Datenfehlern implizit ein Regressionsproblem

beinhaltet. Interessiert man sich hingegen für die Lösung einer Operatorgleichung

Af = g mit f ∈ Hτ (Rd) und glättendem Integraloperator der Sobolev-Ordnung α,

so ist entsprechend τ durch τ + α zu ersetzen. Nach der Datenvorglättung mittels

Faltung ist dann mit den Methoden der vorangegangenen Kapitel das eigentliche

Rekonstruktionsproblem zu lösen. Wie bisher nehmen wir auch in diesem Kapitel

an, dass Ω beschränkt ist mit Lipschitz-stetigem Rand, so dass ein stetiger Fort-

setzungsoperator auf Rd existiert, der die Formulierung g ∈ Hτ (Rd) rechtfertigt.

Wir betrachten nun für s > 0 die skalierten Kerne

ks(x) := s−dk
(x
s

)
(6.2)

und die entsprechenden Faltungsoperatoren

(T sg)(x) := (ks ∗ g)(x). (6.3)

Gemäß der Fourier’schen Umkehrformel gilt

(T sg − g)(x) = (2π)−
d
2

∫

Rd

(
(2π)

d
2 k̂s(ω)− 1

)
ĝ(ω) eix

Tω dω,

woraus nach zweimaliger Anwendung des Satzes von Lebesgue (Satz 2.1)

(ks ∗ g)(x) s→0−→ g(x) für fast alle x ∈ Rd (6.4)

folgt. Unter schwachen Zusatzvoraussetzungen an k können wir auch von den in

Kapitel 2.1 eingeführten stärkeren Approximationssätzen Gebrauch machen.

Lemma 6.1 Seien g ∈ Hτ (Rd) mit τ > d
2 und k ∈ L1(Rd) eine gemäß (6.1)

normierte Funktion mit supp(k) ⊂ B1(0). Dann gilt für den in (6.3) definierten

Faltungsoperator:

1. Ist Ω ⊂ Rd ein Gebiet und supp(g) ⊂ Ω, so konvergiert T sg für s→ 0 kompakt

gleichmäßig auf Ω gegen g.

2. Ist k gerade, so konvergiert T sg für s→ 0 kompakt gleichmäßig auf Rd gegen g.

Beweis. Die Behauptungen folgen mit g ∈ Hτ (Rd) ⊂ C(Rd) direkt aus Satz 2.4

und Lemma 2.5.

Bemerkung 6.2 Die Wendlandkerne erfüllen nach Skalierung gemäß (6.1) alle in

Lemma 6.1 gestellten Anforderungen an den Integralkern k und eignen sich somit

als Faltungskerne für den Operator T s aus (6.3).



6.1 Approximative Einheiten und Faltung 113

Bei Hinzunahme von Momentenbedingungen an den Faltungskern erhält man außer-

dem für beliebige Lp-Normen mit 1 ≤ p ≤ ∞ mittels Taylorentwicklung eine Kon-

vergenzordnung für die Approximation durch Faltung. Wir verwenden im Folgenden

die übliche Multiindexschreibweise xl = (x1)l1 · . . . · (xd)ld für x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd

und l ∈ Nd.

Lemma 6.3 ([74], Lemma 4.4) Erfüllt der Faltungskern (6.1) und existiert zu-

dem ein r ∈ N mit
∫

Rd

xl k(x) dx = 0 für alle l ∈ Nd mit 1 ≤ ‖l‖ ≤ r − 1,

∫

Rd

‖x‖r |k(x)| dx <∞,

so gibt es eine Konstante C > 0, so dass für alle Funktionen g ∈ W r
p (R

d) und

1 ≤ p ≤ ∞ gilt:

‖T sg − g‖Lp(Rd) ≤ Csr|g|W r
p (Rd).

Für nichtnegative Kernfunktionen kann somit höchstens die Konvergenzordnung

r = 2 garantiert werden, da die Normierungsbedingung an k offensichtlich
∫

Rd

x2 k(x) dx > 0

impliziert. Als Beispiele werden in [74] die verallgemeinerte Gaußfunktion und die

B-Splines untersucht.

Beispiel 6.4 (Verallgemeinerter Gaußkern, B-Splines)

1. Wählt man den Faltungskern k als geeignet normierte inverse Fouriertransfor-

mierte der verallgemeinerten Gaußfunktion e−‖ξ‖2t

mit einem Index t ∈ N, so

liegt k in S(Rd), und Lemma 6.3 liefert die Konvergenzordnung r = 2t. Für

t = 1 ist k selbst eine Gaußfunktion, und es ergibt sich die Ordnung 2.

2. Die B-Splines sind für d = 1 als Selbstfaltung der charakteristischen Funktion

χ des Intervalls [− 1
2 ,

1
2 ] definiert:

BN := χ ∗ . . . ∗ χ︸ ︷︷ ︸
NFaktoren

.

Gemäß [74] ist BN eine nichtnegative, gerade Funktion mit Träger [−N
2 ,

N
2 ].

Desweiteren erfüllt BN die Skalierungsbedingung (6.1) und die Momentenbe-

dingungen aus Lemma 6.3 mit der maximalen Ordnung r = 2. In [55] wird

anschließend an Bemerkung 1.7.3 außerdem gezeigt, dass BN in Hθ(R) liegt

für alle θ < N − 1
2 , was später von Bedeutung sein wird. Für N = 2 erhält man

die bekannte Hut-Funktion B2(r) = 2φ1,0(r).

Für die Wendlandkerne sind im Fall d = 1 auf Grund der Radialsymmetrie und

des kompakten Trägers ebenfalls die Voraussetzungen aus Lemma 6.3 mit der Ord-

nung r = 2 erfüllt. Für d = 2 schreiben sich die Normierungsbedingung und die
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Anforderungen aus Lemma 6.3 gemäß [74] als Bedingungen an die eindimensionale

Funktion k(‖x‖) := k(x) in folgender Form:

∫ ∞

0

t k(t) dt =
1

2π
,

∫ ∞

0

tl+1 k(t) dt = 0, für alle 1 ≤ l ≤ r − 1, l gerade,

∫ ∞

0

tr+1 |k(t)| dt <∞.

Für r = 2 ist die zweite Bedingung trivial, die dritte Anforderung ist auf Grund des

kompakten Trägers stets erfüllt. Somit liefern die Wendlandkerne nach geeigneter

Normierung auch für d = 2 die Konvergenzordnung 2.

Nachdem wir nun die Grundlagen von Approximation durch Faltung ausführlich

erörtert haben, können wir uns dem Diskretisierungsaspekt zuwenden. Um die No-

tation überschaubar zu halten, gehen wir im gesamten Kapitel von äquidistanten

Datenpunkten (xi)
n
i=1 mit xi ∈ hZd aus und betrachten den mittels Trapezregel

diskretisierten Operator

(T sXgX)(x) := hd
n∑

i=1

ks(x− xi)gi. (6.5)

Die Größe h ist also hier der in (3.23) mit qX bezeichnete Separierungsabstand.

Wir klären nun, wie die Kernskalierung an die Diskretisierungsfeinheit h gekoppelt

werden sollte, um für gestörte Daten eine bestmögliche Fehlerdämpfung zu gewähr-

leisten. Dass dabei ein Kompromiss zwischen der Approximation der δ-Distribution

und einem geringen Fehler bei Diskretisierung des Faltungsoperators eingegangen

werden muss, wurde bereits in [74] und [59] dargelegt. Allerdings wurden dort Da-

tenfehler, die in die folgende Analyse explizit einfließen, nicht berücksichtigt. Ex-

emplarisch zitieren wir [59], Theorem 3. Dieses besagt, dass für m > d, r ≥ 1,

t ≥ 0, k ∈ Wm+t
1 (Rd) und g ∈ W τ

p (R
d) mit τ = max{r + t,m} unter einigen

Zusatzvoraussetzungen die Abschätzung

|T sXgX − g|W t
p(R

d) ≤ C

(
sr|g|W r+t

p (Rd) +
hm

sm+t
‖g‖Wm

p (Rd)

)

gilt. Bei der Wahl von s ist also in der Tat eine ausgewogene Kopplung an die

Diskretisierungsfeinheit h entscheidend für die Approximationsgüte.

6.2 Sobolev-Abschätzungen für Faltungsoperatoren

In diesem Abschnitt klären wir für Faltungsoperatoren das punktweise Konvergenz-

verhalten des diskretisierten Operators gegen den Ausgangsoperator. Natürlich ist

nur Konvergenz zu erwarten, wenn die zu integrierende Funktion und der Integral-

kern bzw. der Integraloperator eine gewisse Glattheit aufweisen. Wir fordern diese

Glattheit bezüglich der Sobolev-Skala in Rd und betrachten Faltungsoperatoren der

Form
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A : L2(R
d) → L2(R

d), Af(x) =

∫

Ω

k(x− t) f(t) dt (6.6)

mit einem geraden Faltungskern k. Im Folgenden setzen wir f ∈ Hτ (Rd) mit τ > d
2

und supp(f) ⊂ Ω voraus, wodurch sich A als Faltung auf Rd schreiben lässt. Wir

nehmen weiter an, dass k in einem SobolevraumHθ(Rd) liegt und der Integralopera-

tor gemäß Voraussetzung 3.12.2 um α Stufen auf der Sobolev-Skala glättet. Zunächst

klären wir den Zusammenhang zwischen der Kernglattheit θ und der Glättungsei-

genschaft α des Operators.

Lemma 6.5 Ist die Glattheit α des Integraloperators aus (6.6) gegeben und liegt

der Integralkern k in einem Sobolevraum Hθ(Rd), so folgt θ > α− d
2 .

Beweis. Wir benutzen die Charakterisierung von Sobolev-Glattheit aus Lemma 2.7,

die besagt, dass die Fouriertransformation einer Funktion f ∈ Hτ (Rd) das folgende

Abklingverhalten besitzt:

|f̂(ω)|2 ≤ c(τ, d) (1 + ‖ω‖22)−(τ+ d
2 ) ∀ ω ∈ Rd.

Sind nun f ∈ Hτ (Rd) und k ∈ Hθ(Rd), so folgt mit dem Faltungssatz

|Âf(ω)|2 = |(2π) d
2 k̂(ω) f̂(ω)|2

≤ (2π)d c1(τ, d) c2(τ, d) (1 + ‖ω‖22)−(τ+ d
2+θ+

d
2 )

≃ (1 + ‖ω‖22)−((τ+θ+
d
2−ǫ)+

d
2+ǫ)

für beliebiges ǫ > 0. Der erste Teil von Lemma 2.7 liefert daher

Af ∈ Hτ+θ+ d
2−ǫ(Rd). (6.7)

Mit der Glättungseigenschaft α folgt also

Af ∈ Hτ+θ+ d
2−ǫ(Rd)

!⊂ Hτ+α(Rd),

was die Behauptung zeigt. ⊓⊔

Nachdem wir die Verbindung zwischen der Operatorglättung und der Faltungs-

kernglattheit damit hergestellt haben, gehen wir nun auf den Diskretisierungsaspekt

ein. Wir gebrauchen im Folgenden die Trapezregel zur Diskretisierung des Faltungs-

operators aus (6.6). Die Poisson’sche Summenformel liefert für Funktionen F ∈ S
folgende Aussage über die Approximation eines Integrals mittels Trapezregel (siehe

[68], Kapitel 3):

hd
∑

l∈Zd

F (hl)−
∫

Rd

F (x) dx = (2π)
d
2

∑

l∈Zd\{0}

F̂

(
2π

h
l

)
. (6.8)

Für F ∈ L2(Rd) mit hinreichend schnell abklingender Fouriertransformation ergibt

sich damit folgende Fehlerabschätzung.

Lemma 6.6 Sei F ∈ Hσ(Rd) mit σ > d
2 . Dann ist der in (6.8) durch Diskretisie-

rung mittels Trapezregel hervorgerufene Fehler von der Ordnung σ + d
2 .
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Beweis. Wir schätzen die rechte Seite von (6.8) mittels der Charakterisierung von

Sobolevglattheit über das Abklingverhalten der Fouriertransformierten ab. Gemäß

Lemma 2.7 existiert eine Konstante c = c(σ, d) mit
∣∣∣∣∣∣
∑

l∈Zd\{0}

F̂

(
2π

h
l

)∣∣∣∣∣∣
≤

∑

l∈Zd\{0}

c

(
1 + ‖2π

h
l‖22
)− 1

2 (σ+
d
2 )

≤ c
∑

l∈Zd\{0}

(
‖2π
h
l‖22
)− 1

2 (σ+
d
2 )

= c (2π)−(σ+ d
2 )


 ∑

l∈Zd\{0}

‖l‖−(σ+ d
2 )

2


 hσ+

d
2

= c (2π)−(σ+ d
2 ) 2d


 ∑

l∈Nd\{0}

‖l‖−(σ+ d
2 )

2


 hσ+

d
2 .

Da die Reihe für σ > d
2 konvergiert, ist die Behauptung gezeigt. ⊓⊔

Der von d abhängige Reihenwert kann außerdem explizit berechnet werden. Ein ähn-

licher Approximationssatz wurde bereits von Raviart auf andere Weise hergeleitet.

Nach äquidistanter Aufteilung des Rd in die Mengen

Bl :=

{
x ∈ Rd |

(
li −

1

2

)
h ≤ xi ≤

(
li +

1

2

)
h, i = 1, . . . , d

}

mit l = (l1, . . . , ld) ∈ Zd gilt folgender Satz.

Satz 6.7 ([74], Theorem 3.1) Seien k ∈ N, k > d
p und q = p

p−1 . Desweiteren sei

F ∈ W k
p (R

d) ∩ L1(Rd) für d ≤ 2 bzw. F ∈ W k
p (R

d) ∩W k−1
1 (Rd) für d ≥ 3. Dann

existiert eine von h unabhängige Konstante C > 0 mit
∣∣∣∣∣∣
hd
∑

l∈Zd

F (hl)−
∫

Rd

F (x) dx

∣∣∣∣∣∣
≤ C hk+

d
q

∑

l∈Zd

|F |Wk
p (Bl).

Der Beweis wurde über den Sobolev’schen Einbettungssatz und ein Theorem von

Bramble-Hilbert erbracht. Die Aussage aus Lemma 6.6 ist jedoch expliziter und

gilt auch für nichtganzzahlige Glattheitsindizes τ . Um die Fehlerabschätzung auf

den Faltungsoperator aus (6.6) zu übertragen, zitieren wir nun einen Satz über die

Glattheit des Produkts zweier Sobolev-Funktionen.

Lemma 6.8 Seien max{τ, θ} > d
2 , min{τ, θ} ≥ 0 und f1 ∈ Hτ (Rd), f2 ∈ Hθ(Rd).

1. Für σ := min{τ, θ} gilt f1f2 ∈ Hσ(Rd), und es existiert ein c(τ, θ, d) > 0 mit

‖f1f2‖Hσ(Rd) ≤ c(τ, θ, d) ‖f1‖Hτ (Rd) ‖f2‖Hθ(Rd).

2. Gilt zusätzlich σ > d
2 , so existiert ein c(σ, d) > 0 mit

‖f1f2‖Hσ(Rd) ≤ c(σ, d) ‖f1‖Hσ(Rd) ‖f2‖Hσ(Rd).
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Beweis. Eine allgemeinere Version des Satzes, die als Nash-Moser-Ungleichung be-

kannt ist, findet sich in [63]. Für σ := min{τ, θ} > d
2 lässt sich die Behauptung

einfacher zeigen und impliziert, dass Hσ(Ω) für Gebiete Ω mit innerer Kegelbe-

dingung eine Banachalgebra ist (siehe [1], Theorem 5.23). ⊓⊔

Scharfe Abschätzungen der auftretenden Konstanten c(σ, d) können in [64] nachge-

schlagen werden. Der Integrand des in (6.6) eingeführten Faltungsoperators hat die

Form Fx := kxf mit kx(t) := k(x− t). Da wir stets von der Annahme f ∈ Hτ (Rd)

mit τ > d
2 ausgehen, ist die Bedingung max{τ, θ} > d

2 erfüllt. Für reellwertige

gerade Kernfunktionen folgt nun

|k̂x(ω)| = |e−ixTωF−1k(ω)| = |e−ixTωk̂(ω)| = |k̂(ω)| ∀ω ∈ Rd,

und somit haben die translatierten Kerne kx dieselbe Sobolev-Glattheit wie k

selbst. Zur Anwendung von Lemma 6.8 muss somit lediglich an den Integralkern

k ∈ Hθ(Rd) die Bedingung θ ≥ 0 gestellt werden. Da die Fehlerabschätzung der

Trapezregel aus Lemma 6.6 jedoch Fx ∈ Hσ(Rd) mit einem Exponent σ > d
2 er-

fordert, muss σ = min{τ, θ} > d
2 vorausgesetzt werden. Dies stellt die punktweise

Konvergenz des Summenoperators gegen den Ausgangsoperator sicher und garan-

tiert auch die Anwendbarkeit des zweiten Teils von Lemma 6.8. Es zeigt sich, dass

die Konvergenz wie benötigt gleichmäßig auf Ω ist.

Satz 6.9 Es seien τ, θ > d
2 , f ∈ Hτ (Rd) mit supp(f) ⊂ Ω und k ∈ Hθ(Rd) eine

gerade Funktion. Für den Integraloperator

Af(x) =

∫

Ω

k(x− t) f(t) dt = (k ∗ f)(x)

und den mittels Trapezregel zur Schrittweite h diskretisierten Operator

Ahf(x) = hd
∑

l∈Zd, hl∈Ω

k(x− hl)f(hl)

besteht dann für h→ 0 der Zusammenhang

‖(A−Ah)f‖L∞(Ω) = O(hmin{τ,θ}+ d
2 ).

Insbesondere ist die Konvergenzordnung mindestens d.

Beweis. Für σ := min{τ, θ} > d
2 gilt nach Lemma 6.8 für alle x ∈ Ω

‖kxf‖Hσ(Rd) ≤ c(σ, d) ‖kx‖Hσ(Rd) ‖f‖Hσ(Rd)

= c(σ, d) ‖k‖Hσ(Rd) ‖f‖Hσ(Rd).

Daher existiert gemäß Lemma 2.7 eine Konstante c = c(σ, d, x) mit

|F(kxf)(ω)|2 ≤ c(σ, d, x) (1 + ‖ω‖22)−(σ+ d
2 ) ∀ω ∈ Rd. (6.9)

Die obere Ungleichung lässt bereits vermuten, dass die Konstante unabhängig von

x gewählt werden kann. Wir zeigen dies durch den Nachweis, dass F(kxf)(ω) stetig

von x abhängt. Der Faltungssatz liefert
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F(kxf) = (2π)−
d
2 (Fkx ∗ Ff),

weshalb der Satz von der majorisierten Konvergenz für die gerade Funktion k

lim
x→0

F(kxf)(ω) = (2π)−
d
2

∫

Rd

lim
x→0

e−ix
T (ω−t) k̂(ω − t) f̂(t) dt

= (2π)−
d
2 (k̂ ∗ f̂)(ω) = F(kf)(ω)

garantiert. Also ist die Abbildung

Ω → R+
0 , x 7→ |F(kxf)(ω)|2

stetig, und aus (6.9) ergibt sich mit C(σ, d,Ω) := max
x∈Ω

{c(σ, d, x)}

max
x∈Ω

{
|F(kxf)(ω)|2

}
≤ C(σ, d,Ω) (1 + ‖ω‖22)−(σ+ d

2 ) ∀ω ∈ Rd.

Folglich lässt sich die in (6.9) auftretende Konstante in der Tat unabhängig von x

wählen. Daher kann man nun mit der Hilfsfunktion Fx = kxf wie in Lemma 6.6

vorgehen, wodurch sich die behauptete gleichmäßige Konvergenz auf Ω ergibt:

‖(A−Ah)f‖L∞(Ω) = O(hσ+
d
2 ).

⊓⊔

6.3 Fehlertheorie und Anpassung der Kernskalierung

Im Folgenden untersuchen wir, inwieweit sich die exakten Daten gX von den trans-

formierten gestörten Daten (T sXg
δ
X)X unterscheiden. Dazu betrachten wir eine Auf-

spaltung in drei Fehlerterme:

‖T sXgδX − g‖ℓ∞(X)

≤ ‖T sXgδX − T sXgX‖ℓ∞(X) + ‖T sXgX − T sg‖ℓ∞(X) + ‖T sg − g‖ℓ∞(X). (6.10)

Der erste Summand beschreibt die Fehlerentwicklung unter der Datentransforma-

tion. Insbesondere ist von Interesse, ob sich die punktweise Fehlerschranke von δ auf

die transformierten Daten überträgt. Der zweite Term ist der bei Diskretisierung

des Faltungsoperators hervorgerufene Fehler. Der dritte Term quantifiziert schließ-

lich die Approximation der unbekannten Datenfunktion mittels der approximativen

Einheit. Hier spielt lediglich die Approximation der δ-Distribution durch ks eine

Rolle, und für geeignete approximative Einheiten ist gemäß der Vorbemerkungen

Konvergenz gesichert.

Als entscheidend für die Qualität der Datenglättung erweist sich die Wahl der Kern-

skalierung s. Es zeigt sich, dass s an die Diskretisierungsfeinheit h gekoppelt werden

muss, um für h→ 0 sinnvolle Ergebnisse zu erzielen. Um diese Verbindung zu klären,

betrachten wir nochmals Lemma 6.8. Dieses garantiert, dass für g ∈ Hτ (Rd) und

ks ∈ Hθ(Rd) das Produkt ksg in Hmin{τ,θ}(Rd) liegt, sofern τ > d
2 und θ ≥ 0 gelten.
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Natürlich hängt die Norm ‖ksg‖Hmin{τ,θ}(Rd) von ‖g‖Hτ (Rd) und ‖ks‖Hθ(Rd) ab. Nun

stellt sich die Frage, wie sich die Kernskalierung s auf die Sobolevnorm des Kerns

auswirkt. Die Antwort liefert folgende Rechnung, deren Grundidee aus [80] stammt.

Gemäß Lemma 2.7 ist die Fouriertransformierte von k ∈ Hθ(Rd) durch

|k̂(ω)|2 ≤ c(θ, d) (1 + ‖ω‖22)−(θ+ d
2 ) ∀ ω ∈ Rd

beschränkt. Für die Fouriertransformierte des skalierten Kerns ergibt sich dann

|k̂s(ω)|2 = |k̂(sω)|2

≤ c(θ, d) (1 + ‖sω‖22)−(θ+ d
2 )

=

(
1 + ‖sω‖22
1 + ‖ω‖22

)−(θ+ d
2 )

c(θ, d) (1 + ‖ω‖22)−(θ+ d
2 )

= s−2(θ+ d
2 )

(
1 + ‖ω‖22
1
s2 + ‖ω‖22

)(θ+ d
2 )

c(θ, d) (1 + ‖ω‖22)−(θ+ d
2 ),

und für s ∈ (0, 1) folgt

|k̂s(ω)|2 ≤ s−2(θ+ d
2 ) c(θ, d) (1 + ‖ω‖22)−(θ+ d

2 ). (6.11)

Wir erhalten also

|F
(
sθ+

d
2 ks

)
(ω)|2 ≤ c(θ, d) (1 + ‖ω‖22)−(θ+ d

2 ) (6.12)

und haben somit gezeigt, dass für sθ+
d
2 ks dieselbe Abschätzung der Fouriertransfor-

mation und damit der Hθ(Rd)-Norm zur Verfügung steht wie für den Ausgangskern.

Insbesondere haben wir nachgewiesen, dass für s→ 0

‖ks‖Hθ(Rd) = O(s−(θ+ d
2 )) (6.13)

gilt. Mit dieser Vorüberlegung sind wir nun in der Lage, auch die beiden ersten

Terme aus (6.10) abzuschätzen und eine sinnvolle Kopplung der Kernskalierung an

die Diskretisierungsfeinheit herzuleiten.

Lemma 6.10 Der transformierte Datenfehler lässt sich durch

‖T sXgδX − T sXgX‖ℓ∞(X) ≤ δ

(
1 +O

(
h

s

)θ+ d
2

)

abschätzen. Für eine Kernskalierung der Form s = ht mit t ∈ (0, 1) ergibt sich

‖T sXgδX − T sXgX‖ℓ∞(X) ≤ δ
(
1 +O

(
h(1−t)(θ+

d
2 )
))

.

Beweis. Die Datenfehlerschranke und die Wahl der Datenpunkte liefert

‖T sXgδX − T sXgX‖ℓ∞(X) = ‖hd
n∑

i=1

ks(· − xi)(g
δ
i − gi)‖ℓ∞(X)
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≤ δ ‖hd
n∑

i=1

ks(· − xi)‖ℓ∞(X)

≤ δ ‖hd
∑

l∈Zd

ks(· − hl)‖ℓ∞(X)

= δ

∣∣∣∣∣∣
hd
∑

l∈Zd

ks(hl)

∣∣∣∣∣∣
. (6.14)

Mit der Fehlerdarstellung (6.8) aus der Poisson’schen Summenformel gelangt man

wegen ks ∈ Hθ(Rd) und (6.11) zu der Abschätzung

∣∣∣∣∣∣
hd
∑

l∈Zd

ks(hl)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∫

Rd

ks(t) dt+ (2π)
d
2

∑

l∈Z\{0}

k̂s

(
2πl

h

)∣∣∣∣∣∣

≤ 1 + (2π)
d
2

∑

l∈Zd\{0}

c s−(θ+ d
2 )

(
1 + ‖2π

h
l‖22
)− 1

2 (θ+
d
2 )

.

Mit der Vorgehensweise aus Lemma 6.6 schließt man nun

∣∣∣∣∣∣
hd
∑

l∈Zd

ks(hl)

∣∣∣∣∣∣
≤ 1 +O

(
h

s

)θ+ d
2

,

was zusammen mit (6.14) die Behauptung zeigt. ⊓⊔

Somit ändert sich das maximale Datenfehlerniveau beim Übergang zu gefalteten

Daten praktisch nicht, sofern die Kernskalierung von der Form s = ht mit einem

Exponenten t ∈ (0, 1) gewählt wird. Nun können wir uns dem zweiten Term in (6.10)

zuwenden, der den Fehler durch Diskretisierung des Faltungsoperators beschreibt.

Dieser kann mit den angestellten Vorüberlegungen ebenfalls abgeschätzt werden.

Lemma 6.11 Der durch Diskretisierung des Faltungsoperators mittels Trapezregel

hervorgerufene Fehler ist von der Größenordnung

‖T sXgX − T sg‖ℓ∞(X) = O
(
h

s

)min{τ,θ}+ d
2

.

Für die Kernskalierung s = ht mit t ∈ (0, 1) erhält man also

‖T sXgX − T sg‖ℓ∞(X) = O
(
h(1−t)(min{τ,θ}+ d

2 )
)
.

Beweis. Wir betrachten zunächst den Fall θ < τ . Zur Beschränkung von

‖T sXgX − T sg‖ℓ∞(X) = ‖hd
n∑

i=1

ks(· − xi)gi −
∫

Rd

ks (· − t)g(t) dt‖ℓ∞(X)

benötigt man wie im vorherigen Kapitel Lemma 6.8. Da sθ+
d
2 ks für s ∈ (0, 1)

in Hθ(Rd) liegt und ‖sθ+ d
2 ks‖Hθ(Rd) nach (6.13) gleichmäßig in s beschränkt ist,

liefert Lemma 6.8 für g ∈ Hτ (Rd), dass sθ+
d
2 ksg in Hθ(Rd) liegt und die Norm
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‖sθ+ d
2 ksg‖Hθ(Rd) gleichmäßig in s beschränkt ist. Dies überträgt sich nun wieder

gleichmäßig in x auf den Integranden sθ+
d
2 ks(· − x)g, weshalb Satz 6.9

‖hd
n∑

i=1

sθ+
d
2 ks(· − xi)gi −

∫

Rd

sθ+
d
2 ks(· − t) g(t) dt‖ℓ∞(X) = O(hθ+

d
2 )

liefert. Somit folgt wie behauptet

‖T sXgX − T sg‖ℓ∞(X) = O
(
h

s

)θ+ d
2

.

Im Fall τ ≤ θ ist lediglich eine kurze Vorüberlegung nötig. Da k in Hθ(Rd) ⊂
Hτ (Rd) liegt, lässt sich für s ∈ (0, 1) völlig analog zu (6.12) zeigen, dass

|F
(
sτ+

d
2 ks

)
(ω)|2 ≤ c(τ, d) (1 + ‖ω‖22)−(τ+ d

2 )

gilt, wobei die Konstante in dieser Situation nicht mehr von θ, sondern von τ

abhängt. Nun kann man wieder wie im ersten Fall fortfahren, um

‖T sXgX − T sg‖ℓ∞(X) = O
(
h

s

)τ+ d
2

herzuleiten, was den Beweis vollendet. ⊓⊔

Für die Wahl s = ht mit t ∈ (0, 1) ist somit für h → 0 das Verschwinden aller

drei Fehlerterme aus (6.10) gewährleistet. Für den Fehler durch Übergang von der

δ-Distribution zu einer approximativen Einheit ist das Konvergenzverhalten nur

unter Gültigkeit der Bedingungen aus Lemma 6.3 explizit bekannt, jedoch ist die

Geschwindigkeit stets monoton wachsend in t. Dagegen zeigen Lemma 6.10 und

Lemma 6.11, dass sich der transformierte Datenfehler sowie der Fehler durch Dis-

kretisierung der Faltung monoton fallend in t verhalten. Zusammengefasst ergeben

die Überlegungen dieses Kapitels folgendes Resultat.

Korollar 6.12 (Datenglättung durch Faltung)

Es sei g ∈ Hτ (Ω) mit τ > d
2 . Die Daten X = (xi)

n
i=1 seien uniform verteilt mit

xi ∈ Ω ∩ hZd. Wählt man den Faltungskern wie in Lemma 6.1 und skaliert man k

mittels s = ht mit t ∈ (0, 1), so folgt für den diskreten Faltungsoperator aus (6.3)

‖T sXgδX − g‖ℓ∞(X) = δ +R(h), (6.15)

wobei R(h)
h→0−→ 0 gilt. Erfüllt k zusätzlich die Momentenbedingungen aus Lemma

6.3 für ein r ∈ N, so folgt

‖T sXgδX − g‖ℓ∞(X) = δ +O(hν) (6.16)

mit

ν := min

{
tr, (1− t)

(
min{τ, θ}+ d

2

)}
.
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Beweis. Die erste Behauptung erhält man aus (6.10) und den Fehlerschranken aus

Lemma 6.1, Lemma 6.10 und Lemma 6.11. Die zweite Aussage folgt unter Hinzu-

nahme von Lemma 6.3 mit der Wahl p = ∞, da sich für s = ht

‖T sg − g‖L∞(Rd) = O(htr)

ergibt. ⊓⊔

Insbesondere ist für die Dimensionen d = 1, 2 unter Verwendung geeignet skalierter

Wendlandkerne φd,k mit τ > d
2 als Faltungskern Konvergenz gemäß (6.16) mit

ν = min

{
2t, (1− t)

(
min{τ, θ}+ d

2

)}
(6.17)

sichergestellt, wie die Ausführungen nach Beispiel 6.4 zeigen. Für d = 1 und N ≥ 2

eignen sich auch die B-Splines BN als Faltungskern. In diesem Fall erhält man

gemäß Beispiel 6.4 für beliebiges ǫ > 0 die Konvergenzordnung

ν = min

{
2t, (1− t)min

{
τ +

1

2
, N − ǫ

}}
, (6.18)

da BN in HN− 1
2−ǫ(R) liegt. Bei Verwendung des Gaußkerns ist in Lemma 6.3 für

beliebige Dimensionen r = 2 gewährleistet, weshalb Korollar 6.12 die Konvergenz-

ordnung

ν = min

{
2t, (1− t)

(
τ +

d

2

)}
(6.19)

vermuten lässt. Allerdings ist wegen des fehlenden kompakten Trägers Lemma 6.1

nicht anwendbar, so dass lediglich Konvergenz fast überall sichergestellt wird. Zu-

dem erschwert der unbeschränkte Träger die numerische Auswertung der diskreten

Faltung.

Bemerkung 6.13 Um gute Approximationsresultate zu erhalten, sollte der Para-

meter t nicht zu nahe an den Intervallgrenzen 0 bzw. 1 liegen. Zwar zeigt beispiels-

weise (6.17) für Wendlandkerne, dass für große Werte τ und θ der Parameter t

recht nahe bei 1 gewählt werden kann. Allerdings ist dies nicht empfehlenswert, da

in diesem Fall so gut wie keine Fehlerdämpfung zu erwarten ist.

Zusammenfassend haben wir für den Datentransformationsoperator T sX explizit

nachgewiesen, dass höchstens eine vernachlässigbare Fehlerverstärkung vorliegt, so-

fern die Kernskalierung angemessen gewählt wird. Durch die Mittelung der gegebe-

nen Werte gδX durch T sX ist außerdem eine Fehlerreduktion zu erwarten. Natürlich

lässt sich obige Aussage nicht weiter verbessern, da eine garantierte Reduktion ei-

nes gegebenen Fehlerniveaus sukzessive angewandt werden könnte, wodurch das

Wegglätten sämtlicher Datenfehler möglich würde. Dies ist selbstverständlich nur

unter Aufgabe der approximativen Einheit zu erreichen. Die neuen Daten könnten

dann zwar stärker geglättet werden, allerdings würden dadurch relevante Informa-

tionen wie beispielsweise Kanten verwischt. In diesem Fall müsste der Rekonstrukti-

onsoperator geändert werden, und die neue Rekonstruktionsaufgabe wäre schlechter

gestellt als das Ausgangsproblem.



6.4 Numerische Beispiele 123

6.4 Numerische Beispiele

Anhand dreier einfacher Beispiele sollen die Ergebnisse nun illustriert werden.

Beispiel 6.14 Wir setzen Ω = [−3, 3] und wählen die glatte Datenfunktion

g(x) = φ1,2(x− 2) + 2φ1,2(x− 1).

Diese stören wir durch eine gleichverteilte Zufallsvariable auf [−δ, δ] mit δ = 0.3 und

betrachten n = 400 äquidistante Datenpunkte auf Ω. Als Faltungskern verwenden

wir den Wendlandkern φ1,1, der mit dem Faktor 5/4 gemäß der Integrationsbe-

dingung (6.1) normiert und mit s = ht und dem Parameter t = 0.4 bzw. t = 0.25

skaliert wird. Das Ergebnis der diskreten Faltung mit den gestörten Daten ist in Abb.

6.1 abgebildet. Eine deutliche Fehlerdämpfung ist gut zu erkennen. Das tatsächliche

Fehlerverhalten entspricht somit dem Ergebnis von Korollar 6.12.
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6.1,a: Rekonstruktion für t = 0.4.

−3 −2 −1 0 1 2 3
−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

6.1,b: Rekonstruktion für t = 0.25.

Abbildung 6.1. Fehlerdämpfung mittels des Faltungsoperators aus Beispiel 6.14: gestörte

Daten (rot) und geglättete Daten (grün).

Das nächste Beispiel zeigt, dass auch der Gaußkern, der in allen Sobolevräumen

Hθ(Rd) liegt, als Faltungskern zur Datenvorglättung geeignet ist. Obwohl das Fehlen

eines kompakten Trägers lediglich punktweise fast überall Konvergenz garantiert,

wirkt sich dies erwartungsgemäß nicht auf die numerische Verwendbarkeit aus.

Beispiel 6.15 Erneut setzen wir Ω = [−3, 3], wählen diesmal jedoch die stetige,

aber nicht differenzierbare Datenfunktion

g(x) = φ1,0(x− 2) + 2φ1,0(x− 1).

Für das Fehlerniveau δ = 0.3 benutzen wir den mit dem Faktor s = ht zum Para-

meter t = 0.7 bzw. t = 0.5 skalierten und normierten Gaußkern, um die gestörten

diskreten Daten zu falten. Das Ergebnis ist in Abb. 6.2 zu sehen. Erneut ist die zu

erwartende Fehlerdämpfung durch die angepasste Skalierung erreicht worden.

Beispiel 6.16 Wir betrachten nun die zweidimensionale Mexican-hat Funktion,

die in radialer Darstellung durch g(r) = (1 − r2)e−r
2/2 gegeben ist. Wir setzen
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6.2,a: Rekonstruktion für t = 0.7.
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6.2,b: Rekonstruktion für t = 0.5.

Abbildung 6.2. Fehlerdämpfung mittels des Faltungsoperators aus Beispiel 6.15: gestörte

Daten (rot) und geglättete Daten (grün).

Ω = [−2, 2]2 und verwenden gestörte Daten auf n = 2500 uniformen Punkten mit

maximaler Störung δ = 0.5. Zur Entrauschung benutzen wir den Wendlandkern

φ3,3(r) = (1− r)8+(32r
3 + 25r2 + 8r + 1),

der mit dem Faktor 78
7π normiert wird. Die Ergebnisse für die Parameter t = 0.5

und t = 0.25 sind in Abb. 6.3 dargestellt.
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6.3,a: Mexican-hat Funktion.
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6.3,b: Gestörte Daten.
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6.3,c: Rekonstruktion für t = 0.5.

−2
−1

0
1

2

−2

−1

0

1

2
−1

−0.5

0

0.5

1

6.3,d: Rekonstruktion für t = 0.25.

Abbildung 6.3. Fehlerdämpfung mittels des Faltungsoperators aus Beispiel 6.16.

Generell zeigen weitere numerische Tests die Tendenz, dass der Parameter t umso

größer gewählt werden sollte, je glatter der Faltungskern ist.
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Beschleunigung durch Zerlegung der Eins

Die Fragestellung, wie auftretende Datenfehler gezielt bei Rekonstruktionsaufgaben

berücksichtigt werden können, haben wir in den Kapiteln 3 bis 5 durch Angabe

von Fehlerabschätzungen und Parameterwahlen sowie im letzten Kapitel durch die

Herleitung eines Verfahrens zur Datenvorglättung ausführlich erörtert. Wir wenden

uns in diesem Kapitel einem weiteren Aspekt zu, nämlich wie die vorgestellten

Methoden ohne großen Verlust an Genauigkeit beschleunigt werden können.

7.1 Überblick über bekannte Verfahren

Die bekanntesten Verfahren zur Komplexitätsreduktion sind Multipolentwicklung,

Gebietszerlegung und Zerlegung der Eins. Wir verwenden in dieser Arbeit nur das

Verfahren der Zerlegung der Eins, stellen die beiden anderen Methoden jedoch kurz

vor, um eine Einordnung zu ermöglichen.

Die Methode der Multipolentwicklung hat eine schnelle Berechnung auftretender

Auswertungen von Approximanten zum Ziel. Dies spielt vor allem bei iterativen

Ansätzen, die in Kapitel 9 behandelt werden, eine Rolle. Zu Grunde liegt ein hie-

rarchischer Algorithmus zur disjunkten Aufspaltung des betrachteten Gebietes Ω in

Zellen durch Angabe sogenannter Zellmittelpunkte. Im Fall von Regressionsproble-

men wird für jeden dieser Punkte t0 eine Fernfeldentwicklung des Kerns berechnet,

d.h. eine Approximation von Φ(x, t) für t in der Nähe von t0 und hinreichend weit

entfernte Punkte x. Durch geeignete Zusammensetzung der lokalen Approximanten

über die zu Grunde liegende Baumstruktur der Gebietszerlegung lässt sich so ein

schnell auszuwertender globaler Approximant erzeugen. Ein detaillierterer Über-

blick zur Multipolentwicklung findet sich in [103].

Bei Verfahren zur Gebietszerlegung betrachtet man eine Überdeckung X1, . . . , Xk

der Datenmenge X. Die wohl einfachste Variante zur iterativen Interpolation wur-

de in [7] vorgestellt. Dabei wird auf der Menge X1 ein Interpolant berechnet, dann

wird das diskrete Residuum gebildet, und dieses wird daraufhin auf X2 interpoliert.

Sukzessive führt man dieses Verfahren bis zur k-ten Partitionsmenge durch, bei im-

mer noch großem Residuum kann die Prozedur dann von vorne ausgeführt werden.
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Unter schwachen Anforderungen an die Partitionierung, beispielsweise wenn in je-

der Menge Xj ein Punkt liegt, der in keiner anderen Menge enthalten ist, liefert die

Methode Konvergenz gegen die Bestapproximation [7, 101].

Das Verfahren der Zerlegung der Eins, das wir näher betrachten werden, wird in

seiner Basisform bereits seit langem im Kontext von Interpolation verwendet [61].

Der Grundgedanke ist eine Aufspaltung der Approximationsaufgabe in lokale Pro-

bleme und ein Zusammensetzen der lokalen Approximationen durch geeignete Mit-

telung. Dies geschieht hier über wählbare Gewichtsfunktionen, deren Summe an

jedem Punkt des betrachteten Rekonstruktionsgebiets Eins ist. Damit einher geht

eine Zerlegung des zu Grunde liegenden Gebietes Ω. Diese sollte im Gegensatz zur

Multipolentwicklung nicht disjunkt sein, um Glattheit der Rekonstruktion auch an

den Partitionsrändern zu gewährleisten.

Der multivariate Fall wurde in [27] ausführlich behandelt. Auch wurden dort ver-

schiedene Gewichtsfunktionen und lokale Approximationsprozesse getestet. Im Zu-

sammenhang mit gitterfreien Verfahren zur Lösung partieller Differentialgleichun-

gen erfreut sich die Methode großer Beliebtheit. Eine eingehende Untersuchung mit

Anwendung auf die Helmholtz-Gleichung wurde in [4] angestellt. Konvergenzbe-

trachtungen für Interpolation mit radialen Basisfunktionen wurden in [100] durch-

geführt und können außerdem in [101] nachgelesen werden. Die dort gestellten

Anforderungen sind etwas stärker als die im Folgenden eingeführten elementaren

Voraussetzungen. Anwendungen auf elliptische, parabolische und hyperbolische par-

tielle Differentialgleichungen mit flexiblen Überdeckungen und Multilevel-Verfahren

werden beispielsweise in [31, 32, 33] beschrieben.

7.2 Zerlegung der Eins

Definition 7.1 Sei Ω ⊂ Rd beschränkt. Es sei (Ωj)Mj=1 eine offene und beschränkte

Überdeckung von Ω, d.h. alle Ωj seien offen und beschränkt und Ω ⊂
M⋃
j=1

Ωj. Eine

Folge (wj)
M
j=1 heißt Zerlegung der Eins bezüglich (Ωj)

M
j=1, falls

1. supp(wj) ⊂ Ωj , j = 1, . . . ,M ,

2.
M∑
j=1

wj(x) = 1 ∀x ∈ Ω.

Häufig wird an (Ωj)
M
j=1 zusätzlich die Überlappungsbedingung gestellt, dass für

jedes x ∈ Ω die Anzahl der x enthaltenden Partitionsmengen maximal K ≤M ist,

d.h.

card{j ∈ {1, . . . ,M} | x ∈ Ωj} ≤ K ∀x ∈ Ω. (7.1)

Auf jeder Partitionsmenge Ωj wird nun ein lokaler Approximant fj für f∗|Ωj
mit

einem der in den vorherigen Kapiteln beschriebenen Verfahren berechnet. Als glo-

balen Approximanten bezüglich (Ωj)
M
j=1 bezeichnen wir dann die Funktion
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fM (x) :=
M∑

j=1

wj(x)fj(x). (7.2)

Man überzeugt sich leicht davon, dass fM im Regressionsfall ein Interpolant bleibt,

sofern die lokalen Approximanten in den Datenpunkten interpolieren. Für allge-

meine Inversionsprobleme übertragen sich die Bildinterpolationsbedingungen zwar

nicht, allerdings bleibt die gewünschte Approximation im Urbild erhalten.

Satz 7.2 Es bezeichne fM den globalen Approximanten gemäß (7.2). Die Gewichts-

funktionen erfüllen die Bedingungen aus Definition 7.1 und seien zusätzlich nicht-

negativ. Dann gilt offenbar

‖wj‖L∞(Ω) ≤ 1, j = 1, . . . ,M,

und der globale L2-Fehler ist wie folgt durch die lokalen L2-Fehler beschränkt:

‖fM − f∗‖L2(Ω) ≤




M∑

j=1

‖fj − f∗‖2L2(Ω∩Ωj)




1/2

.

Beweis. Da (wj)
M
j=1 eine Zerlegung der Eins mit nichtnegativen Gewichten ist, gilt:

‖fM − f∗‖2L2(Ω) =

∫

Ω




M∑

j=1

wj(x)fj(x)− f(x)




2

dx

=

∫

Ω




M∑

j=1

wj(x)(fj(x)− f(x))




2

dx

=

∫

Ω




M∑

j=1

√
wj(x)

(√
wj(x)(fj(x)− f(x))

)


2

dx.

Mit der Chauchy-Schwarz-Ungleichung im Rm erhalten wir nun

‖fM − f∗‖2L2(Ω) ≤
∫

Ω




M∑

j=1

wj(x)






M∑

j=1

wj(x)(fj(x)− f∗(x))2


 dx.

Die Normierungsbedingung, die Voraussetzung an die Träger der Gewichte sowie

deren Beschränktheit liefern schließlich

‖fM − f∗‖2L2(Ω) ≤
∫

Ω

M∑

j=1

wj(x)(fj(x)− f∗(x))2 dx

=

M∑

j=1

∫

Ω∩Ωj

wj(x)(fj(x)− f∗(x))2 dx

≤
M∑

j=1

∫

Ω∩Ωj

(fj(x)− f∗(x))2 dx

=

M∑

j=1

‖fj − f∗‖2L2(Ω∩Ωj)
.

⊓⊔
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Der Beweis wurde im Wesentlichen bereits in [4] erbracht, allerdings ist die dort

gezeigte Aussage etwas schwächer, da der zusätzliche Faktor
√
K auf der rechten

Seite auftaucht, wohingegen die Überlappungsbedingung (7.1) hier nicht gebraucht

wurde. Eine Möglichkeit für die Wahl der Gewichtsfunktionen ist der Ansatz über

sogenannte Sheppard-Funktionen, welche die grundlegende Gestalt

wj(x) =
ϕj(x)

M∑
m=1

ϕm(x)

(7.3)

mit ϕj : Ω → R haben. In diesem Fall ist insbesondere ||wj ||L∞(Ω) ≤ 1 sichergestellt.

Gemäß Satz 7.2 ist der L2-Fehler des globalen Approximanten auf ganz Ω maximal√
M mal so groß ist wie der maximale lokale L2-Fehler. Setzt man für die rechte Sei-

te eine der in den letzten Kapiteln hergeleiteten Abschätzungen der lokalen Fehler

bezüglich des Füllabstands hX,Ω ein, so lässt sich eine weitere Interpretation ange-

ben. Der Fehler bei Verwendung des Verfahrens der Zerlegung der Eins ist maximal

um den Faktor
√
M größer, als wenn auf ganz Ω das zu Grunde liegende Appro-

ximationsverfahren ohne Zerlegung der Eins mit der Diskretisierungsfeinheit der

vorher betrachteten lokalen Probleme angewendet wird. Der Berechnungsaufwand

wächst lediglich linear in der Anzahl M der lokalen Probleme.

Dagegen hängt der prozentuale Aufwandszuwachs bei Lösung des globalen statt

eines lokalen Problems sehr vom verwendeten Approximationsverfahren ab. Für

uniforme Daten und eine äquidistante Gebietszerlegung lässt sich dies genauer spe-

zifizieren. Beispielsweise unter Verwendung eines TP-Verfahrens steigt der nume-

rische Aufwand in dieser Situation um einen Faktor der Größenordnung M3, da

die Lösung des relevanten Gleichungssystems kubischen Aufwand in der Anzahl der

Datenpunkte bedingt.

Die tatsächliche Aufwandsersparnis bei Verwendung einer Zerlegung der Eins ist

allerdings auch problemabhängig. Da Integraloperatoren üblicherweise nicht lokal

sind, müssen im Allgemeinen alle verfügbaren Daten zur Berechnung jedes lokalen

Approximanten verwendet werden. Hat der betrachtete Operator aber eine schwa-

che Lokalisierungseigenschaft, d.h. gehen für x ∈ Ω vor allem die Werte f(t) mit t

nahe bei x in den Funktionswert f(x) ein, so reichen auch lokale Bildinformationen

zur Berechnung der lokalen Approximanten aus. In diese Klasse fallen Blurring-

Operatoren, die zwar im Gegensatz zu Differentialoperatoren glätten, aber trotzdem

schwach lokalisieren. Verdeutlicht wird dies im Folgenden anhand der asymmetri-

schen TP-Methode mit Operatordiskretisierung.

7.3 Numerische Beispiele

Beispiel 7.3 Wir untersuchen in diesem Beispiel die Rekonstruktion eines Bildes,

das zuvor mit einem Faltungsoperator der Form

Af(x) =

∫

R2

k(x, t) f(t) dt
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verwischt wird. Als radialen Faltungskern verwenden wir ks(r) =
1
2π s

−2e−r/s. Der

Normierungsfaktor sorgt dafür, dass ks für s → 0 eine approximative Einheit ist.

Als Daten betrachten wir ein Bild mit 256 × 256 Pixeln und wählen die beiden

Skalierungsfaktoren s ∈ { 1
128 ,

1
64}. Weiter setzen wir Ω =

[
1

256 , 1
]2
, n = 256 sowie

tk := k
n für k = 1, . . . , n, und identifizieren die Bilddaten mit den Werten einer

unbekannten Funktion f an den Stellen (tk, tl) mit supp(f) ⊂ Ω. Im Folgenden

benutzen wir die Notation

x(k−1)n+l := (tk, tl), k, l = 1, . . . , n,

wodurch sich die Datenpunkte in der Form X = {xi | i = 1, . . . , n2} schreiben lassen.

Zur numerischen Ermittlung der rechten Seite benutzen wir die Rechtecksregel, so

dass der diskretisierte Operator durch

Anf(x) =
1

n2

n2∑

i=1

ks(‖x− xi‖2)f(xi)

gegeben ist. Zur lokalen Inversion verwenden wir m = 32 Datenpunkte pro Raum-

dimension und wählen die Partitionsmengen stark überlappend, um die auf Grund

der fehlenden Nullrandbedingungen unvermeidlichen Randeffekte durch mehrere un-

verfälschte lokale Rekonstruktionen ausgleichen zu können. Genauer betrachten wir

Ω1 =

(
0,

33

256

)2

, Ω2 =

(
0,

33

256

)
×
(

16

256
,
49

256

)
, . . . , Ω225 =

(
224

256
,
257

256

)2

.

Die M = 152 = 225 Partitionsmengen enthalten die lokalen Datenpunkte

X15(j1−1)+j2 := X ∩Ω15(j1−1)+j2

= {(tj1k, tj2l), | k, l = 1, . . . , 32}, j1, j2 = 1, . . . , 15,

wobei

tjk :=
16(j − 1) + k

256
, j = 1, . . . , 15, k = 1, . . . , 32.

Auch diese lokalen Datenpunkte schreiben wir mittels

x(15(j1−1)+j2)k := (tj1k, tj2k), j1, j2 = 1, . . . , 15

in der Form

Xj = {xjk | k = 1, . . . ,m2}, j = 1, . . . ,M.

Als Kernfunktion verwenden wir φ3,1(r/s), wobei φ3,1(r) = (1− r)4+(4r+1) ist und

mit dem Faktor s = 1
128 skaliert wird. Die Definition der Gewichtsfunktionen ist

nur in den lokalen Datenpunkten nötig, da der globale Approximant in den globa-

len Datenpunkten ausgewertet werden soll und supp(wj) ⊂ Ωj gelten muss. Wir

verwenden für j = 1, . . . ,M die Funktionen

ϕj((tjk, tjl)) :=
[(m

2
−
∣∣∣k − m

2

∣∣∣
) (m

2
−
∣∣∣l − m

2

∣∣∣
)]10

, k, l = 1, . . . ,m
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Abbildung 7.1. Ausschnitt der ersten vier Gewichtsfunktionen in Beispiel 7.3.

und erzeugen daraus die diskreten Gewichte mittels (7.3). Durch die Wahl der ϕj

klingen die resultierenden Gewichte zu den Rändern der Partitionsmengen stark ab,

was in Abbildung 7.1 deutlich erkennbar ist.

Zum Aufstellen der lokalen Probleme gibt es nun zwei Möglichkeiten. In jedem Fall

sollte für das j-te lokale Problem die Auswertmenge Y = Xj gewählt werden. Als

Berechnungsmenge kann natürlich stets die globale Datenmenge X verwendet wer-

den. Dies ist auch im Allgemeinen nötig, da durch die fehlende Lokalisierungsei-

genschaft von Integraloperatoren selbst für lokale Rekonstruktionen globale Daten

benötigt werden. Die allgemeine Variante zur Bestimmung des Koeffizientenvektors

des j-ten lokalen Approximanten schreibt sich daher unter Verwendung des asym-

metrischen TP-Verfahrens gemäß Lemma 4.1 als

(
GjN,An,Φ,X,Xj

+ γΦXj

)
αγXj

= N j
An,Φ,X,Xj

gX , (7.4)

wobei die lokale Kernmatrix ΦXj
für alle Partitionen dieselbe bleibt und die asym-

metrische Kollokationsmatrix N j
An,Φ,X,Xj

∈ Rm
2×n2

durch

(N j
An,Φ,X,Xj

)kl = (AnΦ(xjk, ·))(xl)

=
1

n2

n2∑

i=1

ks(‖xl − xi‖2)Φ(xjk, xi), k = 1, . . . ,m2, l = 1, . . . , n2

gegeben ist. Obwohl die Berechnung dieser Matrix sehr aufwändig ist, wurde immer-

hin die Berechnungsdimension auf m2 ×m2 reduziert. Der auf die Datenmenge Xj

eingeschränkte lokale Approximant ergibt sich dann als fj |Xj
= ΦX1

αγXj
.
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Für das betrachtete Problem genügt jedoch zur Ermittlung der lokalen Approximan-

ten auch die Beschränkung auf lokale Bilddaten, da der Integraloperator schwach

lokalisiert. Zur Bestimmung des j-ten Approximanten begnügen wir uns daher mit

den Daten gXj
:= g(xjk)

m2

k=1, und ersetzen dementsprechend im System (7.4) die

Menge X durch die lokale Datenmenge Xj. Wegen der lokalen Intervall-Länge von
1
8 pro Raumdimension ändert sich die Operatordiskretisierung zu

Amj f(x) =
1

64m2

m2∑

k=1

ks(‖x− xjk‖2)f(xjk). (7.5)

Daraus resultiert das System
(
GjN,Am,Φ,Xj ,Xj

+ γΦXj

)
αγXj

= N j
Am,Φ,Xj ,Xj

gXj
, (7.6)

wobei die j-te lokale asymmetrische Kollokationsmatrix nun durch

(N j
Am,Φ,Xj ,Xj

)kl := (AmΦ(xjk, ·))(xjl), k, l = 1, . . . ,m2

berechnet wird, wodurch der numerische Aufwand enorm reduziert wird.

Da außerdem der Faltungskern als radial vorausgesetzt wurde, sind alle lokalen Kol-

lokationsmatrizen identisch, und es genügt die Betrachtung des Operators

Amf(x) :=
1

64m2

m2∑

k=1

ks(‖x− x1k‖2)f(x1k) (7.7)

sowie die Vorberechnung der Matrix

(NAm,Φ)kl := (AmΦ(x1k, ·))(x1l), k, l = 1, . . . ,m2 (7.8)

und der entsprechenden Gram-Matrix. Der Koeffizientenvektor des j−ten Problems

kann somit durch Lösung des Systems

(GN,Am,Φ + γΦX1
)αγXj

= NAm,Φ gXj
(7.9)

bestimmt werden. Der lokal ausgewertete j-te Approximant ist dann wieder durch

fj |Xj
= ΦX1

αγXj
gegeben, und die globale Rekonstruktion ergibt sich durch (7.2).

Die Ergebnisse dieses Verfahrens bei Verwendung des Parameters γ = 10−5 sind in

Abb. 7.2 zu sehen.

Wir sind bisher davon ausgegangen, dass der zu invertierende Blurring-Operator

bekannt ist, was jedoch in Anwendungen nicht immer der Fall ist. Liegen über den

Operator keinerlei Informationen vor, so spricht man von einem Blind Deconvolution

Problem [41]. Ist immerhin eine Approximation bzw. eine Schätzung des Operators

gegeben, so heißt die Aufgabe entsprechend vom Semi-blind Deconvolution Typ. In

dieser Situation ist eine nichtlineare Zielfunktion zu minimieren, in die sowohl die

Daten als auch der Operator einfließen [44]. Gebräuchliche Deblurring-Verfahren

sind das klassische Wiener-Filtering, das nichtlineare Richardson-Lucy-Verfahren

und variationale Methoden, die zumeist in der numerischen Lösung partieller Diffe-

rentialgleichungen resultieren [96, 97]. Einen Überblick über stochastische Ansätze

mit Hinblick auf den Einfluss des Fehlermodells kann man sich in [9] verschaffen.
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7.2,a: Testbild
”
Cameraman“.

7.2,b: Verwischte Daten mit s = 1
128

. 7.2,c: Verwischte Daten mit s = 1
64
.

7.2,d: Rekonstruktion für s = 1
128

. 7.2,e: Rekonstruktion für s = 1
64
.

7.2,f: Detail der optisch perfekten Rekon-

struktion für s = 1
128

.

7.2,g: Detail der Rekonstruktion für s = 1
64
.

Abbildung 7.2. Durch Zerlegung der Eins beschleunigtes TP-Verfahren aus Beispiel 7.3

zum Deblurring des mit Faltungskernen der Form e−r/s verwischten, 256×256 Pixel großen

Cameraman-Testbildes (Courtesy of Massachusetts Institute of Technology).
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Beispiel 7.4 Wir betrachten nun ein Semi-blind Deconvolution Problem, indem

wir annehmen, dass die Gestalt des Operators gegeben, jedoch die genaue Skalierung

der Faltung unbekannt ist. Um zu veranschaulichen, dass in dieser Situation eben-

falls gute Ergebnisse erzielt werden können, wurden die mit dem Skalierungsfaktor

s = 1
64 verwischten Daten aus Beispiel 7.3 mit Faltungsoperatoren zu den Faktoren

s ∈ { 1
128 ,

1
64 ,

3
128} entfaltet. Die Skalierung des Hilbertraumkerns wurde jeweils als

s = 1
128 gewählt. In Abb. 7.3 ist in allen Fällen eine Schärfung der Bilddaten er-

kennbar, die bei zu kleiner Skalierung des vermuteten Operators zu gering ausfällt

und bei zu großer Skalierung übermäßig stark entglättet, wodurch die Zerlegung der

Eins sichtbar wird. Offenbar ist den Rekonstruktionen deutlich anzusehen, in welche

Richtung der vermutete Skalierungsparameter des Operators zur Verbesserung des

Ergebnisses angepasst werden sollte.

7.3,a: Verwischte Daten mit s = 1
64
. 7.3,b: Rekonstruktion mit s = 1

128
.

7.3,c: Rekonstruktion mit s = 1
64
. 7.3,d: Rekonstruktion mit s = 3

128
.

Abbildung 7.3. Inversion des Faltungsoperators mit Kern e−r/s und s = 1
128

mit dem

strukturell richtigen Kern zu unterschiedlichen Skalierungen in Beispiel 7.4. Dabei Ver-

wendung einer Zerlegung der Eins mit lokaler TP-Methode.

Natürlich kann das Verfahren auch im Fall gestörter Daten eingesetzt werden. In

Abb. 7.4 sind die mit dem Faltungsoperator zur Skalierung s = 1
128 und mit gleich-

verteiltem Rauschen der Größe δ = 0.01 bzw. δ = 0.03 gestörten Daten abgebildet.

Zur Rekonstruktion setzen wir nun wieder den Operator als bekannt voraus. Im

Vergleich zum Fall exakter Daten wurde außerdem der Regularisierungsparameter

von γ = 10−5 auf γ = 10−3 bzw. γ = 10−2 erhöht.
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7.4,a: Verwischte Daten mit δ = 0.01. 7.4,b: Rekonstruktion für δ = 0.01.

7.4,c: Verwischte Daten mit δ = 0.03. 7.4,d: Rekonstruktion für δ = 0.03.

Abbildung 7.4. Inversion des Faltungsoperators mit Kern e−r/s und s = 1
128

aus Beispiel

7.3 bei Datenstörung mit Zerlegung der Eins und lokaler TP-Methode.

Schließlich betrachten wir ein Blind Deconvolution Problem, bei dem lediglich ei-

nige a-priori-Informationen vorausgesetzt werden. Wie bisher gehen wir von der

Radialität des Faltungskerns aus und nehmen weiter an, dass zumindest ein einzi-

ges verwischtes Bild vorliegt, zu dem die exakte Lösung bekannt ist. Dabei genügt

es, diese Information für die Größe der lokalen Probleme zu besitzen. Auch die Be-

schränkung auf inexakte a-priori-Informationen ist möglich, wie wir im Folgenden

zeigen.

Beispiel 7.5 Den als unbekannt vorausgesetzten Faltungskern wählen wir nur zur

Datenerzeugung wie in Beispiel 7.3, wobei der Skalierungsparameter s = 1
128 ver-

wendet wird. Auch den Hilbertraumkern φ3,1(r/s) behalten wir bei. Zur Approxima-

tion des lokalen Faltungskerns machen wir den Ansatz

k(r) ≈
N∑

l=1

βlψl(r), (7.10)

wobei die Funktionen ψl gemäß

ψl(r) =
3

π
s−2
l φ3,2(r/sl) (7.11)

mittels des Wendlandkerns φ3,2(r) = (1− r)6+(35r
2 +18r+3) und den Skalierungs-

faktoren sl = 2−3−l, l = 1, . . . , N mit N = 5 erzeugt werden. Als bekannte Lösungs-

funktion f wählen wir das in Matlab integrierte Shepp-Logan-Phantom der Größe
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(32× 32). Die Anzahl m = 32 der Datenpunkte pro Raumdimension entspricht so-

mit den vormals lokalen Problemen. Da wir den lokalen Faltungskern zur Schärfung

eines Bildes der Größe (256× 256) durch Identifikation der Daten mit einer Funk-

tion auf [ 1
256 , 1]

2 berechnen wollen, wählen wir nun Datenpunkte aus [ 1
256 ,

1
8 ]

2. Die

Funktionswerte gX des Shepp-Logan-Phantoms stören wir mit einer gleichverteilten

Zufallsvariable der Größe δ = 0.01. Zur Schätzung des Faltungskerns setzen wir

zunächst die Operatordiskretisierung aus (7.7) ein und erhalten

1

64m2

m2∑

k=1

ks(‖x− xk‖2)f(xk) ≈ g(x), x ∈ X.

Mit der Approximation (7.10) ergibt sich daraus für gestörte Daten das LGS

N∑

l=1

βl

m2∑

k=1

ψl(‖xi − xk‖2) f(xk) = 64m2gδi , i = 1, . . . ,m2,

das sich mit der Definition

(Mf,ψ)kl :=

m2∑

k=1

ψl(‖xi − xk‖2) f(xi), i = 1, . . . ,m2, l = 1, . . . , N

in die Form

Mf,ψβ = 64m2gδX

bringen lässt. Durch Übergang zum Gram-System

(Mf,ψ)TMf,ψβ = 64m2(Mf,ψ)T gδX (7.12)

erhält man somit den gesuchten Koeffizientenvektor. Das hergeleitete (5×5)-System

ist so gut konditioniert, dass es ohne Regularisierung gelöst werden kann.

Die Ergebnisse sind in Abb. 7.5,a - 7.5,h dargestellt. In Abb. 7.5,e - 7.5,f ist deut-

lich erkennbar, dass selbst für die fehlerbehaftete a-priori-Information eine gute Ap-

proximation des Faltungskerns erzielt wurde. Abb. 7.5,h zeigt einen Ausschnitt der

Rekonstruktionen des Cameraman-Testbildes mit dem geschätzten Faltungskern im

Vergleich mit den in Abb. 7.5,g zu sehenden Daten. Diese wurden genau wie die Da-

ten des Shepp-Logan-Phantoms mit einer gleichverteilten Zufallsvariable zu δ = 0.01

gestört.
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7.5,a: (32× 32)-Shepp-Logan-Phantom.
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7.5,b: Verwischte, gestörte Daten des als be-

kannt vorausgesetzten Bildes.
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7.5,c: Matrix Mf,ψ, die zur Approximation

des lokalen Faltungskerns verwendet wird.
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7.5,d: Über (7.12) ermittelte Koeffizien-

ten in der Darstellung (7.11) zu den Ska-

lierungen sl = 2−3−l, l = 1, . . . , 5.
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7.5,e: Approximation des lokalen Faltungs-

kerns.
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7.5,f: Betragsmäßige Abweichung des be-

rechneten vom exakten Faltungskern.

 

 

7.5,g: Detail der gestörten Daten zu δ =

0.01.

7.5,h: Detail der Rekonstruktion mit dem

zuvor approximierten Faltungskern.

Abbildung 7.5. Faltungskernschätzung und Rekonstruktion des Cameraman-Testbildes

mit Zerlegung der Eins und lokaler TP-Methode in Beispiel 7.5.
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Semi-diskrete Approximative Inverse

Nachdem wir im vorherigen Kapitel ein Verfahren zur Zerlegung von Inversions-

problemen diskutiert haben, wenden wir uns nun wieder den Approximationsver-

fahren selbst zu. Wir zeigen, wie das u.a. in der Computer-Tomographie äußerst

erfolgreich eingesetzte Verfahren der Approximativen Inversen auf die durch einen

reproduzierenden Kern gegebene Struktur des Ansatzraums adaptiert werden kann.

Der Einfachheit halber betrachten wir zunächst den Spezialfall der Regression, an-

schließend übertragen wir die Vorgehensweise auf den allgemeinen Fall der Ope-

ratorinversion. Die im Folgenden vorgestellte Methode ermöglicht nach Abschluss

zweier Vorberechnungsschritte die Berechnung eines kontinuierlichen Approximan-

ten durch Matrix-Vektor-Multiplikation mit den Daten.

8.1 Approximative Inverse zur Regression

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Spezialfall eines Regressionsproblems, d.h.

A sei nun die Identität auf H. Folglich untersuchen wir den Sampling-Operator

SX : H → Rn, SXf = (f(xj))
n
j=1 ,

für den sich die Operatoren aus Lemma 3.1 deutlich vereinfachen:

S∗
X : Rn → H, S∗

XgX =

n∑

j=1

gjΦ(·, xj),

S∗
XSX : H → H, S∗

XSXf =

n∑

j=1

f(xj)Φ(·, xj),

SXS
∗
X : Rn → Rn, SXS

∗
X = ΦX .

Wir wenden nun das Verfahren der Approximativen Inversen auf diese spezielle

Situation an. Dazu rekapitulieren wir kurz die in [53, 54] eingeführte und bereits

in Kapitel 2.4 vorgestellte Methode zur Lösung der Gleichung Af = g für einen

beliebigen Operator A : X → Y zwischen Hilberträumen X und Y, und spezifizieren

anschließend A = SX : H → Rn.
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Nach Wahl eines Mollifiers eγ muss zunächst ein Rekonstruktionskern ψγ durch

Lösen der Gleichungen

A∗ψγ(·, x) = eγ(·, x), x ∈ Ω (8.1)

ermittelt werden. Eine Approximation der gesuchten Lösung f∗ ist dann durch

fγ(x) = 〈ψγ(·, x), g〉Y

gegeben. Speziell für den Sampling-Operator SX schreiben sich die Bestimmungs-

gleichungen des Rekonstruktionskerns als

S∗
Xψ

γ
x = eγ(·, x), x ∈ Ω, (8.2)

wobei eγ(·, x) ∈ H und ψγx ∈ Rn sind. Wir verwenden ab sofort die Bezeichnung

ψγ(x) :=
(
ψγj (x)

)n
j=1

:= ψγx , (8.3)

mit der sich die Approximation der gesuchten Funktion f∗ ∈ H zu

fγ(x) = 〈ψγx , gX〉ℓ2(Rn) =
n∑

j=1

gjψ
γ
j (x) (8.4)

ergibt. Bevor wir das Rekonstruktionsverfahren näher erläutern, betrachten wir

nochmals die durch den Kern Φ gegebene spezielle Struktur. In einem RKHS H mit

Kern Φ gilt bekanntermaßen für alle x ∈ Ω und f ∈ H die Reproduktionsgleichung

f(x) = 〈f, Φ(·, x)〉H .

Anders als beispielsweise in L2(Ω) benötigen wir also keinen Mollifier als Ersatz

für eine multiplikative Einheit, sofern wir keine zusätzliche Glättung der Rekon-

struktion in das Verfahren integrieren wollen. Wir zeigen im Folgenden, dass der

Kern selbst nicht glättend auf eine Funktion wirkt und die exakte Reproduktion

gegebener Daten ermöglicht. Einerseits gilt nämlich für eγ = Φ gemäß (8.2)

S∗
Xψxi

= Φ(·, xi), i = 1, . . . , n,

andererseits folgt durch Einsetzen von S∗
X

S∗
Xψxi

=

n∑

j=1

(ψxi
)jΦ(·, xj), i = 1, . . . , n.

Damit gilt (ψxi
)j = δij , und man erhält

fγ(xi) = 〈ψxi
, gX〉ℓ2(Rn) = g(xi), i = 1, . . . , n.

Demzufolge ist die diskrete Rekonstruktion fγX gerade der Datenvektor gX . Für

gestörte Daten gδX werden entsprechend statt einer geglätteten Version die ver-

rauschten Daten rekonstruiert, das Verfahren ist in dieser Form also ungeeignet.

Wir werden jedoch sehen, dass sich eine Regularisierung der Rekonstruktionskern-

gleichung (8.2) als hilfreich erweist. Gemäß (8.3) gilt außerdem
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ψj(xi) = (ψxi
)j = δij , i, j = 1 . . . , n. (8.5)

Folglich kann das Verfahren der Approximativen Inversen, angewendet auf den

Sampling-Operator mit Urbildkern eγ = Φ, schlicht als Basiswechsel in die kardinale

Basis bzw. Lagrange-Basis {ψ1, . . . , ψn} des Raumes HX interpretiert werden [65].

Bemerkung 8.1 Da die Funktion eγ im betrachteten semi-diskreten Modell kein

Mollifier im Sinne einer Approximation der δ-Distribution ist, bezeichnen wir sie

von nun an als Urbildkern und verzichten auf den Parameter γ. Die Namensge-

bung ist insofern naheliegend, als für e die Kernfunktion im Urbild des Operators

SX gewählt werden kann, um dann den Rekonstruktionskern ψ, der auf die Daten

angewendet werden soll, ermitteln zu können.

Da Φ(·, xi) für i = 1, . . . , n im Bild von S∗
X liegt, ist (8.2) für die Wahl e = Φ und

x = xi lösbar und äquivalent zur Normalgleichung

SXS
∗
Xψxi

= SXΦ(·, xi). (8.6)

Eine Stabilisierung kann nun beispielsweise durch Übergang zum LGS

(SXS
∗
X + γIn)ψ

γ
xi

= SXΦ(·, xi) = (Φ(xj , xi))
n
j=1 (8.7)

erreicht werden, wobei γ nun wieder wie in Kapitel 3 den TP-Regularisierungs-

parameter bezeichnet. Es ist zu beachten, dass γ nach wie vor an die zu rekon-

struierende Funktion f∗ und nicht an die Daten (Φ(xj , xi))
n
j=1 von (8.7) angepasst

werden muss. Beim Übergang vom TP-Verfahren zur Approximativen Inversen wird

nämlich der Inversionsprozess von der eigentlichen Funktion auf den Urbildkern aus-

gelagert, und somit muss die regularisierende Wirkung auch bei dessen Berechnung

eingehen. Auf diese weiterhin bestehende Abhängigkeit vom vorliegenden Fehler-

niveau in den Daten gehen wir im Laufe des Kapitels noch näher ein.

8.1.1 Vorberechnung diskreter Rekonstruktionskerne

Wir wenden uns nun den Details der herzuleitenden Rekonstruktionsmethode zu

und betrachten wieder allgemeine symmetrische Urbildkerne e, die als Approxima-

tion an Φ gewählt werden können. Die regularisierten Normalgleichungen von (8.2)

schreiben sich bei Beschränkung auf eine Menge Y ⊂ Ω als

(SXS
∗
X + γIn)ψ

γ
yk

= SXe(·, yk), k = 1, . . . ,m.

Zusammengefasst ergibt sich das Gleichungssystem

(ΦX + γIn)ψ
γ
X,Y = eX,Y , (8.8)

wobei ψX,Y , eX,Y ∈ Rn×m durch

(ψX,Y )jk := ψj(yk), j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m,

(eX,Y )jk := e(xj , yk), j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m
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definiert sind und als Rekonstruktions- bzw. Urbildkernmatrix bezeichnet werden.

Die durch Lösen von (8.8) resultierende Rekonstruktionsmatrix kann nun zur Her-

leitung einer Approximation an f∗ auf der Auswertmenge Y verwendet werden. Die

Approximation im Punkt yk ergibt sich mit (8.4) zu

fγ(yk) = 〈ψyk , gX〉l2(Rn) = (ψγX,Y )
T
k gX ,

was sich durch Betrachtung der gesamten Menge Y zu

fγY = (ψγX,Y )
T gX (8.9)

vereinfacht. Die Vorberechnung der Rekonstruktionskernmatrix ψX,Y ermöglicht

also die Berechnung diskreter Approximationen durch eine einfache Matrix-Vektor-

Multiplikation an die diskreten Daten.

Das entwickelte Verfahren ist insofern noch nicht zufriedenstellend, als eine Nähe-

rung an f∗ im Raum H gesucht ist, und nicht nur eine diskrete Approximation

aus den verrauschten Daten rekonstruiert werden soll. Wir leiten in den nächsten

Abschnitten her, wie sich dies durch die Einführung eines weiteren Präkalkulations-

schritts beheben lässt. Insbesondere ist dies unter numerischen Gesichtspunkten von

Bedeutung, da auf kontinuierliche Approximanten wieder eine direkte Anwendung

von Operatoren möglich ist. Wir zeigen in Kapitel 9, dass iterative Lösungsverfah-

ren dadurch besonders effektiv gestaltet werden können. In Kapitel 10 benötigen

wir außerdem kontinuierliche Approximationen zur Bestimmung linearer Transfor-

mationen Lf∗ der Lösung f∗ von Af = g.

8.1.2 Vorberechnung kontinuierlicher Rekonstruktionskerne

Eine kontinuierliche Approximation von f∗ kann formal mittels Gleichung (8.4) be-

rechnet werden, allerdings kennen wir statt der Rekonstruktionskerne ψγj nur die

Rekonstruktionskernmatrix ψγX,Y . Daher liegt es nahe, die Rekonstruktionskern-

matrix nun zeilenweise zu betrachten und für j = 1, . . . , n eine Approximation an

ψγj mittels der diskreten Werte ψγj (y1), . . . , ψ
γ
j (ym) zu ermitteln. Es sind also im

Unterschied zur Bestimmung der Rekonstruktionskernmatrix nicht m, sondern n

Regressionsprobleme zu lösen. Für jedes dieser Probleme ist der optimale Ansatz-

raum durch HY gegeben, da die unbekannten Funktionen ψγj auf der Menge Y

bekannt sind. Somit sind die optimalen Approximanten von der Form

ψγj =

m∑

k=1

αγjkΦ(·, yk), j = 1, . . . , n. (8.10)

Eine stabile Approximation des Koeffizientenvektors αγj ∈ Rm der Lösung des j-

ten Regressionsproblems wird nun bei erneuter Anwendung des TP-Verfahrens zur

Regression über das Gleichungssystem

(ΦY + µIm)αγ,µj = (ψγj )Y (8.11)

bestimmt. Fasst man diese Gleichungssysteme zusammen und definiert man die

Koeffizientenmatrix Mγ,µ
ψ,X,Y ∈ Rm×n durch
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(Mγ,µ
ψ,X,Y )kj := αγ,µjk , k = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n,

so ist insgesamt die Matrixgleichung

(ΦY + µIm)Mγ,µ
ψ,X,Y = (ψγX,Y )

T (8.12)

zu lösen. Damit haben wir nun sowohl eine Approximation der kontinuierlichen

Rekonstruktionskerne als auch eine approximative Darstellung des Approximanten

mittels der Rekonstruktionskerne hergeleitet. Wir können also eine Approximation

fγ,µ des nach dem ersten Präkalkulationsschritts auf der Menge Y berechneten

Approximanten fγ auch direkt durch die Koeffizientenmatrix Mγ,µ
ψ,X,Y ausdrücken.

Mit (8.4), (8.10) und der Definition der Koeffizientenmatrix erhalten wir

fγ =

n∑

j=1

gjψ
γ
j =

n∑

j=1

gj

m∑

k=1

αγjkΦ(·, yk) =
m∑

k=1




n∑

j=1

αγjkgj


Φ(·, yk)

≈
m∑

k=1




n∑

j=1

αγ,µjk gj


Φ(·, yk) =

m∑

k=1

(
Mγ,µ
ψ,X,Y gX

)
k
Φ(·, yk). (8.13)

Daher definieren wir eine kontinuierliche Approximation an f∗ durch

fγ,µ :=

m∑

k=1

(
Mγ,µ
ψ,X,Y gX

)
k
Φ(·, yk). (8.14)

Da nach Konstruktion aus (8.10) und (8.11)

αγ,µj = (ΦY + µIm)−1ΦY α
γ
j , j = 1, . . . , n

folgt, ist fγ,µ
µ→0−→ fγ sichergestellt, allerdings ist die Güte der Approximation in

(8.13) offenbar abhängig von einer stabilen Näherung des Koeffizientenvektors. Für

den durch die Lösung von (8.11) bestimmten Approximanten

ψγ,µj =
m∑

k=1

αγ,µjk Φ(·, yk), j = 1, . . . , n (8.15)

des j-ten Rekonstruktionskerns ψγj wird jedoch durch den Parameter µ nur die Norm

‖ψγ,µj − ψγj ‖H kontrolliert, und nicht wie zusätzlich gewünscht ‖αγ,µj − αγj ‖ℓ2(Rm).

Auf diesen Sachverhalt gehen wir im nächsten Abschnitt näher ein.

8.1.3 Stabilität durch Beschränkung des Koeffizientenvektors

In Gleichung (8.13) wird deutlich, dass bei der Berechnung der Rekonstruktionskern-

koeffizienten Stabilität von großer Wichtigkeit ist. Allerdings garantieren die bisher

verwendeten TP-Verfahren zwar bei richtiger Parameterwahl Stabilität im Funk-

tionenraum, nicht jedoch hinsichtlich der Basisdarstellung. Ein Approximant kann

nämlich in der Hilbertraumnorm beschränkt bleiben, ohne dass dies für die Einträge

des Koeffizientenvektors gilt.
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Dieses Problem ist eng verbunden mit der Suche nach einer stabileren Basis,

die das Alternieren der Koeffizienten unterbindet. Die tiefere Ursache hierfür ist,

dass verschiedene translatierte Kerne sich bei dichter Datenpunktwahl nur we-

nig unterscheiden, weshalb Approximanten als Linearkombination der Funktionen

Φ(·, y1), . . . , Φ(·, ym) häufig stark oszillierende und betragsmäßig große Koeffizien-

ten haben. Auf die Basiswahl gehen wir im Folgenden nicht näher ein. Stattdessen

zeigen wir, wie eine Beschränkung des Koeffzientenvektors in der gewählten Dar-

stellung durch Anpassung des Approximationsprozesses erreicht werden kann.

Dazu betrachten wir wieder das allgemeine semi-diskrete Problem AXf = gX . Wie

in (8.10) beschränken wir uns hier auf den Ansatzraum HY . Um die Komplexität

des Koeffzientenvektors bei der Minimierung mit zu berücksichtigen, führen wir das

Minimierungsproblem

min
f∈HY

{
‖AXf − gX‖2ℓ2(Rn) + µ‖f‖2H + η‖α‖2ℓ2(Rm)

∣∣ f =

m∑

k=1

αkΦ(·, yk)
}

(8.16)

mit einem zusätzlichen Regularisierungsparameter η > 0 ein. Wir definieren nun

analog zum Beweis von Lemma 4.1 die Zielfunktion

J(α) =

n∑

i=1

(
m∑

k=1

αkλ
y
iΦ(yk, y)− gi

)2

+ µαTΦY α+ ηαTα.

Für l = 1, . . . ,m ergibt sich die Optimalitätsbedingung

∂J

∂αl
= 2

n∑

i=1

(
m∑

k=1

αkλ
y
iΦ(yk, y)− gi

)
λyiΦ(yl, y) + 2

m∑

k=1

αk (µΦ(yk, yl) + ηδkl)
!
= 0.

Durch Vertauschen der Summationsreihenfolge und Zusammenfassen der Terme des

Koeffizientenvektors schreiben sich die Gleichungen in der Form

(GN,A,Φ,X,Y + µΦY + ηIm)α = NA,Φ,X,Y gX , (8.17)

wobei GN,A,Φ,X,Y die Gram-Matrix zur asymmetrischen Kollokationsmatrix aus

(4.2) ist.

Kommen wir nun wieder auf den in (8.10) untersuchten Regressionsfall A = id

zurück, so ist zur Erzeugung von Stabilität hinsichtlich des Koeffzientenvektors das

Gleichungssystem

(GΦ,X,Y + µΦY + ηIm)α = ΦX,Y gX (8.18)

zu lösen mit (ΦX,Y )kj := Φ(yk, xj) und GΦ,X,Y := ΦX,Y Φ
T
X,Y .

Damit ist nun eine Anpassung von Gleichung (8.12) zur Einbeziehung der Koef-

fizienten möglich. Da zur Bestimmung der Koeffizientenmatrix Mγ,µ
ψ,X,Y ∈ Rm×n

die n Gleichungssysteme (8.11) mit den rechten Seiten (ψγj )Y ∈ Rm gelöst werden

müssen, kann (8.12) durch das Matrixsystem

(GΦ,Y + µΦY + ηIm)Mγ,µ,η
ψ,X,Y = ΦY (ψ

γ
X,Y )

T (8.19)
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ersetzt werden, wobei GΦ,Y := GΦ,Y,Y = Φ2
Y ∈ Rm×m ist. Ausgeschrieben bedeutet

dies, dass die Gleichungen in (8.11) durch

(GΦ,Y + µΦY + ηIm)αγ,µ,ηj = ΦY (ψ
γ
j )Y , j = 1, . . . , n (8.20)

ersetzt werden. Der Approximant ψγ,µ,ηj =
m∑
k=1

αγ,µ,ηjk Φ(·, yk) des j-ten kontinuier-

lichen Rekonstruktionskerns wird dann als Lösung von

min
f∈HY

{
‖SY f − (ψγ,µj )Y ‖2ℓ2(Rm) + µ‖f‖2H + ‖α‖2ℓ2(Rm)

∣∣ f =

m∑

k=1

αkΦ(·, yk)
}

bestimmt, wobei der Ansatzraum optimal ist. Der im Vergleich zu (8.14) modifizierte

Approximant ist nun durch

fγ,µ,η :=

m∑

k=1

(
Mγ,µ,η
ψ,X,Y gX

)
k
Φ(·, yk) (8.21)

gegeben. Aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung sieht man sofort, dass

‖Mγ,µ,η
ψ,X,Y gX‖ℓ2(Rm) ≤




n∑

j=1

‖αγ,µ,ηj ‖2ℓ2(Rm)




1/2

‖gX‖ℓ2(Rn) (8.22)

gilt, weshalb sich die Beschränkung der Koeffizientenvektoren der Approximatio-

nen für die Rekonstruktionskerne auf den Koeffizientenvektor der Approximation

fγ,µ,η aus (8.21) überträgt. Insgesamt ergibt sich aus (8.8) und (8.19) das folgende

Verfahren zur Lösung von Regressionsproblemen.

Algorithmus 8.1 (Semi-diskrete Approximative Inverse zur Regression)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lösung f∗ ∈ H von f = g, wobei H ein RKHS mit Kern Φ ist.

1. Wähle Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω, γ, µ, η > 0 und eine Funktion e ≈ Φ bzw. e = Φ.

2. Berechne die Kernmatrizen

(ΦX)ij = Φ(xi, xj), i, j = 1, . . . , n,

(ΦY )kl = Φ(yk, yl), k, l = 1, . . . ,m,

GΦ,Y = Φ2
Y ,

(eX,Y )jk = e(xj , yk), j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m.

3. Bestimme den diskreten Rekonstruktionskern durch Lösung des LGS

(ΦX + γIn)ψ
γ
X,Y = eX,Y .

4. Bestimme die Matrix der Koeffizientenvektoren der Rekonstruktionskerne in der

Basis {Φ(·, yk) | k = 1, . . . ,m} durch Lösung des LGS

(GΦ,Y + µΦY + ηIm)Mγ,µ,η
ψ,X,Y = ΦY (ψ

γ
X,Y )

T .

Ergebnis: fγ,µ,η,δ =
m∑
k=1

(
Mγ,µ,η
ψ,X,Y g

δ
X

)
k
Φ(·, yk) ist eine Approximation an f∗.
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8.2 Approximative Inverse für Integralgleichungen

Für Integralgleichungen Af = g verfolgen wir eine zum Regressionsfall analoge Vor-

gehensweise. Im Folgenden führen wir erneut zwei Präkalkulationsschritte durch, um

zu einem kontinuierlichen Rekonstruktionskern und einem kontinuierlichen Appro-

ximanten zu gelangen. Zunächst betrachten wir jedoch die Ausgangsgleichung zur

Bestimmung der diskreten Rekonstruktionskerne für die Wahl e = Φ, um die Situa-

tion vom Spezialfall der reinen Regression abzugrenzen. Analog zu (8.2) ist diese in

den Datenpunkten durch

A∗
Xψxi

= Φ(·, xi), i = 1, . . . , n (8.23)

gegeben. Die Darstellung von A∗
X aus Lemma 3.1 liefert

A∗
Xψxi

=

n∑

j=1

(ψxi
)jλ

y
jΦ(·, y), i = 1, . . . , n,

wodurch sich die Bestimmungsgleichungen für ψx1
, . . . , ψxn

als

n∑

j=1

(ψxi
)jλ

y
jΦ(·, y) = Φ(·, xi), i = 1, . . . , n (8.24)

schreiben. Dieses System ist im Gegensatz zum Regressionsfall im Allgemeinen nicht

lösbar. Relaxieren wir die Gleichungen jedoch durch Anwendung von AX zu

AXA
∗
Xψxi

= AXΦ(·, xi), i = 1, . . . , n,

so erhalten wir ein stets lösbares System, dessen Lösung genau dann eindeutig ist,

wenn die Funktionale λj linear unabhängig über H sind. Die Notwendigkeit nume-

rischer Stabilität bei der Inversion von AXA
∗
X macht erneut eine Regularisierung

notwendig, wodurch Eindeutigkeit auch für linear abhängige Funktionale gewähr-

leistet wird. Durch Betrachtung von (8.24) sieht man, dass der i-te Lösungsvektor

ψxi
gerade dem Koeffizientenvektor von Φ(·, xi) in einer approximativen Basisdar-

stellung mittels der Funktionen {λyjΦ(·, y) | j = 1, . . . , n} entspricht. Gleichung

(8.24) zeigt weiter, dass anders als im Spezialfall der Regression im Allgemeinen

(ψxi
)j 6= δij folgt, insbesondere gilt die Gleichheit auch nicht approximativ. Für

Integraloperatoren berechnen wir also nicht mehr die Lagrange-Basis von HX .

Wir übertragen nun die Vorgehensweise der vorherigen Abschnitte und beginnen

mit der Adaption der Bestimmungsgleichungen der Rekonstruktionskerne, die für

allgemeine Urbildkerne e unter Beschränkung auf eine Auswertmenge Y die Form

A∗
Xψ(·, yk) = e(·, yk), k = 1, . . . ,m (8.25)

annehmen. Die regularisierten Normalgleichungen haben die Form

(AXA
∗
X + γIn)ψ

γ
yk

= AX e(·, yk), k = 1, . . . ,m. (8.26)

Somit entspricht ψγyk für k = 1, . . . ,m dem Koeffizientenvektor einer approximati-

ven Darstellung von e(·, yk) mittels der Funktionen {λyjΦ(·, y) | j = 1, . . . , n}. Die
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Gleichungen (8.26) lassen sich nun wieder zu einem System zusammenfassen. Die

verallgemeinerte Version von (8.8) hat dann die Gestalt

(MA,Φ,X + γIn)ψ
γ
X,Y = NT

A,e,X,Y (8.27)

mit der durch

(NA,e,X,Y )kj = λyj e(yk, y), j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m (8.28)

definierten asymmetrischen Kollokationsmatrix NA,e,X,Y ∈ Rm×n zu e und der sym-

metrischen Kollokationsmatrix MA,Φ,X . Die positive Definitheit der regularisierten

symmetrischen Kollokationsmatrix stellt die eindeutige Lösbarkeit dieses Systems

sicher. Die folgenden Schritte können nun einfach wie im Regressionsfall durch-

geführt werden, insbesondere ergibt sich die auf Y diskretisierte Rekonstruktion

erneut als

fγY = (ψγX,Y )
T gX . (8.29)

Durch Einsetzen von (8.27) erhält man die alternative Darstellung

fγY = NA,e,X,Y (MA,Φ,X + γIn)
−1gX , (8.30)

wobei die Symmetrie der Kollokationsmatrix MA,Φ,X eingeht.

Bemerkung 8.2 Für die Wahl e = Φ ist die Approximation in (8.29) identisch

mit der auf die Menge Y diskretisierten TP-Lösung aus Algorithmus 3.1. Dies lässt

sich einerseits an der Charakterisierung in (8.30) ablesen und kann andererseits

über die SWZ von AX gezeigt werden. Die Lösungen von (8.26) sind nämlich in

der Notation aus Kapitel 3 durch

ψγyk =

n∑

i=1

σi
σ2
i + γ

〈e(·, yk), vi〉H ui, k = 1, . . . ,m

gegeben, was sich durch Einsetzen des speziellen Urbildkerns e = Φ in der Form

ψγyk =
n∑

i=1

σi
σ2
i + γ

vi(yk)ui, k = 1, . . . ,m

schreiben lässt. Somit hat die Rekonstruktion aus (8.29) die Gestalt

fγY =
(〈
ψγyk , gX

〉
ℓ2

)m
k=1

=

n∑

i=1

σi
σ2
i + γ

〈gX , ui〉ℓ2 (vi)Y ,

stimmt also wie behauptet auf der Menge Y mit der TP-Lösung überein.

Offensichtlich überträgt sich die Vorgehensweise auch bei Verwendung eines beliebi-

gen Filterverfahrens zur Durchführung des ersten Präkalkulationsschritts. Wir um-

gehen also im vorgestellten semi-diskreten Verfahren der Approximativen Inversen

zwar die direkte Einbeziehung der Daten durch Vorberechnung einer Rekonstruk-

tionskernmatrix, jedoch wirken sich Datenfehler auf die Rekonstruktion wie bis-

her aus. Daher sollte der Regularisierungsparameter γ analog zum TP-Verfahren

abhängig von der gesuchten Funktion f∗ angesetzt werden. Das Verfahren der Ap-

proximativen Inversen ist also zur Anwendung auf unterschiedliche Datensätze nur

sinnvoll, wenn die zu rekonstruierenden Funktionen strukturell ähnlich sind.
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Zur Bestimmung eines kontinuierlichen Rekonstruktionskerns können wie im Re-

gressionsfall die Abschnitte 8.1.2 und 8.1.3 herangezogen werden, d.h. es ist erneut

(8.12) bzw. (8.19) zu lösen. Die kontinuierliche Rekonstruktion ermittelt man eben-

falls wie bisher als

fγ,µ,η =

m∑

k=1

(
Mγ,µ,η
ψ,X,Y gX

)
k
Φ(·, yk).

Da sich am zweiten Präkalkulationsschritt nichts geändert hat, bleibt auch die

Abschätzung (8.22) der ℓ2-Norm des Koeffizientenvektors erhalten. Wir bemerken

weiter, dass für den natürlichen Urbildkern e = Φ keine zusätzlichen Berechnungen

nötig sind, da die Matrix aus (8.28) in diesem Fall gerade die asymmetrische Kol-

lokationsmatrix aus (3.14) ist. Für allgemeine Urbildkerne ergibt sich die folgende

Lösungsprozedur.

Algorithmus 8.2 (Semi-diskrete Approximative Inverse für Integralgleichungen)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lösung f∗ ∈ H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern Φ ist.

1. Wähle Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω, γ, µ, η > 0 und eine Funktion e ≈ Φ bzw. e = Φ.

2. Berechne die Kollokationsmatrizen

(ΦY )kl = Φ(yk, yl), k, l = 1, . . . ,m,

GΦ,Y = Φ2
Y ,

(NA,e,X,Y )kj =

∫

Ω

k(xj , t) e(yk, t) dt, j = 1, . . . , n, k = 1, . . . ,m,

(MA,Φ,X)ij =

∫

Ω

∫

Ω

k(xi, s) k(xj , t)Φ(s, t) ds dt, i, j = 1, . . . , n.

3. Bestimme den diskreten Rekonstruktionskern durch Lösung des LGS

(MA,Φ,X + γIn)ψ
γ
X,Y = NT

A,e,X,Y .

4. Bestimme die Matrix der Koeffizientenvektoren der Rekonstruktionskerne in der

Basis {Φ(·, yk) | k = 1, . . . ,m} durch Lösung des LGS

(GΦ,Y + µΦY + ηIm)Mγ,µ,η
ψ,X,Y = ΦY (ψ

γ
X,Y )

T .

Ergebnis: fγ,µ,η,δ =
m∑
k=1

(
Mγ,µ,η
ψ,X,Y g

δ
X

)
k
Φ(·, yk) ist eine Approximation an f∗.

Für den Inversionsprozess im ersten Schritt kann gemäß Satz 3.20 für gestörte Da-

ten γ =
(

δ
2cρ

)2
n als Regularisierungsparameter gewählt werden, wobei c in der

Nähe von Eins angesetzt werden sollte und ρ die Norm einer strukturell repräsen-

tativen Lösung bezeichnet. Eine a-priori-Information über die zu rekonstruierenden
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Funktionen muss also nach wie vor zur optimalen Parameterwahl verfügbar sein.

Der im zweiten Schritt vorkommende Parameter µ dient lediglich der Sicherstellung

numerischer Stabilität, da die Daten (ψγj )Y als exakt angesehen werden können.

Durch den ersten Präkalkulationsschritt ist der Einfluss der Datenstörung δ bereits

so weit wie nötig beseitigt. Natürlich kann µ auch zur Beschränkung der Koeffizien-

tenvektoren der Rekonstruktionskerne verwendet werden, allerdings eignet sich der

zusätzliche Parameter η dazu besser. Eine Erhöhung von µ erzwingt nämlich stärker

Glattheit als eine entsprechende Erhöhung von η und wirkt sich somit in diesem Fall

negativ aus, da die gewünschte Glattheit bereits im ersten Schritt erzeugt wurde.

8.3 Diskussion der hergeleiteten Methode

Wir vergleichen in diesem Abschnitt das in Algorithmus 8.2 beschriebene Verfahren

der Approximativen Inversen mit der Standardmethode zur Lösung von Gleichungs-

systemen mit mehreren Datensätzen. Der gängige Ansatz zur schnellen Inversion mit

unterschiedlichen rechten Seiten ist die Speicherung der LR-Zerlegung der zu inver-

tierenden Matrix, welche im Fall symmetrischer Kollokation durchMA,Φ,X+γIn ge-

geben ist. Dies ist naheliegend, weil die Zerlegung bei Inversion für eine rechte Seite

ohnehin berechnet werden muss. Da die regularisierte Kollokationsmatrix symme-

trisch und positiv definit ist, kann natürlich auch die Cholesky-Zerlegung verwendet

werden. Nach deren Vorberechnung ergibt sich der Aufwand zur Inversion für eine

rechte Seite zu O(n2), da nur noch zwei Dreieckssysteme gelöst werden müssen.

Diese Komplexität resultiert auch im Verfahren der Approximativen Inversen, bei

dem die Koeffizientenmatrix der Rekonstruktionskerne mit dem Datenvektor zu

multiplizieren ist.

Allerdings kann für Integraloperatoren, bei denen die Punktauswertungen λyjΦ(·, y)
nicht analytisch berechenbar sind, mit symmetrischer Kollokation nur eine diskrete

Version fγY der Lösung angegeben werden, wohingegen im Verfahren der Appro-

ximativen Inversen durch den zweiten Präkalkulationsschritt eine kontinuierliche

Rekonstruktion in der Darstellung {Φ(·, yk) | k = 1, . . . ,m} bestimmt wird. Der

zweite Schritt stellt außerdem keinen großen Zusatzaufwand dar, da lediglich Re-

gressionsprobleme für die Rekonstruktionskerne gelöst werden müssen und dies ope-

ratorunabhängig durchgeführt werden kann. Einen Vorteil der schnellen Berechnung

kontinuierlicher Rekonstruktionen werden wir im nächsten Kapitel ausnutzen. Bei

der Übertragung iterativer Methoden zur Lösung des semi-diskreten Ausgangspro-

blems zeigt sich nämlich, dass die Approximative Inverse für Regressionsprobleme

zur Beschleunigung der einzelnen Iterationsschritte verwendet werden kann.

In Kapitel 10 werden wir uns eingehend mit der Situation befassen, dass neben der

Lösung f∗ der Gleichung Af = g auch lineare Transformationen Lf∗ von Interesse

sind. Diese können durch Transformation des Koeffizientenvektors näherungsweise

berechnet werden. In einer Darstellung mittels translatierter Kerne ist dies natürlich

einfacher als über eine Entwicklung der Form
∑n
j=1 αjλ

y
jΦ(·, y). Die von Algorith-

mus 8.2 gelieferte kontinuierliche Approximation gestattet nämlich trotz Verwen-
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dung des symmetrischen Kollokationsansatzes eine vom Operator A unabhängige

Berechnung von Transformationen der Lösung. Zudem wird im vorgestellten Verfah-

ren der Approximativen Inversen der Koeffizientenvektor der Rekonstruktion mit-

beschränkt, was sich bei einer Berechnung von linearen Transformationen mittels

dieses Koeffizientenvektors als stabilisierend erweist.

Eine Beschränkung des Koeffizientenvektors kann man allerdings auch direkt in das

symmetrische TP-Verfahren integrieren. Dies wirkt sich jedoch nachteilig auf die

numerische Stabilität aus, wie eine Betrachtung des Problems

min
f∈H



‖AXf − gX‖2ℓ2(Rn) + µ‖f‖2H + η‖α‖2ℓ2(Rn)

∣∣ f =

n∑

j=1

αjλ
y
jΦ(·, y)



 (8.31)

zeigt. Gehen wir analog zu (8.16) vor, so benötigen wir diesmal die Gram-Matrix

GM,A,Φ,X zur symmetrischen Kollokationsmatrix, um den Lösungsvektor über das

Gleichungssystem

(GM,A,Φ,X + µMA,Φ,X + ηIn)α =MA,Φ,X gX (8.32)

charakterisieren zu können. Im Spezialfall η = 0 kann man dies für invertierbare

Matrizen MA,Φ,X zum bekannten System (3.7) vereinfachen. Jedoch tritt für η > 0

die extrem schlecht konditionierte Gram-Matrix zur symmetrischen Kollokations-

matrix auf, so dass dieses System große numerische Schwierigkeiten in sich birgt.

Auch eine Beschränkung auf den asymmetrischen Kollokationsansatz aus (8.16), der

auf das Gleichungssystem (8.17) führt, bereitet numerisch größere Probleme als das

Verfahren der Approximativen Inversen. Denn die in diesem Fall benötigte Gram-

Matrix zur asymmetrischen Kollokationsmatrix ist gewöhnlich ebenfalls schlechter

konditioniert als die in Algorithmus 8.2 verwendete symmetrische Kollokationsma-

trix und die auf Y diskretisierte Kernmatrix.

Schließlich kann man möglicherweise zur Berechnung der Rekonstruktionskerne In-

varianzen des betrachteten Operators ausnutzen, um den Vorberechnungsaufwand

und den Speicherbedarf für die Auswertung des Rekonstruktionskerns zu reduzieren.

Allerdings übertragen sich Invarianzen im Allgemeinen nicht vom kontinuierlichen

Operator A auf den semi-diskreten Operator AX . Bei Kenntnis des Adjungierten

A∗ : L2(Ω) → L2(Ω) wird dieses Problem in [76, 82] durch die direkte Lösung der

Mollifiergleichung A∗ψ = e aus (8.1) bzw. durch die approximative Lösung dieser

Gleichung umgangen, allerdings ist dann e als Approximation der δ-Distribution

zu wählen, und das hier vorgestellte Verfahren ist nicht anwendbar. Stattdessen ist

eine Beschleunigung mit einhergehender Speicherreduktion durch Verwendung der

in Kapitel 7 vorgestellten Methode der Zerlegung der Eins im betrachteten Modell

möglich.

8.4 Numerische Beispiele

Um das vorgestellte Verfahren der Approximativen Inversen zu veranschaulichen,

greifen wir erneut Beispiel 3.22 auf.
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Beispiel 8.3 Wir betrachten wieder Ω = [0, 2], den Stammfunktions-Operator aus

(3.25) sowie die Lösungsfunktion f∗(x) = Φ1,0(x, 0) = (1 − x)+. Weiter gehen wir

von n = 100 äquidistanten Datenpunkten und einer punktweisen Datenstörung von

δ = 0.03 aus, setzen X = Y und verwenden den natürlichen Urbildkern e = Φ. Als

Parameter wählen wir

γ =

(
δ

2

)2

n, µ = 10−3, η = 1.

0 0.5 1 1.5 2
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

8.1,a: Diskrete (rot) und kontinuierliche Re-

konstruktion (grün).
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8.1,b: Koeffizientenvektor der konti-

nuierlichen Rekonstruktion bezüglich

{Φ(·, xj) | j = 1, . . . , 100}.
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8.1,c: Natürlicher Urbildkern Φ1,0.
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8.1,d: Rekonstruktionskernmatrix ψγX .
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8.1,e: Koeffizientenmatrix Mγ,µ,η
ψ,X .
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8.1,f: KoeffizientenmatrixMγ
ψ,X ohne Regu-

larisierung im zweiten Schritt.

Abbildung 8.1. Approximative Inverse zur Operatorinversion in Beispiel 8.3.
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In Abb. 8.1,a erkennt man, dass die Rekonstruktion ganz ähnlich wie in Beispiel 3.22

ausfällt. Dies ist natürlich wünschenswert, da somit die Qualität des TP-Verfahrens

auch im Verfahren der Approximativen Inversen mit zwei Präkalkulationsschritten

erhalten bleibt. In Abb. 8.1,b lässt sich weiterhin ablesen, dass trotz gestörter Daten

die Koeffizienten der translatierten Kerne Φ(·, x) in der Nähe von x = 0 dominieren.

Es liegt also in der Tat eine gewisse Stabilität bezüglich des Koeffizientenvektors

vor. Numerische Tests zeigen, dass diese wie vermutet durch den Parameter η am

effektivsten erzeugt wird.

Die Abbildungen 8.1,c - 8.1,e illustrieren den natürlichen Urbildkern Φ1,0, den zu-

gehörigen diskreten Rekonstruktionskern sowie die Koeffizientenmatrix des Rekon-

struktionskerns. Führt man den zweiten Präkalkulationsschritt ohne Regularisie-

rung durch, so ergibt sich die in Abb. 8.1,f dargestellte Koeffizientenmatrix. Diese

ist natürlich nur in diesem einfachen Beispiel einigermaßen stabil ohne Regularisie-

rung bestimmbar, da die Kondition der diskreten Kernmatrix auf Grund des relativ

unglatten Kerns und der Verwendung von lediglich 100 Datenpunkten noch recht

klein ist.

Zum Vergleich betrachten wir den Spezialfall der reinen Regression. Die Abbil-

dungen 8.2,a - 8.2,b zeigen die diskrete Rekonstruktionskernmatrix sowie die Koeffi-

zientenmatrix zur Regression gestörter Daten mit dem Kern Φ1,0. Dabei wurden die

Parameter wie in Beispiel 8.3 gewählt.
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8.2,a: Rekonstruktionskernmatrix ψγX zur

Regression mit Φ1,0.
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8.2,b: Koeffizientenmatrix Mγ,µ,η
ψ,X zur Re-

gression mit Φ1,0.

Abbildung 8.2. Approximative Inverse zur Regression mit Parametern aus Beispiel 8.3.

Um den Einfluss des zusätzlichen Parameters η zu untersuchen, kommen wir auf

Beispiel 4.24 zurück.

Beispiel 8.4 Wir betrachten den Operator aus Beispiel 4.24 und wählen Daten,

Lösungsfunktion und Hilbertraumkern entsprechend. Als Parameter für den ersten

Schritt verwenden wir γ = 10−3, zur Bestimmung der Koeffizientenmatrix setzen

wir µ = 10−3 und η = 1. Alternativ führen wir den zweiten Präkalkulationsschritt

ohne Mitbeschränkung der Koeffizienten durch direkte Lösung von (8.12) mit dem

Parameter µ = 1 aus.
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8.3,a: Exakte und gestörte Daten (rot).
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8.3,b: Diskrete Rekonstruktion (rot), konti-

nuierliche Rekonstruktion mit µ = 10−3 und

η = 1 (grün) bzw. µ = 1 (schwarz).
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8.3,c: Koeffizienten der kontinuierlichen Re-

konstruktionen für µ = 10−3 und η = 1

(grün) bzw. µ = 1 (schwarz).
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8.3,d: Rekonstruktionskern ψγX .
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8.3,e: Koeffizientenmatrix Mγ,µ,η
ψ,X für µ =

10−3 und η = 1.
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8.3,f: Koeffizientenmatrix Mγ,µ
ψ,X für µ = 1.

Abbildung 8.3. Koeffizientenbeschränkung in Beispiel 8.4.

Der Datenvektor, die Rekonstruktionen sowie die entsprechenden Koeffizientenvek-

toren sind in Abb. 8.3,a - 8.3,c veranschaulicht. Man erkennt, dass die ohne den

Parameter η berechnete Approximation leicht überglättet, gleichzeitig jedoch der

Koeffizientenvektor eine instabilere Gestalt als beim Approximant mit zusätzlicher

Koeffizientenbeschränkung hat.

Die diskrete Rekonstruktionskernmatrix ist in Abb. 8.3,d dargestellt. Durch Ver-

gleich der Abbildungen 8.3,e und 8.3,f sieht man deutlich, dass durch die Einbe-

ziehung des Koeffizientenvektors mittels η eine stabilere Koeffizientenmatrix er-
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mittelt wird. Wie bereits erwähnt, könnte die in Abb. 8.3,f ablesbare leichte In-

stabilität auch durch Erhöhung des Parameters µ vermieden werden, allerdings

würde dann die in Abb. 8.3,b schwarz dargestellte Rekonstruktion schnell gegen

Null gedrückt, was nicht erwünscht ist. Somit ist die Verwendung des zusätzlichen

Regularisierungsparameters in der Tat sinnvoll.

Zum Abschluss des Kapitels gehen wir nochmals auf Beispiel 7.3 ein.

Beispiel 8.5 Zunächst verwischen wir das Testbild mit einem Faltungsoperator mit

Kern e−r/s und Skalierungsfaktor s = 1
128 . Zur Rekonstruktion verwenden wir den

gleichen Kern mit den Skalierungen s = 1
256 ,

1
128 ,

3
256 . Den Hilbertraumkern φ3,1

skalieren wir jeweils mit dem gleichen Faktor wie den Rekonstruktionsoperator, und

als Regularisierungsparameter wählen wir γ = 10−6, µ = 10−6, η = 10−5. Das

Ergebnis ist in Abb. 8.4 zu sehen und zeigt, dass die richtige Skalierung, welche

dem Verwischen des Ausgangsbildes entspricht, die besten Ergebnisse liefert. Für

die alternativen Skalierungen ist erwartungsgemäß eine Unter- bzw. Überschärfung

zu erkennen.

8.4,a: Verwischte Daten mit s = 1
128

. 8.4,b: Rekonstruktion mit s = 1
256

.

8.4,c: Rekonstruktion mit s = 1
128

. 8.4,d: Rekonstruktion mit s = 3
256

.

Abbildung 8.4. Inversion des Faltungsoperators mit Kern e−r/s und s = 1
128

mit dem

strukturell richtigen Kern zu unterschiedlichen Skalierungen in Beispiel 8.5. Dabei Ver-

wendung einer Zerlegung der Eins mit lokaler Approximativer Inverser.

Zum Vergleich verwischen wir nun das Ausgangsbild mit dem Gaußkern e−
1
2 (r/s)

2

zur Skalierung s = 1
128 , behalten jedoch die Rekonstruktionsoperatoren mit Kern

e−r/s zu den Skalierungen s = 1
256 ,

1
128 ,

3
256 bei. Auch den Hilbertraumkern und die
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Regularisierungsparameter belassen wir wie bisher. Die Ergebnisse sind in Abb. 8.5

zu sehen. Natürlich ist die Qualität schlechter als im ersten Fall, da die Gestalt des

Rekonstruktionsoperators nicht derjenigen des Vorwärtsoperators entspricht, aller-

dings ist die Form der Ergebnisse in Abhängigkeit der Skalierung des Rekonstruk-

tionsoperators ähnlich.

8.5,a: Verwischte Daten mit dem Gaußkern

e−
1
2
(r/s)2 , s = 1

128
.

8.5,b: Rekonstruktion mit e−r/s, s = 1
256

.

8.5,c: Rekonstruktion mit e−r/s, s = 1
128

. 8.5,d: Rekonstruktion mit e−r/s, s = 3
256

.

Abbildung 8.5. Inversion des Faltungsoperators mit Kern e−
1
2
(r/s)2 und s = 1

128
mit

Operatoren zum Kern e−r/s und unterschiedlichen Skalierungen in Beispiel 8.5.
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Semi-diskrete iterative Verfahren

In diesem Kapitel skizzieren wir, wie iterative Verfahren zur Lösung der semi-

diskreten Gleichung AXf = gX verwendet werden können. Diese Methoden haben

den Vorteil, dass ein Iterationsschritt im Wesentlichen nur die Vorwärtsanwendung

des betrachteten Operators erfordert. Wir adaptieren zunächst das wohlbekann-

te Landweber-Verfahren, das sich direkt durch Überführung der Normalgleichung

in eine Fixpunktgleichung ergibt. Wir zeigen insbesondere, wie die Approximative

Inverse zur reinen Regression integriert werden kann, um die Iteration zu beschleu-

nigen. Danach leiten wir her, wie auch das sehr viel schnellere CG-Verfahren unter

Einbeziehung der Approximativen Inversen auf die semi-diskrete Ausgangsgleichung

angepasst werden kann.

9.1 Landweber-Verfahren

Wir wenden in diesem Abschnitt das Landweber-Verfahren auf den Operator

AX : H → Rn, AXf = (Af(xj))
n
j=1 = (λj(f))

n
j=1

aus (3.6) an. Zunächst bemerken wir, dass jede Lösung der Normalgleichung

A∗
XAXf = A∗

XgX offensichtlich auch die Fixpunktgleichung

f = f + rA∗
X(gX −AXf)

löst, wobei r > 0 einen Dämpfungsparameter bezeichnet. Daraus kann man sofort

die Iterationsvorschrift

f t+1 = f t + r(A∗
XgX −A∗

XAXf
t) (9.1)

ableiten, wodurch bereits die grundlegende Gestalt des semi-diskreten Landweber-

Verfahrens gegeben ist (siehe z.B. [52] für eine allgemeine Einführung). Durch Ein-

setzen der in Lemma 3.1 berechneten Operatoren A∗
X und A∗

XAX ergibt sich

f t+1 = f t + r




n∑

j=1

gjλ
y
jΦ(·, y)−

n∑

j=1

λj(f
t)λyjΦ(·, y)


 .
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Betrachten wir die Iterierten auf einer Auswertmenge Y = {y1, . . . , ym}, so ergibt

sich durch Einsetzen eines Punktes

f t+1(yk) = f t(yk) + r




n∑

j=1

gjλ
y
jΦ(yk, y)−

n∑

j=1

Af t(xj)λ
y
jΦ(yk, y)


 . (9.2)

Somit ist f t+1
Y bestimmbar, falls die Funktion f t ∈ H bekannt ist. Allerdings muss

davon ausgegangen werden, dass im vorherigen Schritt lediglich f tY berechnet wurde,

so dass zunächst eine Approximation an f t durch Regression mit den Daten f tY
ermittelt werden muss, bevor die diskrete Iterierte f t+1

Y mittels (9.2) bestimmt

werden kann. Die Kenntnis eines kontinuierlichen Approximanten von f t ist nötig,

da zur Verwendung von (9.2) die Vorwärtsanwendung von A erforderlich ist.

Der Regressionsschritt kann prinzipiell mit einer beliebigen Methode durchgeführt

werden. Wir formulieren das resultierende Verfahren zum einen unter Verwendung

des TP-Ansatzes und zum anderen mit Hilfe der im vorherigen Kapitel vorgestellten

Approximativen Inversen zur Regression. In jedem Fall ist klar, dass der optimale

Unterraum von H zur Konstruktion eines Approximanten HY ist, da die Daten f tY
des Regressionsproblems auf Y vorliegen.

Die Anwendung des Operators lässt sich durch Heranziehen der asymmetrischen

Kollokationsmatrix NA,Φ aus (3.14) und der zugehörigen Gram-Matrix GN,A,Φ =

NA,ΦN
T
A,Φ aus (4.2) formalisieren. Zur besseren Übersicht verzichten wir hier auf

die Kennzeichnung der Abhängigkeit von den Mengen X und Y . Die in der Itera-

tionsvorschrift (9.1) auftretenden Terme können wie folgt geschrieben werden.

Lemma 9.1 Es gilt:

1. (A∗
XgX)Y = NA,Φ gX .

2. Für f =
m∑
l=1

αlΦ(yl, ·) gilt: (A∗
XAXf)Y = GN,A,Φ α.

Beweis. Die erste Behauptung folgt sofort durch Einsetzen:

(A∗
XgX)(yk) =

n∑

j=1

gjλ
y
jΦ(yk, y) =

n∑

j=1

(NA,Φ)kjgj = (NA,Φ gX)k.

Die zweite Gleichung rechnet man ebenfalls direkt nach:

(A∗
XAXf)(yk) =

(
(A∗

XAX)

(
m∑

l=1

αlΦ(yl, ·)
))

(yk)

=

n∑

j=1

λj

(
m∑

l=1

αlΦ(yl, ·)
)
λyjΦ(yk, y)

=

m∑

l=1

αl

n∑

j=1

λyjΦ(yl, y)λ
y
jΦ(yk, y)

=
m∑

l=1

(GN,A,Φ)klαl = (GN,A,Φ α)k.

⊓⊔
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Durch Einsetzen in die Iterationsgleichung (9.1) erhält man damit folgende Dar-

stellung für eine Landweber-Iteration.

Algorithmus 9.1 (Illustration einer Iteration des Landweber-Verfahrens)

1. Bestimme f t =
m∑
l=1

αtlΦ(yl, ·) durch Regression mit den Daten f tY .

2. Berechne f t+1
Y = f tY + r (NA,Φ gX −GN,A,Φ α

t).

Natürlich muss der Approximant f t in Schritt 1 nicht mehr explizit berechnet wer-

den, da wir in Schritt 2 allein mit dem Koeffizientenvektor αt die neue diskrete

Iterierte bestimmen können. Die Iteration ist also vollständig aus dem Funktionen-

raum H in den Rm ausgelagert worden. Wir verwenden bei der Formulierung des

Verfahrens zunächst das TP-Verfahren zur Regression. Zu beachten ist noch, dass

sich aus einem Startkoeffizientenvektor α0 ∈ Rm der Anfangswert

f0Y =

(
m∑

l=1

Φ(yl, yk)α
0
k

)m

k=1

= ΦY α
0

ermitteln lässt. Damit nimmt das Landweber-Verfahren folgende Gestalt an.

Algorithmus 9.2 (Semi-diskretes Landweber-Verfahren mit TP-Regression)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lösung f∗ ∈ H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern Φ ist.

1. Initialisierung:

a) Wähle Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω, γ, r > 0, α0 ∈ Rm, setze f0Y = ΦY α
0,

b) berechne die Kollokationsmatrizen wie in Algorithmus 4.1.

2. Iteration: für t ∈ N:

a) Löse (ΦY + γIm)αt = f tY ,

b) setze f t+1
Y = f tY + r

(
NA,Φ g

δ
X −GN,A,Φ α

t
)
.

Ergebnis: Die Iterierten f t,γ,δ :=
m∑
l=1

αtlΦ(yl, ·) sind Approximationen an f∗.

Zur Anwendung des Verfahrens benötigt man zusätzlich ein geeignetes Abbruch-

kriterium, welches die Zahl der Iterationsschritte steuert [52]. Es ist wohlbekannt,

dass die Landweber-Methode ein Regularisierungsverfahren ist und der Kehrwert

des Iterationsindex als Regularisierungsparameter fungiert. Für kleine t dominiert

der Approximationsfehler, für große t wird der Datenfehler ausschlaggebend. An

dieser Stelle gehen wir jedoch nicht weiter ins Detail, sondern untersuchen stattdes-

sen, wie sich die Verwendung der Approximativen Inversen zur Regression in jedem

Iterationsschritt auswirkt.
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In Abschnitt 8.1 wurde beschrieben, wie nach Vorberechnung einer Rekonstruk-

tionskernmatrix ψX,Y und anschließender Durchführung eines weiteren Präkalku-

lationsschritts die Koeffizientenmatrix Mψ,X,Y der translatierten Rekonstruktions-

kerne ermittelt werden kann. Diese erlaubt den Übergang von diskreten Daten zu

einem Koeffizientenvektor in einer Linearkombination translatierter Kerne, da für

f ∈ H aus lediglich diskreten Daten fδX die Approximation

f ≈
m∑

k=1

αkΦ(·, yk)

mit α := Mψ,X,Y f
δ
X abgeleitet wurde. In Schritt 1 des vorgestellten Landweber-

Verfahrens sind die Daten f tY gemäß Algorithmus 9.1 in den Raum HY zu trans-

formieren. Daher ist für den Regressionsschritt mit der Approximativen Inversen

X = Y zu setzen, der Übersicht halber verzichten wir wieder auf die Kennzeich-

nung der Mengen. Der zweite Schritt des Landweber-Verfahrens nimmt nun die

Gestalt

f t+1
Y = f tY + r

(
NA,Φ gX −GN,A,ΦMψf

t
Y

)

= (Im − rGN,A,ΦMψ)f
t
Y + rNA,Φ gX

an. Zum Update ist also lediglich eine Matrix-Vektor-Multiplikation nötig, d.h.

durch die Verwendung der Approximativen Inversen (AI) erübrigt sich die Lösung

eines Gleichungssystems pro Iterationsschritt. Somit schreibt sich die resultierende

Methode folgendermaßen.

Algorithmus 9.3 (Semi-diskretes Landweber-Verfahren mit AI zur Regression)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lösung f∗ ∈ H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern Φ ist.

1. Initialisierung:

a) Wähle Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω, r > 0, α0 ∈ Rm, setze f0Y = ΦY α
0,

b) berechne die Kollokationsmatrizen wie in Algorithmus 4.1,

c) berechne eine Koeffizientenmatrix Mψ zur Regression mit Algorithmus 8.1.

2. Iteration: für t ∈ N:

f t+1
Y = (Im − rGN,A,ΦMψ)f

t
Y + rNA,Φ g

δ
X .

Ergebnis: Die Iterierten f t,δψ :=
m∑
l=1

(Mψf
t
Y )l Φ(yl, ·) sind Approximationen an f∗.

Jeder Iterationsschritt des vorgestellten Landweber-Verfahrens mit Approximativer

Inverser zur Regression erfordert somit einen Aufwand von O(M2). Man kann die

Rekursion auch auflösen und die Iterierten explizit angeben. Induktiv ergibt sich
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f tY = (Im − rGN,A,ΦMψ)
tf0Y + r

t−1∑

j=0

(Im − rGN,A,ΦMψ)
jNA,Φ gX . (9.3)

An dieser Darstellung lässt sich auch im Fall exakter Daten das Konvergenzverhal-

ten für die auf Y diskretisierten Iterierten ermitteln [75].

Satz 9.2 Seien (σk)
m
k=1 die absteigend sortierten Singulärwerte von GN,A,ΦMψ.

Wählt man in Algorithmus 9.3

0 < r <
2

σ1
,

so konvergiert die Iteration und es gilt:

lim
t→∞

f tY = (GN,A,ΦMψ)
−1
NA,Φ gX .

Beweis. Die Potenzen (Im − rGN,A,ΦMψ)
t konvergieren genau dann für t → ∞

gegen Null, wenn der Spektralradius von Im− rGN,A,ΦMψ kleiner als Eins ist. Dies

ist äquivalent dazu, dass für die Singulärwerte von GA,ΦMψ die Ungleichung

|1− rσk| < 1 ∀ k = 1, . . . ,m

gilt. Daraus ergibt sich die Bedingung 0 < r < 2
σ1
, welche die Konvergenz des

Verfahrens sicherstellt. Desweiteren gilt für jede invertierbare Matrix C ∈ Rm×m

t−1∑

j=0

(Im − C)j = C−1
(
Im − (Im − C)t

)
,

woraus mit C := rGN,A,ΦMψ und der Darstellung der Iterierten aus (9.3)

f tY = (Im − rGN,A,ΦMψ)
tf0Y + (GN,A,ΦMψ)

−1
(
Im − (Im − rGN,A,ΦMψ)

t
)
NA,Φ gX

folgt. Für 0 < r < 2
σ1

erhält man somit die behauptete Konvergenz. ⊓⊔

Für hinreichend kleine Parameter r ist damit stets Konvergenz gesichert. Zum

Vergleich bemerken wir, dass die diskrete Iterierte bei direkter Anwendung des

Landweber-Verfahrens auf AX ohne zusätzliche Regression gegen

(A∗
XAX)−1A∗

XgX =M−1
A,ΦNA,Φ gX

konvergiert. Allerdings ist dieses Verfahren nur von theoretischem Interesse, da in

der Praxis nicht ohne die Lösung eines Regressionsproblems zur nächsten diskreten

Iterierten gelangt werden kann. Dies wird durch die Notwendigkeit der Vorwärtsan-

wendung des Operators A bedingt. Mit dem Verfahren der Approximativen Inversen

zur Regression wird in jedem Iterationsschritt eine kontinuierliche Approximation

aus den aktuellen diskreten Daten in HY berechnet. Entsprechend kann man den

Grenzwert (GN,A,ΦMψ)
−1
NA,Φ gX als diskrete Version einer Glättung der Bestap-

proximation zum Ausgangsproblem AXf = gX in HY interpretieren. Einen tieferen

Einblick liefert das folgende Lemma.
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Lemma 9.3 Seien (σk)
m
k=1 die absteigend sortierten Singulärwerte von GN,A,ΦMψ.

Wählt man in Algorithmus 9.3 den Residualparameter 0 < r < 2
σ1
, so lösen die kon-

tinuierlichen Iterierten f tψ für große t approximativ die auf Y diskretisierte Normal-

gleichung zum Ausgangsproblem AXf = gX , d.h. es gilt

lim
t→∞

(A∗
XAXf

t
ψ)Y = (A∗

XgX)Y .

Beweis. Die Darstellung von f tY aus dem Beweis von Satz 9.2 liefert durch Multi-

plikation mit GN,A,ΦMψ die Gleichung

GN,A,ΦMψf
t
Y = GN,A,ΦMψ(Im − rGN,A,ΦMψ)

tf0Y

+
(
Im − (Im − rGN,A,ΦMψ)

t
)
NA,Φ gX . (9.4)

Die linke Seite hat nun die Gestalt

GN,A,Φ
(
Mψf

t
Y

)
= GN,A,Φ α

t, (9.5)

wobei αt der Koeffizientenvektor der im t-ten Iterationsschritt mit dem Verfahren

der Approximativen Inversen bestimmten kontinuierlichen Iterierten

f tψ =

m∑

l=1

αtlΦ(yl, ·)

aus den Daten f tY ist. Da f tψ nach Konstruktion in HY liegt, folgt aus Lemma 9.1

GN,A,Φ α
t = (A∗

XAXf
t
ψ)Y ,

und somit erhält man mit (9.4) und (9.5) die Darstellung

(A∗
XAXf

t
ψ)Y

= GN,A,ΦMψ(Im − rGN,A,ΦMψ)
tf0Y +

(
Im − (Im − rGN,A,ΦMψ)

t
)
NA,Φ gX .

Für t → ∞ konvergiert die rechte Seite gegen NA,Φ gX = (A∗
XgX)Y . Die bere-

chenbare kontinuierliche Iterierte f tψ löst also approximativ die auf Y diskretisierte

Normalgleichung zum Ausgangsproblem AXf = gX . ⊓⊔

9.2 CG-Verfahren

Das CG-Verfahren ist im Gegensatz zum Landweber-Verfahren nichtlinear, wodurch

sich eine Fehlertheorie wesentlich komplexer gestaltet. Dafür liefert es eine weitaus

schnellere Konvergenz bei Vorliegen exakter Daten. Zur Einführung betrachten wir

das kontinuierliche Problem Af = g. Die grundlegende Idee des Verfahrens ist,

den zur Optimierung verwendeten Unterraum sukzessive zu vergrößern. Nach Wahl

eines Startwertes f0 und Berechnung des Bildfehlers R0 := Af0 − g wird die ak-

tuelle Iterierte f t stets als optimale Approximation im verwendeten Unterraum U t

bestimmt. Die Wahl A∗A-konjugierter Suchrichtungen führt auf die Unterräume

U t := {A∗R0, (A∗A)A∗R0, . . . , (A∗A)t−1A∗R0},

die eine effiziente Berechnung der Iterierten gestatten. Dabei heißt U t Krylov-

Unterraum t−ter Ordnung bezüglich A∗A und A∗R0. Mit der Notation rt := A∗Rt

nimmt das Verfahren schließlich folgende Gestalt an [52].
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Algorithmus 9.4 (Allgemeine Form des CG-Verfahrens)

1. Initialisierung: t = 0, f0, r0 = A∗(Af0 − g), d0 = −r0.

2. Iteration: t→ t+ 1:

a) αt = ‖rt‖2

‖Adt‖2 ,

b) f t+1 = f t + αtdt,

c) rt+1 = A∗(Af t+1 − g),

d) γt = ‖rt+1‖2

‖rt‖2 ,

e) dt+1 = −rt+1 + γtdt.

Ergebnis: Die Iterierten f t sind Approximationen der Lösung f∗ von Af = g.

Im Folgenden wenden wir das CG-Verfahren auf den semi-diskreten Operator AX

aus (3.6) an, um die Gleichung AXf = gX approximativ zu lösen. Analog zur

Vorgehensweise beim Landweber-Verfahren verlagern wir die Iteration nach Rm,

indem wir anstelle der Iterierten f t nur deren Koeffizientenvektor βt in der Basis

{Φ(·, yl) | l = 1, . . . ,m} von HY benutzen. Dieser liefert unmittelbar eine diskre-

te Version f tY = ΦY β
t der t-ten Iterierten. In Schritt 2b) lässt sich damit f t+1

Y

berechnen. Implizit kann dann f t+1 durch Regression auf der Menge Y bestimmt

werden, wobei es wieder genügt, βt+1 zu speichern. Wir zeigen nun, wie alle weiteren

benötigten Größen mit Hilfe des Koeffizientenvektors ermittelt werden können.

Die Darstellung des Residuums haben wir schon im Zuge des Landweber-Verfahrens

hergeleitet. So lässt sich bei gegebenem Koeffizientenvektor β0 ∈ Rm der Startfunk-

tion f0 =
m∑
l=1

β0
l Φ(yl, ·) das diskrete Residuum mit Lemma 9.1 durch

r0Y =
(
A∗
XAXf

0 −A∗
XgX

)
Y
= GN,A,Φβ

0 −NA,Φ gX

berechnen, wobei NA,Φ ∈ Rn×m die asymmetrische Kollokationsmatrix bezeichnet

und GN,A,Φ ∈ Rm×m die zugehörige Gram-Matrix ist. Mit d0Y = −r0Y ist die Initia-

lisierung in Algorithmus 9.4 abgeschlossen.

In Schritt 2a) ist zunächst der Zähler ‖rt‖2H von αt zu ermitteln. Es gilt:

‖rt‖2H = ‖A∗
XAXf

t −A∗
XgX‖2H

= ‖A∗
XAXf

t‖2H − 2
〈
A∗
XAXf

t, A∗
XgX

〉
H
+ ‖A∗

XgX‖2H . (9.6)

Die Definition der Matrizen CA,Φ ∈ Rm×m und DA,Φ ∈ Rm×n gemäß

CA,Φ = NA,ΦMA,ΦN
T
A,Φ, (9.7)

DA,Φ = NA,ΦMA,Φ (9.8)

mittels der symmetrischen Kollokationsmatrix MA,Φ =
(
λxjλ

y
kΦ(x, y)

)n
j,k=1

erlaubt

eine weitere Vereinfachung. Dabei verzichten wir wieder zu Gunsten der Übersicht

auf eine Kennzeichnung der Abhängigkeit von den Mengen X und Y .
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Lemma 9.4 Es gilt:

1. ‖A∗
XAXf

t‖2H = (βt)TCA,Φβ
t,

2. 〈A∗
XAXf

t, A∗
XgX〉H = (βt)TDA,Φ gX ,

3. ‖A∗
XgX‖2H = gTXMA,Φ gX .

Beweis. Für f t =
m∑
i=1

βtiΦ(yi, ·) gilt mit

A∗
XAXf

t =

n∑

j=1

λj(f
t)λyjΦ(·, y) =

m∑

i=1

βti

n∑

j=1

λyjΦ(yi, y)λ
y
jΦ(·, y)

und der Bezeichnung aus (9.7):

‖A∗
XAXf

t‖2H =

〈
m∑

i=1

βti

n∑

j=1

λyjΦ(yi, y)λ
y
jΦ(·, y),

m∑

l=1

βtl

n∑

k=1

λykΦ(yl, y)λ
y
kΦ(·, y)

〉

H

=

m∑

i,l=1

βtiβ
t
l

n∑

j,k=1

λyjΦ(yi, y)λ
y
kΦ(yl, y)

〈
λyjΦ(·, y), λykΦ(·, y)

〉
H︸ ︷︷ ︸

λx
j λ

y
k
Φ(x,y)

=
m∑

i,l=1

βtiβ
t
l

n∑

j,k=1

(NA,Φ)ij(MA,Φ)jk(N
T
A,Φ)kl

=

m∑

i,l=1

βtiβ
t
l (NA,ΦMA,ΦN

T
A,Φ)il = (βt)TCA,Φβ

t.

Die zweite Identität rechnet man mit der Definition aus (9.8) analog nach:

〈
A∗
XAXf

t, A∗
XgX

〉
H

=

〈
m∑

i=1

βti

n∑

j=1

λyjΦ(yi, y)λ
y
jΦ(·, y),

n∑

k=1

gkλ
y
kΦ(·, y)

〉

H

=

m∑

i=1

βti

n∑

j,k=1

λyjΦ(yi, y)
〈
λyjΦ(·, y), λykΦ(·, y)

〉
H
gk

=

m∑

i=1

βti

n∑

j=1

(NA,Φ)ij

n∑

k=1

(MA,Φ)jkgk

=

m∑

i=1

βti

n∑

j=1

(NA,Φ)ij(MA,Φ gX)j

=

m∑

i=1

βti (NA,ΦMA,Φ gX)i =

m∑

i=1

βti (DA,Φ gX)i

= (βt)TDA,Φ gX .

Die dritte Gleichung folgt unmittelbar aus

||A∗
XgX ||2H =

〈
n∑

j=1

gjλ
y
jΦ(·, y),

n∑

k=1

gkλ
y
kΦ(·, y)

〉

H

=

n∑

j,k=1

gjgkλ
x
jλ

y
kΦ(x, y) = gTXMA,Φ gX .

⊓⊔
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Mit (9.6) lässt sich damit die Norm des Residuums im t-ten Iterationsschritt durch

||rt||2H = (βt)TCA,Φβ
t − 2(βt)TDA,Φ gX + gTXMA,Φ gX (9.9)

mittels des Koeffizientenvektors βt ausdrücken. Der Nenner von αt aus Schritt 2a)

lässt sich ebenfalls durch direktes Nachrechnen vereinfachen, so dass wir folgende

Darstellungen erhalten.

Lemma 9.5 Es gilt:

1. AXd
t =MA,Φ gX −DT

A,Φβ
t,

2. αt =
‖rt‖2

H

‖AXdt‖2
ℓ2(Rn)

=
(βt)TCA,Φβ

t−2(βt)TDA,Φ gX+gTXMA,Φ gX
‖MA,Φ gX−DT

A,Φ
βt‖2

ℓ2(Rn)

.

Beweis. Wie im vorherigen Lemma setzt man f t =
m∑
i=1

βtiΦ(yi, ·) ein und erhält

AXd
t = AX(−rt) = AX(A∗

XgX −A∗
XAXf

t)

= AX




n∑

j=1

gjλ
y
jΦ(·, y)−

m∑

i=1

βti

n∑

j=1

λyjΦ(yi, y)λ
y
jΦ(·, y)




=




n∑

j=1

gjλ
x
kλ

y
jΦ(x, y)−

m∑

i=1

βti

n∑

j=1

λyjΦ(yi, y)λ
x
kλ

y
jΦ(x, y)



n

k=1

=

(
(MA,Φ)

T
k gX −

m∑

i=1

βti (NA,ΦMA,Φ)ik

)n

k=1

= MA,Φ gX −DT
A,Φβ

t.

Die zweite Behauptung folgt sofort aus der Darstellung (9.9) und dem ersten Teil

des Lemmas. ⊓⊔

Mit diesen Vorbereitungen können wir nun ein CG-Verfahren zur näherungsweisen

Lösung von AXf = gX aufstellen. Allerdings ist wie bereits erwähnt die Wahl einer

Regressionsmethode erforderlich, um in Schritt 2b) von f t+1
Y zu einer Approxima-

tion an f t+1 zu gelangen. Zur Weiterführung des Verfahrens genügt es wieder, den

Koeffizientenvektor βt+1 von

f t+1 =
m∑

l=1

βt+1
l Φ(yl, ·)

zu speichern. Ermitteln wir diesen durch das TP-Verfahren, so ist wegen f tY = ΦY β
t

das Gleichungssystem

(ΦY + γIm)βt+1 = ΦY β
t + αtdtY

zu lösen. Bei Verwendung des Verfahrens der Approximativen Inversen zur Regres-

sion vereinfacht sich dies zu

βt+1 =Mψ(ΦY β
t + αtdtY ),

wodurch wir insgesamt nachfolgende Lösungsprozedur erhalten.
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Algorithmus 9.5 (Semi-diskretes CG-Verfahren mit AI zur Regression)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lösung f∗ ∈ H von Af = g, wobei H ein RKHS mit Kern Φ ist.

1. Initialisierung:

a) Wähle Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω, β0 ∈ Rm, setze t = 0,

b) berechne die Matrizen ΦY , NA,Φ, GN,A,Φ wie in Algorithmus 4.1 sowie

MA,Φ =

(∫

Ω

∫

Ω

k(xi, s) k(xj , t)Φ(s, t) ds dt

)n

i,j=1

,

CA,Φ = NA,ΦMA,ΦN
T
A,Φ,

DA,Φ = NA,ΦMA,Φ,

r0Y = GA,Φβ
0 −NA,Φ g

δ
X , d0Y = −r0Y ,

‖r0‖2H = (β0)TCA,Φβ
0 − 2(β0)TDA,Φ g

δ
X +

(
gδX
)T
MA,Φ g

δ
X ,

c) berechne eine Koeffizientenmatrix Mψ zur Regression mit Algorithmus 8.1.

2. Iteration: t→ t+ 1:

a) αt =
‖rt‖2

H

‖MA,Φ gδX−DT
A,Φ

βt‖2
ℓ2(Rn)

,

b) βt+1 =Mψ(ΦY β
t + αtdtY ),

c) rt+1
Y = GN,A,Φβ

t+1 −NA,Φ g
δ
X ,

d) ‖rt+1‖2H = (βt+1)TCA,Φβ
t+1 − 2(βt)TDA,Φ g

δ
X +

(
gδX
)T
MA,Φ g

δ
X ,

γt =
‖rt+1‖2

H

‖rt‖2
H

,

e) dt+1
Y = −rt+1

Y + γtdtY .

Ergebnis: Die Iterierten f t,δψ =
m∑
l=1

βlΦ(yl, ·) sind Approximationen an f∗.

9.3 Numerische Beispiele

Zur Illustration des Landweber-Verfahrens greifen wir das bereits für die TP-

Methode gewählte Beispiel 3.22 auf, das auch in Kapitel 8 im Kontext des Ver-

fahrens der Approximativen Inversen betrachtet wurde.

Beispiel 9.6 Wir verwenden dieselben Werte wie in Beispiel 8.3, wählen also

γ =

(
δ

2

)2

n, µ = 10−3, η = 1

für die in jedem Iterationsschritt benötigte Approximative Inverse zur Regression.

Der diskrete Rekonstruktionskern sowie die entsprechende Koeffizientenmatrix wur-

den bereits in den Abbildungen 8.2,a - 8.2,b illustriert. Als Initialisierung für die
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Iteration wählen wir die Nullfunktion. In diesem übersichtlichen Beispiel kann der

größte Singulärwert σ1 von GA,ΦMψ explizit bestimmt werden, die konvergenzent-

scheidende Größe ermittelt man als 2
σ1

≈ 0.0302. Um Konvergenz gemäß Satz 9.2 zu

sichern, wählen wir r = 0.02. Die Ergebnisse für t = 50, 500, 5000 Iterationen sind

in Abb. 9.1 zu sehen. Die Rolle von 1
t als Regularisierungsparameter wird anhand

der Grafiken deutlich.
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9.1,a: Rekonstruktion f tψ für t = 50.
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9.1,b: Rekonstruktion f tψ für t = 500.
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9.1,c: Rekonstruktion f tψ für t = 5000.

Abbildung 9.1. Rekonstruktionen in Beispiel 9.6 unter Verwendung von Algorithmus 9.3

in Abhängigkeit vom Iterationsindex t.

Weitere Testrechnungen zeigen, dass der ermittelte Wert 2
σ1

in der Tat ausschlagge-

bend für die Konvergenz des Verfahrens ist. Erwartungsgemäß zeigt sich auch, dass

für exakte Daten wesentlich länger iteriert werden kann als im Fall von Datenstö-

rungen. Dies ist insofern klar, als gemäß Lemma 9.3 eine approximative Lösung

der auf Y diskretisierten Normalgleichungen berechnet wird, und die Iteration für

exakte Daten nur auf Grund der schlechten Kondition der Iterationsmatrix nicht

beliebig weit ohne Qualitätsverlust fortgeführt werden kann.

Außerdem bemerken wir, dass sich das Verhalten der hergeleiteten iterativen Metho-

den über die Wahl der mit dem Verfahren der Approximativen Inversen berechneten

Rekonstruktionskernmatrix steuern lässt. Setzt man die für den Vorberechnungs-

schritt benötigten Regularisierungsparameter klein an, so hängt die Rekonstruktion

stark vom Iterationsindex ab und für zu große t wird das Ergebnis schnell unbrauch-

bar. Glättet man jedoch zusätzlich durch die Wahl höherer Regularisierungspara-

meter, so muss zwar länger iteriert werden, allerdings wird das Ergebnis sehr robust
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bezüglich des Iterationsindex. Ausgleichen kann man diesen unerwünschten Effekt

durch geschickte Startpunktwahl, wie wir im Folgenden für das CG-Verfahren de-

monstrieren.

Beispiel 9.7 Wir betrachten wieder die Situation aus Beispiel 8.3, wählen nun

jedoch für die Approximative Inverse γ = µ = η = 10−2. In Abb. 9.2,a ist zu er-

kennen, dass für t = 500 Iterationen ein gutes Ergebnis resultiert, allerdings kann

die Rekonstruktion trotz der gestörten Ausgangsdaten durch weiteres Iterieren stetig

verbessert werden. Für t = 5000 ergibt sich die in Abb. 9.2,b dargestellte Approxi-

mation, und erst für t > 13000 wird das Ergebnis qualitativ schlechter.

Die Iterationszahl kann jedoch durch gute Startwertwahl stark reduziert werden. Ver-

wendet man den Koeffizientenvektor einer unterregularisierten Näherungslösung zur

Initialisierung, so erhält man bereits für sehr kleine t ausgezeichnete Ergebnisse.

Beispielsweise durch Berechnung des Startwertes mit dem TP-Verfahren zum Pa-

rameter γ = 10−3 ergibt sich die in Abb. 9.2,c abgebildete Startfunktion, und mit

lediglich 20 Iterationen resultiert die in Abb. 9.2,d dargestellte CG-Approximation.
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9.2,a: Rekonstruktion f tψ für t = 500.
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9.2,b: Rekonstruktion f tψ für t = 5000.
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9.2,c: Unterregularisierte TP-Lösung, deren

Koeffizientenvektor als Initialisierung dient.
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9.2,d: Rekonstruktion f tψ mit TP-Startwert

für t = 20.

Abbildung 9.2. Rekonstruktionen in Beispiel 9.7 unter Verwendung von Algorithmus 9.5

in Abhängigkeit vom Iterationsindex t und dem Startvektor.
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Semi-diskrete Feature-Rekonstruktion

In vielen Anwendungen ist neben der gesuchten Funktion f∗ eine Transformation

bzw. eine Eigenschaft (engl: Feature) von f∗ von Interesse. Bei Bilddaten können

beispielsweise Richtungsableitungen zur Darstellung von Kanten verwendet wer-

den. Für die Radon-Transformation wurde in [57] gezeigt, wie mit dem Verfahren

der Approximativen Inversen direkt Richtungsableitungen aus den diskreten Daten

berechnet werden können. Der Rekonstruktionsprozess für die gesuchte Funktion

wurde dort effizient mit dem Auswertoperator in Beziehung gebracht.

Wir gehen in diesem Kapitel darauf ein, wie die vorgestellten Verfahren auf solche

verallgemeinerte Rekonstruktionsprobleme übertragen werden können. Dabei setzen

wir stets voraus, dass es sich bei dem Auswertoperator um einen Differentialoperator

handelt. Zunächst beschreiben wir kurz die neue Ausgangssituation. Wie bisher

gehen wir von einem Integraloperator

A : Hτ (Ω) → Hτ+α(Ω)

der Ordnung α und der Gestalt (1.2) aus, und betrachten zusätzlich einen linearen

Differentialoperator

L : Hτ (Ω) → Hτ−β(Ω)

der Ordnung β, wobei wieder τ > d
2 gelte. Wir untersuchen erneut die Gleichung

Af = g, interessieren uns aber nicht mehr vorwiegend für die Lösung f∗, sondern

stattdessen für die Transformation Lf∗. Dabei setzen wir wie bisher voraus, dass

nur diskrete Daten gX bzw. gδX vorliegen. Die Beschränkung auf Sobolevräume ist

lediglich zur Übertragung der Fehlertheorie aus Kapitel 3 notwendig.

Der direkte Weg von Af zu Lf entspricht offenbar einer Entglättung um α+ β auf

der Sobolev-Skala. Für invertierbares L kann die Ausgangsgleichung in der Form

AL−1(Lf) = g als Gleichung für das gesuchte Feature geschrieben werden. Bei

Kenntnis des Operators AL−1 kann also Lf∗ ohne Berechnung von f∗ näherungs-

weise ermittelt werden. Auf ähnliche Weise kann man Lf∗ direkt approximieren,

falls ein geeigneter Adjungierter zu L verfügbar ist. Alternativ bietet sich eine im-

plizite Bestimmung von f∗ an, falls dadurch Lf∗ stabil berechnet werden kann. Die

in dieser Arbeit beschriebenen Methoden eignen sich dank der Erzeugung kontinu-

ierlicher Approximanten unter Kontrolle der Glattheit für diese Vorgehensweise.
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Da die Verwendung derHτ (Ω)-Norm als Regularisierungsterm für die Beschränkung

aller Ableitungen des Approximanten bis zur Ordnung τ sorgt, ist die Anwendung

eines Differentialoperators auf die Rekonstruktion stabil möglich, falls die Aufrau-

hung durch L nicht zu stark ist. Ein entsprechendes Ergebnis liefern wir in Ab-

schnitt 10.2 für die in dieser Arbeit behandelten TP-Methoden. Danach übertragen

wir in Abschnitt 10.3 das Verfahren der Approximativen Inversen auf die Situation

der Feature-Rekonstruktion. Schließlich erläutern wir, wie auch eine direkte Berech-

nung von Lf durch Einbeziehung des Auswertoperators in den Rekonstruktionskern

oder eine Umformulierung der Ausgangsgleichung erreicht werden kann.

10.1 Adaption der TP-Verfahren

Wir diskutieren als Erstes folgende naheliegende Vorgehensweise, welche eine direkte

Anwendung der Methoden aus den vorherigen Kapiteln gestattet:

a) Bestimme den Koeffizientenvektor αγ einer Approximation fγ von f∗ in einem

geeigneten Unterraum von Hτ (Ω).

b) Bestimme eine diskrete Version von Lfγ unter Verwendung des in a) berechneten

Koeffizientenvektors.

c) Bestimme eine Approximation an Lf∗ durch Regression in Hτ−β(Ω) mit den in

b) ermittelten diskreten Daten.

Im ersten und dritten Schritt, in denen Approximationen zu berechnen sind, stehen

alle in den vorherigen Kapiteln diskutierten Verfahren zur Verfügung. Der Einfach-

heit halber beschränken wir uns auf die Formulierung mittels des TP-Verfahrens.

Der zweite Schritt enspricht der Anwendung des Differentialoperators und wird un-

abhängig von der Wahl des Approximationsverfahrens durchgeführt. Wir betrach-

ten wieder die semi-diskrete Ausgangsgleichung AXf = gX , um die drei skizzierten

Schritte explizit ausführen zu können.

Im Folgenden bezeichnet Φτ den verwendeten reproduzierenden Kern von Hτ (Ω).

Zunächst wissen wir aus Kapitel 3, dass die Lösung der Normalgleichung A∗
XAXf =

A∗
XgX im Unterraum H∗(A,X) = span{λyjΦτ (·, y) | j = 1, . . . , n} von Hτ (Ω) liegt.

Bestimmt man eine Näherung der Bestapproximation in H∗(A,X) durch Tikhonov-

Regularisierung, so ergibt sich das symmetrische TP-Verfahren. Die Lösung der

regularisierten Normalgleichung ist gegeben durch

fγ =

n∑

j=1

αγj λ
y
jΦ

τ (·, y),

wobei der Koeffizientenvektor als Lösung des Systems

(MA,Φτ ,X + γIn)α
γ = gX (10.1)

hervorgeht und MA,Φτ ,X die symmetrische Kollokationsmatrix bezeichnet. Eine ex-

plizite Berechnung von fγ ist jedoch nicht nötig, stattdessen ist lediglich der Koef-

fizientenvektor αγ mittels (10.1) zu ermitteln.
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Für den zweiten Schritt betrachten wir eine Menge Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω und be-

stimmen eine auf Y diskretisierte Version von Lfγ . Nach Definition der Funktionale

λ̄i(f) := Lf(yi), i = 1, . . . ,m gilt offenbar

(Lfγ)Y =




n∑

j=1

αγj
(
LλyjΦ

τ (·, y)
)
(yi)



m

i=1

=




n∑

j=1

αγj λ̄
x
i λ

y
jΦ

τ (x, y)



m

i=1

= NA,L,Φτ ,X,Y α
γ , (10.2)

wobei die Matrix NA,L,Φτ ,X,Y ∈ Rm×n durch

(NA,L,Φτ ,X,Y )ij := λ̄xi λ
y
jΦ

τ (x, y), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n (10.3)

definiert wird. Wir bezeichnen NA,L,Φτ ,X,Y als Kreuzkollokationsmatrix, da sowohl

die Anwendung von Punktauswertungen von A als auch von L zu deren Berechnung

erforderlich ist.

Da nun eine diskrete Approximation von Lf∗ ermittelt ist, muss lediglich mit

den Daten (Lfγ)Y = NA,L,Φτ ,X,Y α
γ ∈ Rm im dritten Schritt eine Regression in

Hτ−β(Ω) durchgeführt werden, um eine kontinuierliche Approximation an Lf∗ zu

erhalten. Die Verwendung des TP-Verfahrens zur Regression führt zu der Näherung

(Lfγ)µ =

m∑

i=1

αiΦ
τ−β(·, yi),

wobei der Koeffizientenvektor durch Lösen des Gleichungssystems

(Φτ−βY + µIm)α = (Lfγ)Y (10.4)

bestimmt wird und die auf Y diskretisierte Kernmatrix Φτ−βY ∈ Rm×m durch

(Φτ−βY )il = Φτ−β(yi, yl), i, l = 1, . . . ,m (10.5)

gegeben ist. Zusammengefasst resultiert nach Vorberechnung der zu A gehörigen

symmetrischen Kollokationsmatrix, der Kreuzkollokationsmatrix NA,L,Φτ ,X,Y zu A

und L sowie der symmetrischen Kernmatrix gemäß den Definitionen in Lemma 3.1,

(10.3) und (10.5) folgendes Lösungsverfahren.

Algorithmus 10.1 (Feature-Rekonstruktion mit symmetrischer TP-Methode)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lf∗, wobei f∗ ∈ H Lsg. von Af = g und H = Hτ (Ω) mit Kern Φτ ist.

1. Wähle Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω und γ, µ > 0.

2. a) Bestimme die Lösung αγ,δ des LGS

(MA,Φτ ,X + γIn)α = gδX .

b) Berechne (Lfγ,δ)Y = NA,L,Φτ ,X,Y α
γ,δ.
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c) Bestimme die Lösung αγ,δ,Y,µ des LGS

(Φτ−βY + µIm)α = (Lfγ,δ)Y .

Ergebnis: (Lfγ,δ)Y,µ =
m∑
i=1

αγ,δ,Y,µi Φτ−β(·, yi) ist eine Approximation an Lf∗.

Ein alternatives Verfahren erhält man bei Anwendung des asymmetrischen Kollo-

kationsansatzes aus Abschnitt 4.1. In diesem Fall haben der Approximant und seine

Transformation mittels L die Gestalt

fγ =

m∑

i=1

αiΦ
τ (·, yi) und Lfγ =

m∑

i=1

αiLΦ
τ (·, yi).

Nach Definition der zu L gehörigen und von A unabhängigen Kollokationsmatrix

(NL,Φτ ,Y )il := (LΦτ (·, yi))(yl), i, l = 1, . . . ,m (10.6)

ergibt sich analog zu oben mit Tikhonov-Regularisierung folgende Lösungsmethode.

Algorithmus 10.2 (Feature-Rekonstruktion mit asymmetrischer TP-Methode)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lf∗, wobei f∗ ∈ H Lsg. von Af = g und H = Hτ (Ω) mit Kern Φτ ist.

1. Wähle Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω und γ, µ > 0.

2. a) Bestimme die Lösung αγ,δ,Y des LGS

(GN,A,Φτ ,X,Y + γΦY )α = NA,Φτ ,X,Y g
δ
X .

b) Berechne (Lfγ,δ,Y )Y = NL,Φτ ,Y α
γ,δ,Y .

c) Bestimme die Lösung αγ,δ,Y,µ des LGS

(Φτ−βY + µIm)α = (Lfγ,δ,Y )Y .

Ergebnis: (Lfγ,δ,Y )µ =
m∑
i=1

αγ,δ,Y,µi Φτ−β(·, yi) ist eine Approximation an Lf∗.

Dieses Verfahren ist insofern besser zu kontrollieren, als lediglich die Anwendung von

L auf den Kern Φ erforderlich ist, wodurch numerische Instabilität durch gezielte

Kernwahl vermieden werden kann. Die Kreuzkollokationsmatrix aus (10.3) wird hier

nicht benötigt.

Eine effektive Parameterstrategie für die Wahl von γ und µ wurde bereits in Kapi-

tel 3 hergeleitet. Wir werden im folgenden Abschnitt nachweisen, dass Algorithmus

10.1 für h := max{hX , hY } unter Verwendung der optimalen Parameter die Kon-

vergenzordnung τ − β hat, falls τ − β > d
2 ist, d.h. falls der Differentialoperator

von der Lösung f∗ noch mindestens d
2 an Sobolev-Glattheit erhält. Wie in Kapi-

tel 4 gesehen, überträgt sich diese Konvergenz auf Algorithmus 10.2, falls f∗ mit

zunehmender Anzahl von Datenpunkten im Ansatzraum HY liegt. Gemäß Kapitel

5 erübrigt sich diese Einschränkung wieder, wenn zusätzlich der Operator A durch

eine geeignete Quadraturformel diskretisiert wird.
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10.2 Konvergenz und Saturation der TP-Verfahren

Wir analysieren in diesem Abschnitt das Fehlerverhalten für die Rekonstruktion aus

Algorithmus 10.1 und beginnen mit der Situation exakter Daten. In den Schritten

2a) und 2b) wird die Berechnung von (Lfγ)Y aus (Af∗)X bewerkstelligt. In Schritt

2c) wird nur noch Regression von (Lfγ)Y zu (Lfγ)Y,µ durchgeführt, wobei wir ab

jetzt auf die Kennzeichnung der Abhängigkeit von Y verzichten. Wir spalten daher

den Rekonstruktionsfehler wie folgt auf:

‖Lf∗ − (Lfγ)µ‖Hτ−β(Ω)

≤ ‖Lf∗ − Lfγ‖Hτ−β(Ω) + ‖Lfγ − (Lfγ)µ‖Hτ−β(Ω). (10.7)

Die Glättungsannahmen an die Operatoren gestatten folgende Abschätzungen:

cA,t1 ‖f‖Ht(Ω) ≤ ‖Af‖Ht+α(Ω) ≤ cA,t2 ‖f‖Ht(Ω), (10.8)

‖Lf‖Ht−β(Ω) ≤ cL,t‖f‖Ht(Ω). (10.9)

Schritt 2a) ermöglicht nach Korollar 3.9 für beliebiges γ > 0 die Fehlerabschätzung

‖f∗ − fγ‖Hτ (Ω) ≤ 2‖f∗‖Hτ (Ω). (10.10)

Mit (10.9) folgt daraus

‖Lf∗ − Lfγ‖Hτ−β(Ω) ≤ 2cL,τ‖f∗‖Hτ (Ω). (10.11)

Den Fehler in Schritt 2c) kann man ebenso unabhängig von µ abschätzen, da (Lfγ)Y

als exakter Datenvektor des Regressionsproblems aufgefasst werden kann. Mit Ko-

rollar 3.9, (10.9) und Lemma 3.10 erhalten wir

‖Lfγ − (Lfγ)µ‖Hτ−β(Ω) ≤ 2‖Lfγ‖Hτ−β(Ω) ≤ 2cL,τ‖fγ‖Hτ (Ω)

≤ 2cL,τ‖f∗‖Hτ (Ω). (10.12)

Die Ungleichungen (10.7), (10.11) und (10.12) ergeben zusammen

‖Lf∗ − (Lfγ)µ‖Hτ−β(Ω) ≤ 4cL,τ‖f∗‖Hτ (Ω). (10.13)

Den L2-Fehler schätzen wir nun analog unter Verwendung der Sampling-Ungleichung

aus Satz 2.11 ab und erhalten folgendes Resultat.

Satz 10.1 (Konvergenz für exakte Daten)

Es seien h := min{hX , hY } hinreichend klein und

τ > β +
d

2
, α+ β ≤ ⌊α+ τ⌋ .

Wählt man in Algorithmus 10.1

γ ≃ h
2(τ+α)−d
X , µ ≃ h

2(τ−β)−d
Y ,

so erfüllt die Rekonstruktion (Lfγ)µ von Lf∗ für exakte Daten gX die Abschätzung

‖Lf∗ − (Lfγ)µ‖L2(Ω) ≤ Chτ−β‖f∗‖Hτ (Ω).

Es liegt also Konvergenz der Ordnung τ − β vor.
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Beweis. Wir beginnen mit einer Aufspaltung des L2-Fehlers analog zu (10.7):

‖Lf∗ − (Lfγ)µ‖L2(Ω) ≤ ‖Lf∗ − Lfγ‖L2(Ω) + ‖Lfγ − (Lfγ)µ‖L2(Ω). (10.14)

Den ersten Summanden kann man mit (10.9) und anschließender Anwendung von

(10.8) und Satz 2.11 wie folgt abschätzen:

‖Lf∗ − Lfγ‖L2(Ω)

≤ cL,β‖f∗ − fγ‖Hβ(Ω) ≤
cL,β

cA,β1

‖Af∗ −Afγ‖Hα+β(Ω)

≤ C
(
h
θ−(α+β)
X ‖Af∗ −Afγ‖Hθ(Ω) + h

d
2−(α+β)

X ‖Af∗ −Afγ‖ℓ2(X)

)
.

Dabei haben wir in der Notation von Satz 2.11 σ := α + β gewählt und benötigen

die Voraussetzungen θ > d
2 , A(f

∗ − fγ) ∈ Hθ(Ω) und σ ∈ [0, ⌊θ⌋], die wir nach

Wahl von θ nachprüfen werden. Mit der Glättungseigenschaft von A aus (10.8) und

der Abschätzung des diskreten Bildfehlers aus Lemma 3.11 schließen wir zunächst

‖Lf∗ − Lfγ‖L2(Ω)

≤ C

(
h
θ−(α+β)
X cA,θ2 ‖f∗ − fγ‖Hθ−α(Ω) + h

d
2−(α+β)

X

√
γ

2
‖f∗‖Hτ (Ω)

)
.

Wir setzen nun θ := τ + α und erhalten

‖Lf∗ − Lfγ‖L2(Ω) ≤ C

(
hτ−βX cA,τ+α2 ‖f∗ − fγ‖Hτ (Ω) + h

d
2−(α+β)

X

√
γ

2
‖f∗‖Hτ (Ω)

)
.

Die Voraussetzung θ = τ + α > d
2 ist wegen τ > d

2 automatisch erfüllt. Wegen

f∗, fγ ∈ Hτ (Ω) liegt auch A(f∗ − fγ) in Hθ(Ω). Die letzte Bedingung

σ = α+ β
!∈ [0, ⌊θ⌋] = [0, ⌊τ + α⌋]

vereinfacht sich zu α + β ≤ ⌊α+ τ⌋. Wenden wir nun nochmals die Abschätzung

des Urbildfehlers aus Korollar 3.9 an, und wählen wir γ ≃ h
2(τ+α)−d
X , so folgt für

den ersten Summanden in (10.14)

‖Lf∗ − Lfγ‖L2(Ω) ≤ Chτ−βX ‖f∗‖Hτ (Ω). (10.15)

Zur Beschränkung des zweiten Summanden wenden wir Satz 2.11 mit σ = 0 an und

erhalten für θ > d
2 mit Lfγ − (Lfγ)µ ∈ Hθ(Ω):

‖Lfγ − (Lfγ)µ‖L2(Ω) ≤ C
(
hθY ‖Lfγ − (Lfγ)µ‖Hθ(Ω) + h

d
2

Y ‖Lfγ − (Lfγ)µ‖ℓ2(X)

)
.

Nun setzen wir θ := τ − β, wodurch sich die Voraussetzungen zu τ > β + d
2 verein-

fachen. Der erste Term kann nun mit (10.12) abgeschätzt werden, für den zweiten

Term steht wieder Korollar 3.9 zur Verfügung. Wir setzen ein und erhalten

‖Lfγ − (Lfγ)µ‖L2(Ω) ≤ C

(
hτ−βY 2cL,τ‖f∗‖Hτ (Ω) + h

d
2

Y

√
µ

2
‖Lfγ‖Hτ−β(Ω)

)
.

Mit (10.9) und der Stabilitätsaussage aus Lemma 3.10 folgt
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‖Lfγ − (Lfγ)µ‖L2(Ω) ≤ C

(
hτ−βY 2cL,τ‖f∗‖Hτ (Ω) + h

d
2

Y

√
µ

2
cL,τ‖f∗‖Hτ (Ω)

)
.

Für µ ≃ h
2(τ−β)−d
Y erhält man somit

‖Lfγ − (Lfγ)µ‖L2(Ω) ≤ Chτ−βY ‖f∗‖Hτ (Ω).

Insgesamt folgt für τ > β+ d
2 , α+ β ≤ ⌊α+ τ⌋ und h := min{hX , hY } die Behaup-

tung. ⊓⊔

Bemerkung 10.2 Die Voraussetzung α + β ≤ ⌊α+ τ⌋ kann durch die stärkere

Anforderung ⌊τ⌋ ≥ β+1 ersetzt werden. Somit ist in den Voraussetzungen von Satz

10.1 zumeist die Forderung τ > β + d
2 dominierend.

Mit derselben Vorgehensweise wie in Satz 10.1 können wir auch eine L2-Abschätzung

für die Situation gestörter Daten herleiten. Wir werden im Folgenden zeigen, dass

sich die zu erwartende Fehlerordnung −(α+β) ergibt, wenn die Daten aus X quasi-

uniform sind. Dabei kann der Füllabstand der Daten aus Y beliebig klein sein,

ohne dass dies die Fehlerordnung erhöht. Dies erklärt sich dadurch, dass (Lfγ)Y

als exakter Datenvektor des Regressionsproblems in Schritt 2c) von Algorithmus

10.1 angesehen werden kann. Selbstverständlich führt jedoch die Wahl sehr vieler

Berechnungspunkte zu numerischen Problemen.

Satz 10.3 (L2-Fehlerabschätzung für gestörte Daten)

Es seien h := min{hX , hY } hinreichend klein und

τ > β +
d

2
, α+ β ≤ ⌊α+ τ⌋ .

Wählt man in Algorithmus 10.1

γc :=

(
δ

2c‖f∗‖Hτ (Ω)

)2

n, µ ≃ h
2(τ−β)−d
Y

mit c > 0, so erfüllt die Rekonstruktion (Lfγ,δ)µ von Lf∗ für gestörte Daten gδX
bei quasi-uniformer Verteilung der Datenpunkte aus X die Abschätzung

‖Lf∗ − (Lfγ,δ)µ‖L2(Ω) =

(
1 +

1

4c

)
δ O

(
h
−(α+β)
X

)
.

Beweis. Wir gehen analog zum Fall exakter Daten vor. Zunächst garantiert die

Parameterwahl für γ gemäß Korollar 3.9 die Urbildabschätzung

‖f∗ − fγ,δ‖Hτ (Ω) ≤ (2 + c)‖f∗‖Hτ (Ω), (10.16)

was unter Verwendung von (10.9) auf die Abschätzung

‖Lf∗ − Lfγ,δ‖Hτ−β(Ω) ≤ (2 + c)cL,τ‖f∗‖Hτ (Ω) (10.17)

führt. Somit ist der in den Schritten 2a) und 2b) verursachte Fehler abgeschätzt.

Für den Fehler in Schritt 2c) lässt sich wie im Fall exakter Daten die Ungleichung
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(10.12) verwenden, da (Lfγ,δ)Y als exakter Datenvektor für das Regressionsproblem

dient. Zusammen mit (10.17) ergibt sich in Analogie zu (10.13)

‖Lf∗ − (Lfγ,δ)µ‖Hτ−β(Ω) ≤ (4 + c)cL,τ‖f∗‖Hτ (Ω). (10.18)

Für die Herleitung einer L2-Fehlerabschätzung betrachten wir wieder die beiden

Einzelfehler gemäß (10.14), wobei in der Notation fγ durch fγ,δ zu ersetzen ist.

Den ersten Term beschränken wir wie im Fall exakter Daten durch

‖Lf∗ − Lfγ,δ‖L2(Ω)

≤ C
(
h
θ−(α+β)
X ‖Af∗ −Afγ,δ‖Hθ(Ω) + h

d
2−(α+β)

X ‖Af∗ −Afγ,δ‖ℓ2(X)

)
.

Mit (10.8) und der Bildfehlerabschätzung für gestörte Daten aus Lemma 3.11 ergibt

sich für die oben angegebene Parameterwahl von γ

‖Lf∗ − Lfγ,δ‖L2(Ω)

≤ C

(
h
θ−(α+β)
X cA,θ2 ‖f∗ − fγ,δ‖Hθ−α(Ω) + h

d
2−(α+β)

X

(
1 +

1

4c

)
δ
√
n

)
.

Mit θ := τ + α und (10.16) vereinfacht sich dies zu

‖Lf∗ − Lfγ,δ‖L2(Ω)

≤ C

(
hτ−βX cA,τ+α2 (2 + c)‖f∗‖Hτ (Ω) + h

d
2−(α+β)

X

(
1 +

1

4c

)
δ
√
n

)
. (10.19)

Für den zweiten Term aus (10.14) gilt analog zum Fall exakter Daten

‖Lfγ,δ − (Lfγ,δ)µ‖L2(Ω)

≤ C
(
hτ−βY ‖Lfγ,δ − (Lfγ,δ)µ‖Hτ−β(Ω) + h

d
2

Y ‖Lfγ,δ − (Lfγ,δ)µ‖ℓ2(X)

)
.

Für den ersten Summanden können wir wieder Korollar 3.9, (10.9) und die Stabi-

litätsaussage aus Lemma 3.10 benutzen, woraus

‖Lfγ,δ − (Lfγ,δ)µ‖L2(Ω)

≤ C
(
hτ−βY 2(1 + c)cL,τ‖f∗‖Hτ (Ω) + h

d
2

Y ‖Lfγ,δ − (Lfγ,δ)µ‖ℓ2(X)

)

folgt. Den zweiten Summanden vereinfachen wir mit der Bildfehlerabschätzung für

exakte Daten aus Lemma 3.11 sowie erneut (10.9) und Lemma 3.10, so dass wir

‖Lfγ,δ − (Lfγ,δ)µ‖L2(Ω)

≤ C

(
hτ−βY 2(1 + c)cL,τ‖f∗‖Hτ (Ω) + h

d
2

Y c
L,τ (1 + c)

√
µ

2
‖f∗‖Hτ (Ω)

)

erhalten. Für µ ≃ h
2(τ−β)−d
Y gilt also wie im Fall exakter Daten

‖Lfγ,δ − (Lfγ,δ)µ‖L2(Ω) ≤ C̃hτ−βY ‖f∗‖Hτ (Ω), (10.20)

wobei sich nur die Konstante durch die abgeschwächte Form der Urbildstabilität

geändert hat. Insgesamt folgt durch Zusammensetzen der beiden Einzelfehler gemäß

(10.14) mit (10.19) und (10.20) für quasi-uniforme Daten die Behauptung. ⊓⊔
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10.3 Approximative Inverse und Feature-Rekonstruktion

In diesem Abschnitt zeigen wir verschiedene Ansätze auf, um das Verfahren der

Approximativen Inversen aus Kapitel 8 zur Feature-Rekonstruktion einsetzen zu

können. Wir gehen zunächst wieder den Weg über eine implizite Lösung der Aus-

gangsgleichung, bevor wir uns mit der Möglichkeit einer direkten Einbeziehung des

Operators L in den Rekonstruktionsprozess beschäftigen.

Verfolgen wir die erstgenannte Vorgehensweise, so muss wie in Kapitel 8 für das

Ausgangsproblem Af = g die diskrete Rekonstruktionskernmatrix ψγX,Y und dar-

aufhin im zweiten Schritt die KoeffizientenmatrixMγ,µ,η
ψ,X,Y der Rekonstruktionskerne

vorberechnet werden. Danach steht der Koeffizientenvektor Mγ,µ,η
ψ,X,Y gX der Appro-

ximation an f∗ in der Darstellung {Φτ (·, yk) | k = 1, . . . ,m} zur Verfügung. Dieser

kann nun wie in Algorithmus 10.2 mittels der asymmetrischen Kollokationsmatrix

zu L transformiert werden, um eine auf Y diskretisierte Approximation an Lf∗ zu

berechnen. Damit ergibt sich direkt das folgende Verfahren zur Bestimmung einer

diskreten Näherung des gesuchten Features.

Algorithmus 10.3 (Approximative Inverse zur Feature-Rekonstruktion I)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lf∗, wobei f∗ ∈ H Lsg. von Af = g und H = Hτ (Ω) mit Kern Φτ ist.

1. Wähle Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω, γ, µ, η > 0 und e ≈ Φτ bzw. e = Φτ , berechne die

Kollokationsmatrizen wie in Algorithmus 8.2.

2. Bestimme den diskreten Rekonstruktionskern durch Lösung des LGS

(MA,Φτ ,X + γIn)ψ
γ
X,Y = NT

A,e,X,Y .

3. Bestimme die Matrix der Koeffizientenvektoren der Rekonstruktionskerne in der

Basis {Φτ (·, yk) | k = 1, . . . ,m} durch Lösung des LGS

(GΦτ ,Y + µΦτY + ηIm)Mγ,µ,η
ψ,X,Y = ΦτY

(
ψγX,Y

)T
.

Ergebnis: (Lfγ,µ,η)Y = NL,Φτ ,X,YM
γ,µ,η
ψ,X,Y g

δ
X ist eine Approximation an (Lf∗)Y .

Eine kontinuierliche Approximation an Lf∗ kann man durch zusätzliche Regres-

sion mit den ermittelten Werten (Lfγ,µ,η)Y unter Verwendung des Kerns Φτ−β

berechnen. Zieht man dazu wieder das Verfahren der Approximativen Inversen her-

an, so sind zwei weitere Vorberechnungsschritte notwendig. Der Einfachheit halber

wählen wir im Folgenden die zusätzlich frei wählbare Auswertdatenmenge wieder

als Y . Die Vorberechnung der vom Operator A unabhängigen, zusätzlichen Re-

konstruktionskernmatrix und der entsprechenden Koeffizientenmatrix erlaubt dann

nach Abschluss aller Präkalkulationsschritte eine direkte Berechnung des Koeffizi-

entenvektors des kontinuierlichen Approximanten an Lf∗ mit einem Aufwand von

(n2 +m2). Das zusammengesetzte Verfahren schreibt sich wie folgt.
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Algorithmus 10.4 (Approximative Inverse zur Feature-Rekonstruktion II)

Gegeben: X = {x1, . . . , xn} ⊂ Ω, diskrete Daten gδX .

Gesucht: Lf∗, wobei f∗ ∈ H Lsg. von Af = g und H = Hτ (Ω) mit Kern Φτ ist.

1. Wähle Y = {y1, . . . , ym} ⊂ Ω, γ1, µ1, η1, γ2, µ2, η2 > 0 und e ≈ Φτ bzw. e = Φτ ,

berechne die Kollokationsmatrizen wie in Algorithmus 8.2.

2. Bestimme den diskreten Rekonstruktionskern durch Lösung des LGS

(MA,Φτ ,X + γ1In)ψ
γ1
X,Y = NT

A,e,X,Y .

3. Bestimme die Matrix der Koeffizientenvektoren der Rekonstruktionskerne in der

Basis {Φτ (·, yk) | k = 1, . . . ,m} durch Lösung des LGS

(GΦτ ,Y + µ1Φ
τ
Y + η1Im)Mγ1,µ1,η1

ψ,X,Y = ΦτY

(
ψγ1X,Y

)T
.

4. Bestimme den zweiten diskreten Rekonstruktionskern durch Lösung des LGS

(Φτ−βY + γ2Im)Ψγ2Y = Φτ−βY .

5. Bestimme die zweite Koeffizientenmatrix durch Lösung des LGS

(GΦτ−β ,Y + µ2Φ
τ−β
Y + η2Im)Mγ2,µ2,η2

Ψ,Y = Φτ−βY Ψγ2Y .

Ergebnis: (Lfγ1,µ1,η1)γ2,µ2,η2 =
m∑
k=1

(Mγ2,µ2,η2
Ψ,Y NL,Φτ ,X,YM

γ1,µ1,η1
ψ,X,Y gδX)kΦ

τ−β(·, yk)
ist eine Approximation an Lf∗.

Am Ergebnis sieht man, dass sich die Matrix zur direkten Berechnung der Koeffi-

zienten einer Approximation an Lf∗ in der Darstellung {Φτ−β(·, yk) | k = 1, . . . ,m}
durch Multiplikation an den Datenvektor als Mγ2,µ2,η2

Ψ,Y NL,Φτ ,X,YM
γ1,µ1,η1
ψ,X,Y ergibt.

Obwohl also nur diskrete Daten von Af∗ zur Verfügung stehen, kann nach Abschluss

der vier Präkalkulationsschritte in Algorithmus 10.4 eine kontinuierliche Approxi-

mation an Lf∗ schnell berechnet werden.

Nachdem wir nun die Vorgehensweise zur Feature-Rekonstruktion durch implizite

Lösung der Ausgangsgleichung für das in dieser Arbeit eingeführte Verfahren der

Approximativen Inversen übertragen haben, gehen wir noch auf die Möglichkeit ein,

den Auswertoperator direkt in den Rekonstruktionsprozess zu integrieren. In [57]

wurde von Louis im allgemeinen Hilbertraumfall gezeigt, wie der Operator L zur

Ermittlung eines angepassten Rekonstruktionskerns einbezogen werden kann. Als

Grundlage dient die Modifikation der zur Inversion von A mittels Approximativer

Inverser normalerweise verwendeten Gleichung A∗ψγ(·, x) = eγ(·, x) aus (2.14) zu

A∗ψγ(·, x) = L∗eγ(·, x). (10.21)

Wir adaptieren im Folgenden die dort angewandte Strategie. Statt den Gleichungen

(8.25) betrachten wir nun das für den Urbildkern e = Φτ−β unter Beschränkung auf

eine Auswertmenge Y aus (10.21) resultierende System
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A∗
Xψ(·, yk) = L∗Φτ−β(·, yk), k = 1, . . . ,m, (10.22)

wobei der adjungierte Operator L∗ : Hτ−β(Ω) → Hτ (Ω) im Vorfeld bestimmt

werden muss. Für k = 1, . . . ,m folgt dann

(Lf)(yk) =
〈
Lf, Φτ−β(·, yk)

〉
Hτ−β(Ω)

=
〈
f, L∗Φτ−β(·, yk)

〉
Hτ (Ω)

= 〈f,A∗
Xψ(·, yk)〉Hτ (Ω) = 〈AXf, ψyk〉ℓ2(Rn)

= 〈gX , ψyk〉ℓ2(Rn) ,

woraus sich durch Zusammenfassen der Gleichungen

(Lf)Y = ψTX,Y gX (10.23)

ergibt. Bei Kenntnis des kontinuierlichen Operators L∗ : Hτ−β(Ω) → Hτ (Ω) kann

also nach einem Präkalkulationsschritt eine diskrete Version des gesuchten Features

ermittelt werden. Eine Approximative Inverse zur Regression in Hτ−β(Ω) liefert

dann eine kontinuierliche Approximation an Lf∗.

Eine weitere Möglichkeit bietet sich bei speziellen Integralgleichungen. Da L als

Differentialoperator vorausgesetzt wurde, kann die Ausgangsgleichung für geeignete

Integralkerne mit partieller Integration umgeschrieben werden, um eine neue Glei-

chung für das gesuchte Feature Lf aufzustellen. Wir verdeutlichen dies am Beispiel

Ω = [a, b] und Lf = f ′. Nehmen wir an, dass alle betrachteten Funktionen die

Nullrandbedingungen f(a) = f(b) = 0 erfüllen und der Kern das Abklingverhalten

lim
t→−∞

k(x, t) = 0 besitzt, so kann man den Integraloperator in die Form

Af(x) =

∫ b

a

k(x, t) f(t) dt =

∫ b

a

k̃(x, t) f ′(t) dt =: Ãf ′(x) (10.24)

bringen, wobei

k̃(x, t) := −
∫ t

−∞

k(x, s) ds (10.25)

ist. Somit lässt sich die Ausgangsgleichung Af = g in eine Gleichung für f ′ mit

unveränderter rechter Seite g transformieren. Betrachtet man den normierten Kern

k(x, t) =
1

2
e−|x−t|, (10.26)

so ergibt sich

k̃(x, t) =





1
2e
x−t − 1 , x < t

− 1
2e

−x+t , x ≥ t
. (10.27)

Für den normierten Gaußkern

k(x, t) =
1√
2π
e−

1
2 (x−t)

2

(10.28)

erhält man hingegen

k̃(x, t) = −F0,1(t− x) = −1

2
+

1

2
erf

(
x− t√

2

)
, (10.29)
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wobei Fµ,σ2 die Verteilungsfunktion der Gauß’schen Normalverteilung mit Erwar-

tungswert µ und Varianz σ2 ist, und die Error-Funktion wie gewohnt definiert ist:

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt.

10.4 Numerische Beispiele

Beispiel 10.4 Wir wählen Ω = [0, 2] und betrachten den Integraloperator

Af(x) =

∫

Ω

k(x, t) f(t) dt,

wobei k der normierte Gaußkern aus (10.28) ist. Wir interessieren uns für die

Ableitung der Lösung f∗(x) = x3(2−x)4 aus gestörten diskreten Daten, und wählen

demzufolge Lf = f ′. Weiter gehen wir von n = 400 äquidistanten Datenpunkten aus

und stören die Funktionswerte durch gleichverteiltes Rauschen mit δ = 0.003. Wir

verwenden den mittels Simpson-Regel approximierten Operator Aw und benutzen

als Lösungsverfahren die TP-Methode mit zusätzlicher Beschränkung des Koeffi-

zientenvektors aus (8.17) mit der Auswertmenge Y = X.

Als Erstes betrachten wir das Verfahren für die Ausgangsgleichung, in dem das LGS

(GN,Aw,Φ,X + γΦX + ηIn)α = NAw,Φ,X gX

zu lösen ist, und aus dem der Approximant fγ,η =
∑n
i=1 α

γ,η
i Φ(·, xi) resultiert. Die

Kollokationsmatrix zu L aus (10.6) ergibt sich als

(NL,Φ,X)ij =

(
∂Φ

∂x

)
(xi, xj), i, j = 1, . . . , n,

wobei wir vom Wendlandkern φ1,2 Gebrauch machen. Die diskretisierte Ableitung

der Rekonstruktion kann dann durch (Lfγ,η)X = NL,Φ,X α
γ,η berechnet werden.

Die modifizierte Integralgleichung Ãf ′ = g erhält man mit dem Operator Ã aus

(10.24) und der Kernfunktion k̃ aus (10.29). Da im vorherigen Verfahren durch

Ableiten des Kerns eine Differenzierbarkeitsordnung verloren geht, ziehen wir für

die modifizierte Gleichung den Wendlandkern φ̃ = φ1,1 heran. Entsprechend ergibt

sich das LGS

(
GN,Ãw,Φ̃,X + γΦ̃X + ηIn

)
α̃ = NÃw,Φ̃,X g

δ
X

für den Koeffizientenvektor, wodurch die Approximation

(f ′)γ,η =
n∑

i=1

α̃γ,ηi Φ̃(·, xi).

an die Ableitung von f∗ resultiert. Bei Lösung der Ausgangsgleichung erweisen sich

γ = 10−5 und η = 10−3 als gute Wahl, für die modifizierte Gleichung genügen

bereits die Parameter γ = 10−7 und η = 10−5.
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10.1,a: Exakte und gestörte Daten (rot).
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10.1,b: Rekonstruktion von f∗ mit direktem

TP-Verfahren (grün).
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10.1,c: Rekonstruktion von Lf∗ mit TP-

Verfahren bei direktem Ansatz (grün) und

über die modifizierte Gleichung (rot).
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10.1,d: Koeffizienten im TP-Verfahren bei

direktem Ansatz (grün) und über die mo-

difizierte Gleichung (rot).

10.1,e: Kollokationsmatrix NL,Φ,X . 10.1,f: Modifizierter Integralkern k̃.

Abbildung 10.1. Feature-Rekonstruktion in Beispiel 10.4.

Die diskreten Daten und die Rekonstruktionen sind in Abb. 10.1,a - 10.1,c dar-

gestellt. Man sieht, dass durch die Modifikation der Ausgangsgleichung eine leicht

bessere Approximation als durch das direkte Verfahren erreicht wurde. Ein Grund

dafür könnte darin liegen, dass die Stabilität bezüglich der Basisdarstellung von der

jeweils zu rekonstruierenden Funktion abhängt. Wie Abb. 10.1,d deutlich macht, re-

flektiert der Koeffizientenvektor im direkten Verfahren mit nachträglichem Ableiten

die Gestalt von f∗, wogegen im modifizierten Verfahren die Form von Lf∗ erkenn-

bar ist. Nichtsdestotrotz liefert auch das in allgemeineren Situationen einsetzbare

Verfahren mit impliziter Lösung der Ausgangsgleichung ein gutes Ergebnis.
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In den Abbildungen 10.1,e - 10.1,f sind die Kollokationsmatrix zu L sowie der modi-

fizierte Integralkern veranschaulicht. Insbesondere ist erwähnenswert, dass die Ra-

dialität des Ursprungskerns durch das Abändern der Ausgangsgleichung verloren

geht. Zusammen mit der Tatsache, dass die Kollokationsmatrizen zu L bei asym-

metrischer Kollokation unabhängig vom Operator A vorberechnet werden können,

legt dies bei komplexeren Problemen die Verwendung des direkten Verfahrens nahe.

Abschließend greifen wir Beispiel 7.3 wieder auf, um aus verwischten Daten des

Cameraman-Testbildes direkt partielle Ableitungen zu rekonstruieren. Als reprodu-

zierenden Kern wählen wir eine Gaußfunktion, was verdeutlicht, dass die Anwend-

barkeit der hergeleiteten Verfahren nicht auf Sobolevräume beschränkt ist.

Beispiel 10.5 Wir benutzen die in Beispiel 7.3 eingeführte Zerlegung der Eins zur

Aufspaltung des (256 × 256)-Ausgangsbildes in überlappende Teilbilder der Größe

(32×32), die eine Aufteilung der Datenpunkte in X1, . . . , X225 induziert. Zur Lösung

der lokalen Probleme verwenden wir Algorithmus 10.3. Die Approximative Inverse

wird also für das Ausgangsproblem vorberechnet, und die interessierenden Ablei-

tungen werden durch Anwendung auf den Ansatzkern bestimmt.

Wir betrachten erneut die mit dem Kern ks(r) = 1
2π s

−2e−r/s verwischten Daten

zum Skalierungsparameter s = 1
128 , benutzen diesmal jedoch als Ansatzfunktion den

mit s = 1
768 skalierten Gaußkern

Φs(x, y) = e−
1

2s2
((x1−y1)

2+(x2−y2)
2).

Wir interessieren uns für die Auswertoperatoren

L1 :=
∂

∂x1
, L2 :=

∂

∂x2
und L3 := ∆ =

∂2

∂x21
+

∂2

∂x22
.

Die benötigten Ableitungen von Φs werden ermittelt als

∂Φs
∂x1

= s−2(y1 − x1)Φs(x, y),

∂Φs
∂x2

= s−2(y2 − x2)Φs(x, y),

∂2Φs
∂x21

= s−2

[
(y1 − x1)

∂Φs
∂x1

(x, y)− Φs(x, y)

]
,

∂2Φs
∂x22

= s−2

[
(y2 − x2)

∂Φs
∂x2

(x, y)− Φs(x, y)

]
.

Da der Faktor s−2 sowohl in den ersten als auch in den zweiten partiellen Ablei-

tungen auftaucht, ist es numerisch vorteilhaft, s2
(
∂2

∂x2
1
+ ∂2

∂x2
2

)
statt des Laplace-

Operators zu rekonstruieren. Die lokalen asymmetrischen Kollokationsmatrizen zu

L können nun gemäß (10.6) für die interessierenden Operatoren auf der ersten

Partitionsmenge Y := X1 bestimmt werden.

Zur Vorberechnung der Koeffizientenmatrix Mγ,µ,η
ψ,X1

der lokalen Approximativen In-

versen auf der ersten Partitionsmenge wählen wir wie in Beispiel 8.5 die Parameter
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γ = 10−6, µ = 10−6, η = 10−5. Für die Auswertoperatoren Li, i = 1, 2, 3 sind dann

alle lokalen Approximanten durch

(Lif
γ,µ,η)Xj

= NLi,Φ,X1
Mγ,µ,η
ψ,X1

gXj
, j = 1, . . . , 225

gegeben. Diese werden nun mit der Zerlegung der Eins zu globalen Approximationen

der jeweiligen Transformation des unbekannten Ausgangsbildes zusammengesetzt,

und wir erhalten die in Abb. 10.2 dargestellten Ergebnisse. Im Fall gestörter Daten

ist natürlich eine stärkere Regularisierung zur Berechnung der lokalen Approxima-

tiven Inversen notwendig. Für gleichverteiltes Rauschen der Größe δ = 0.01 bzw.

δ = 0.02 erhält man mit den Parametern γ = 0.01, µ = 0.01 und η = 0.1 die in

Abb. 10.3 veranschaulichten Rekonstruktionen.

10.2,a: Ausschnitt der verwischten Daten. 10.2,b: Approximation fγ,µ,η.

 

 

10.2,c: L1f
γ,µ,η.

 

 

10.2,d: L2f
γ,µ,η.

 

 

10.2,e: |L1f
γ,µ,η|+ |L2f

γ,µ,η|.
 

 

10.2,f: ∆fγ,µ,η.

Abbildung 10.2. Feature-Rekonstruktion für das mit e−r/s und s = 1
128

verwischte

Cameraman-Testbild mittels Zerlegung der Eins und lokaler AI in Beispiel 10.5.
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10.3,a: Ausschnitt der verwischten und mit

δ = 0.01 gestörten Daten.

10.3,b: Approximation fγ,µ,η für δ = 0.01.

10.3,c: |L1f
γ,µ,η|+ |L2f

γ,µ,η| für δ = 0.01. 10.3,d: ∆fγ,µ,η für δ = 0.01.

10.3,e: Ausschnitt der verwischten und mit

δ = 0.02 gestörten Daten.

10.3,f: Approximation fγ,µ,η für δ = 0.02.

10.3,g: |L1f
γ,µ,η|+ |L2f

γ,µ,η| für δ = 0.02. 10.3,h: ∆fγ,µ,η für δ = 0.02.

Abbildung 10.3. Feature-Rekonstruktion für das mit e−r/s und s = 1
128

verwischte und

durch gleichverteiltes Rauschen mit δ = 0.01 bzw. δ = 0.02 gestörte Cameraman-Testbild

mittels Zerlegung der Eins und lokaler AI in Beispiel 10.5.



Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wurden unterschiedliche Verfahren zur numerischen Lösung von

Integralgleichungen hergeleitet und miteinander in Verbindung gebracht. Diese ver-

wenden ein semi-diskretes Modell und nutzen die spezielle Struktur von Hilbert-

räumen mit reproduzierendem Kern aus.

Nach Einführung in die Thematik und Bereitstellung der Grundlagen wurde in

Kapitel 3 eingehend ein TP-Verfahren behandelt. Mittels expliziter Sobolev-Fehler-

abschätzungen konnte Konvergenz im Fall exakter Daten sichergestellt werden. Im

Fall gestörter Daten gelang es, geeignete Parameterwahlen für unterschiedliche Feh-

lermodelle anzugeben. Desweiteren wurde die Einbeziehung von Randinformationen

erörtert.

Anschließend wurden in Kapitel 4 SVR-Methoden zur Lösung von Integralglei-

chungen adaptiert. Die Vernachlässigung kleiner Datenfehler durch einen zusätz-

lichen Abschneideparameter in der Zielfunktion führte in Kombination mit der

Projektion auf einen Unterraum zu quadratischen Programmen. Die Garantie von

Stabilität mit Hilfe dieses neuen Parameters stellte sich als vorteilhaft heraus, was

sowohl Fehlerabschätzungen mit gekoppelten Parameterstrategien als auch numeri-

sche Tests verdeutlichten. In Kapitel 5 wurde die Fehlertheorie durch eine zusätz-

liche Diskretisierung des Operators vervollständigt, was außerdem den Vorteil der

einfachen Berechenbarkeit aller benötigten Matrizen mit sich bringt. Als nachtei-

lig bei den SVR-Verfahren erwies sich lediglich der erhöhte numerische Aufwand

zur Lösung quadratischer Programme im Vergleich zu den bei TP-Regularisierung

auftretenden Gleichungssystemen.

Vor der Untersuchung weiterer Rekonstruktionsverfahren wurden zwei angrenzende

Themengebiete beleuchtet. In Kapitel 6 stand eine Methode zur Datenvorglättung

durch Faltung mit approximativen Einheiten im Fokus. Eine optimale Strategie zur

Fehlerdämpfung ließ sich für Sobolevkerne durch angepasste Skalierung herleiten. In

Kapitel 7 wurde am Beispiel von Blurring-Operatoren demonstriert, dass eine star-

ke Beschleunigung des Rekonstruktionsprozesses durch Zerlegung der Eins erreicht

werden kann. Für nichtlokalisierende Integraloperatoren ermöglichte dies zumindest

eine Reduktion des numerischen Aufwands, und der globale Approximationsfehler

blieb auch in dieser Situation durch die lokalen Fehler beschränkt.
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Kapitel 8 beschäftigte sich mit der Adaption des Verfahrens der Approximativen

Inversen auf Hilberträume mit reproduzierendem Kern. Es wurde erarbeitet, wie

in zwei Schritten ein datenunabhängiger Rekonstruktionskern vorberechnet werden

kann, der im Anschluss die schnelle Approximation gesuchter Funktionen für un-

terschiedliche diskrete Daten zulässt. Insbesondere in Kombination mit einer Zer-

legung der Eins erwies sich dies für Blurring-Operatoren als hilfreich, da ein im

Voraus ermittelter Rekonstruktionskern die effiziente Berechnung aller lokalen Ap-

proximanten erlaubt. Außerdem wurde anhand der TP-Methode belegt, dass die

Qualität des zu Grunde liegenden Approximationsverfahrens erhalten bleibt.

Kapitel 9 erbrachte den Nachweis, dass auch iterative Methoden wie Landweber-

und CG-Verfahren im semi-diskreten Modell effizient eingesetzt werden können.

Es wurde gezeigt, wie die Einbeziehung einer Approximativen Inversen zur Re-

gression die Erzeugung einer kontinuierlichen Approximation aus diskreten Da-

ten gestattet, obwohl jeder Iterationsschritt nur Matrix-Vektor-Multiplikationen

erfordert. Schließlich stand in Kapitel 10 das allgemeinere Problem der Feature-

Rekonstruktion im Blickpunkt, bei dem die Verwendung einer Approximativen

Inversen untersucht und unterschiedliche Wege zur expliziten bzw. impliziten In-

tegration des Auswertoperators in den Rekonstruktionsprozess erläutert wurden.

Wie auch in allen vorhergehenden Kapiteln bestätigten numerische Experimente

die theoretischen Überlegungen.

Das zu Grunde gelegte semi-diskrete Modell bewährte sich in vielerlei Hinsicht. So

konnten trotz der realistischen Annahme diskreter Messwerte unterschiedliche Da-

tenfehlertypen leicht berücksichtigt werden. Durch die Beschränkung auf Hilbert-

räume mit reproduzierendem Kern kommen zudem alle resultierenden Verfahren

mit der Vorwärtsanwendung des betrachteten Operators aus, insbesondere erübrigt

sich also die Berechnung des kontinuierlichen Adjungierten. Ebenso konnten Nor-

mierungsbedingungen dank des Funktionalansatzes direkt einbezogen werden. Die

Einarbeitung von Positivitätsrestriktionen ist dagegen verfahrensabhängig, jedoch

in quadratischen Programmen ohne Schwierigkeiten möglich. Dies unterstreicht die

Flexibilität der SVR-Methoden und legt die Ausnutzung dieses Freiraums durch

weitere Modifikationen der Zielfunktion nahe. Beispielsweise ist eine Verwendung

der ℓ1-Norm des Koeffizientenvektors und des Gradienten ∇f im Regularisierungs-

term, wie in der Bildverarbeitung üblich, umsetzbar.

Auch die Entwicklung spezieller Löser für die eingeführten quadratischen Program-

me zur Verbesserung der praktischen Anwendbarkeit ist von Interesse. Ein großer

Geschwindigkeitsgewinn kann allerdings bereits durch geschickte Startpunktwahl

analog zu Beispiel 9.7 zustande gebracht werden. So bietet sich die Vorberechnung

einer Approximativen Inversen zur Bestimmung eines Startkoeffizientenvektors an,

um die SVR-Algorithmen nur noch zur Nachiteration zu gebrauchen.

Ein weiterer Anknüpfungspunkt ist die Adaption der hergeleiteten Verfahren auf

andere Problemfelder. So können beispielsweise die SVR-Verfahren zur Lösung par-

tieller Differentialgleichungen abgewandelt werden. Dank der Lokalisierungseigen-

schaft von Differentialoperatoren kommen auch in dieser Situation die Vorteile ei-
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ner Aufspaltung mittels Zerlegung der Eins voll zum Tragen. Desweiteren ist die

Anwendung der SVR-Methoden auf nichtlineare Probleme ein spannendes Thema

zukünftiger Forschung.

Neben den Ansätzen, die auf quadratischer Programmierung basieren, verdient eine

Reihe weiterer Aspekte eine genauere Untersuchung. Zum einen beschränkte sich

diese Arbeit auf positiv definite radiale Basisfunktionen. Eine Erweiterung auf po-

sitiv semidefinite Funktionen wie die Multiquadric-Kerne ist zum Beispiel für das

TP-Verfahren ohne Weiteres durchführbar. Zum anderen stellt sich die Frage einer

optimalen Kernskalierung, die jedoch bereits im Regressionsfall nicht zufrieden-

stellend geklärt ist. Die Umsetzung von Multiskalenverfahren ist vom numerischen

Standpunkt aus einfach zu bewerkstelligen, allerdings erschwert dies die Fehler-

theorie enorm.

Weiterhin wurden in dieser Arbeit stets mäßig schlecht gestellte Probleme behan-

delt. Eine offene Frage ist daher, ob die zur Verfügung gestellte L2-Theorie auf expo-

nentiell schlecht gestellte Probleme übertragen werden kann. Zudem setzen die her-

geleiteten a-priori-Parameterwahlen die Kenntnis einer Information über die Glatt-

heit der gesuchten Funktion voraus. Eine Anpassung von a-posteriori-Strategien

auf das semi-diskrete Modell könnte sich insofern als hilfreich erweisen. Auch die

in Abschnitt 3.5 vorgestellte Idee zur Einbeziehung von Randinformationen ver-

dient weitere Aufmerksamkeit. Eine Übertragung auf Fredholm-Operatoren ist auf

verschiedene Arten denkbar und sollte im Hinblick auf höhere Raumdimensionen

analysiert werden, da dort der Interpolationsschritt näher zu spezifizieren ist.

Ein anderer interessanter Aspekt ist die Verteilung der Datenpunkte. Zwar ist die

Verwendung aller betrachteten Verfahren für beliebig verstreute Daten möglich,

jedoch bereiten sowohl Fehlerabschätzungen als auch numerische Tests bei nicht

quasi-uniformer Verteilung Probleme. Daher könnten in dieser Situation Punktaus-

wahlverfahren herangezogen werden, um Punkte mit
”
nützlicher“ Information zu

identifizieren und Redundanz zu vermeiden. Typische Vertreter dieser Verfahren

sind sogenannte Greedy-Methoden, deren Anwendung sich im Bildbereich des Ope-

rators anbietet. Auch die Kopplung eines Regressionsschritts mit einer für Netzdaten

vorberechneten Approximativen Inversen zur Operatorinversion ist zu erwägen.

Schließlich sind in der konkreten Anwendung eventuell weitere Vorberechnungen

sinnvoll. Beispielsweise bei der Feature-Rekonstruktion in Kapitel 10 könnte geprüft

werden, ob man von der Kenntnis des kontinuierlichen Adjungierten des Auswert-

operators zwischen Sobolevräumen profitieren kann.

Zusammenfassend wurde eine Reihe praxisrelevanter Algorithmen zur numerischen

Lösung von Integralgleichungen eingeführt und studiert. Insbesondere die SVR-

Methoden und das Verfahren der semi-diskreten Approximativen Inversen erwiesen

sich als vielseitig einsetzbar. Durch genaue Fehleranalysen wurden außerdem zahl-

reiche Zusammenhänge aufgezeigt, die für zukünftige Forschung im Bereich der

inversen Probleme relevant sind.
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