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Zum Seminar

Ablauf
© Erhalt der Themen
@ Einarbeitung in das Thema
© Beispiele mit FreeFem++ und evtl. mit C rechnen
@ Préasentation mit IATEX erstellen
© 1-2 Wochen vor Vortrag Besprechung
@ Vortrag und anschlieBend werden Folien online gestellt
@ Abgabe aller Unterlagen bis spatestens Ende des Semesters
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Lernziele

Wir vertiefen und festigten euer Wissen zu PDEs.
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seid in der Lage euch selbststandig in ein Thema einzuarbeiten

beherrscht den Umgang mit IATEX

°

°

@ konnt numerische Beispiele mit FreeFem++ realisieren

@ konnt Vortrage kritisch beurteilen und selbst welche halten
°

seid in der Lage fachliche Fragen zu stellen
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°

Vortrag

Vortragender:

@ Theorie zum Vortragsthema

@ Présentation von numerischen Beispielen
o Erlauterungen zur FreeFem++ Syntax
°

Diskussion

Zuhorer:
@ Lernen was zum Thema
@ Bekommen Aufgaben zugeteilt:

o Fachexperten (stellen fachliche Fragen)
o Objektive Beobachter (geben Feedback zum Vortrag)



Was ist eine PDE?

Was ist eine PDE?

Sei u eine unbekannte Funktion in d unabhingigen Variablen

x=(x1,...,x4)". So bezeichnet mit p1,...,pqy € N
F X,U,i,...,i,...,ﬁ =0
8X1 aXd 8x1 ~~'8Xd

eine allgemeine partielle Differentialglichung (PDE).
@ Wir sagen die PDE ist von der Ordnung q, falls fiir die
maximal auftretende Ableitung gilt p1 + -+ pqs = q.
@ Hangt die PDE linear von u ab, so heiBt die PDE /inear.

© Enthilt die PDE einen Term, der unabhingig von v ist, so
heiBt sie inhomogen, sonst homogen.



Was ist eine PDE?
Beispiele 1/2

Sei u=u(x):RY = R bzw. u = u(t,x) : Rt x RY = R,

Au = gig—l— +gi§ und deN
Poisson-Gleichung:
—Au(x) = f(x)
Warmeleitungsgleichung:
g;l(t,x) = Au(t,x)
Wellengleichung:
0%u

W(t x) = Au(t, x)



Was ist eine PDE?

Beispiele 2/2

Lineare Elastizitdt (Lamé-Gleichungen):
Sei fiir eine vektorwertige Funktion u = (uy, up, u3)' : R3 — R3

0y
ox;

divu =
Jj=1

Die Lamé-Gleichungen lauten

—pAui(x) — (A + u)a% divu(x) = fi(x) firi=1,23,

wobei A und pu die sogenannten Lamé-Konstanten sind.



Was ist eine PDE?
°

Typeinteilung bei PDEs 2ter Ordnung

Die allg. lineare PDE in zwei Variablen lautet

AL AL ACIN LA LR
8X12 8X1 aXQ 8X22 8 aXQ N

mit a = a(x),...,g = g(x).

Die Gleichung heiBt ...
Q elliptisch, falls A = b? — ac < 0,
@ hyperbolisch, falls A = b? — ac > 0,
@ parabolisch, falls A = b> — ac = 0 und

a b d
Rang<b c e)z



Was ist eine PDE?
°

Anfangs- und Randwertprobleme

Wir betrachten die PDEs stets auf einem beschrankten Gebiet
Q c RY d =2,3 und bei zeitabhingigen Problemen auf dem
Raum-Zeit-Zylinder R™ x Q.

Sei ' = 022 und n der duBere Normalenvektor an Q. Zusatzlich zur
PDE werden je nach Typ Randdaten

e u = gp auf I (Dirichlet-Randbedingung)

e n-Vu= gy auf [ (Neumann-Randbedingung)

@ u+ kn-Vu=ggr auf I (Robin-Randbedingung)
und/oder Anfangsdaten

o u=uyfirt=0inQ

° %:uto firt=0in Q

vorgegeben.



Was ist eine PDE?
°

Klassische Losung

Betrachten wir das Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung in
1D. Sei 2 = (0,1) und es gilt

0?u -
~5a(x) = fx) firxeQ=(0,1), (1)
u(x)=0  firxel ={0,1}.

Im klassischen Sinn ist eine Funktion u gesucht, die (1) punktweise
erfiillt und fiir die gilt

ue C*(Q) N CQ).
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Was ist eine PDE?
°

Klassische Losung

Betrachten wir das Dirichlet-Problem fiir die Poisson-Gleichung in
1D. Sei 2 = (0,1) und es gilt
0%u
~ 52 X)
u(x)
Im klassischen Sinn ist eine Funktion u gesucht, die (1) punktweise
erfiillt und fiir die gilt

(x) fiirx € Q= (0,1),

f'
(1)
0 fir x e I = {0,1}.

ue C*(Q) N CQ).

Sehr starke Voraussetzung an u!!
Uberlegung: u erfiillt fiir alle v € Cl(Q) mit v(0) = v(1) =0

1 0%u du dv



Etwas Funktionalanalysis

Etwas Funktionalanalysis

Banach-Raum:
Ein normierter Vektorraum V' mit Norm || - ||\ heiBt
Banach-Raum, falls er vollstandig bzgl. || - ||v ist.

Vollstandig bedeutet hierbei, dass jede Cauchy-Folge in V
konvergiert.

Hilbert-Raum:
Ist V ein Banach-Raum, dessen Norm duch ein Skalarprodukt

(+,-)v induziert wird, d.h. || - [[v = v/(+,*)v, so heiBt V
Hilbert-Raum.



Etwas Funktionalanalysis
®00

Funktionale und Dualraum
Sei V ein Banach-Raum. Eine Abbildung
F:V—>R
heiBt Funktional. Es wird linear genannt, falls
Flav+ Bw) = aF(v)+ B8F(w) Vo, €R, v,weV
und beschrankt falls
F(WI <clvlv VYveV.

Der Raum V' = {F : V — R | F linear und beschrinkt} heiBt
Dualraum von V. Er ist ein Banach-Raum mit der Norm

F(v
HFHV/ = sup | ( )|
veV,v£0 [v]lv




Etwas Funktionalanalysis
oeo

Bilinearform

Eine Abbildung
a:VxV-=>R

heiBt Bilinearform, falls sie in beiden Argumenten linear ist.

Sie heilt beschrankt, falls eine Konstante ¢; existiert mit
la(u, V)] < allullviivly Vu,veV
und koerziv, falls eine Konstante ¢, existiert mit
a(v.v)| = allv|}, wve Vv
und symmetrisch, falls

a(u,v) =a(v,u) VYu,veV.



Etwas Funktionalanalysis
ocoe

Variationsformulierung

Lemma (Lax-Milgram)

Sei V ein Hilbertraum, a: V x V — R eine beschrankte und
koerzive Bilinearform und F : V — R ein lineares beschrinktes
Funktional. Dann hat die Variationsformulierung

Findeue V: a(u,v)=F(v) VveV

eine eindeutige Losung und es gilt

1
lullv < —[1Fllv.
2




Etwas Funktionalanalysis
°

Schwache Ableitung

Sei a = (a1,...,049)" € NY d € N ein Multiindex und

olelf(x i

Fiir v : Q — R hinreichend glatt folgt mit partieller Differentiation

/uDaqbdx:(—l)'a'/ D ¢dx Yo e C§O(Q).
Q Q



Etwas Funktionalanalysis
°

Schwache Ableitung

Sei a = (a1,...,049)" € NY d € N ein Multiindex und

olelf(x i

Fiir v : Q — R hinreichend glatt folgt mit partieller Differentiation

/uDaqbdx:(—l)'a'/ D ¢dx Yo e C§O(Q).
Q Q

Ein u € L} () besitzt eine a-te schwache Ableitung wenn

Uy € LL (Q) existiert mit

loc

/uDO‘Qde:(—l)'O‘/ Uy pdx Vo € C°(Q).
Q Q
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L>- und Sobolev-Raume

Der Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen
Lo(Q2) = {u: Q= R||ull @) < oo}

ist ein Hilbert-Raum mit

1/2
Nl = ( / |u|2dx> nd (i = [ v
Q Q



Etwas Funktionalanalysis
@00

L>- und Sobolev-Raume

Der Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen
Lo(Q2) = {u: Q= R||ull @) < oo}

ist ein Hilbert-Raum mit

1/2
Nl = ( / |u|2dx> ond (V)i = [ v

Der Sobolev-Raum der Ordnung k € N iiber Q ist definiert durch
HX(Q) = {u € Lo(Q) | D*u € Ly(Q) Vo : |a| < Kk}

Hierbei bezeichnet D die schwachen Ableitungen.



Etwas Funktionalanalysis
oeo

Mehr zu Sobolev-Raumen

H*(Q) ist ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt

(U, V) () = Z / D%u D*v dx

la|<k

und induzierter Norm

1/2
lallisiey = /(o iy = | 3 [ 1D%uP o
la|<k
AuBerdem definieren wir die Seminorm
1/2

|ul i) = Z/|Dau|2dx

|a|=k



Etwas Funktionalanalysis
ooe

Der Raum HZ(€2) und der Spur-Operator

Wir definieren den Unterraum H}(Q) € HY(Q) als

H}(Q) = {ue HYQ)| u =0 auf 6Q}.



Etwas Funktionalanalysis
ooe

Der Raum HZ(€2) und der Spur-Operator

Wir definieren den Unterraum H}(Q) € HY(Q) als

H(Q) = {u € HY(Q) | you = 0 auf 9Q}.

Theorem (Spursatz)

Sei Q c RY, d € N ein beschrinktes Gebiet mit hinreichend
glattem Rand ' = 09Q. Es existiert ein linearer stetiger Operator

vo: HY(Q) = La(T) mit yov=v|r VYve HY(Q)n Q).

YoV heiBt Spur von v auf . Weiter existiert ein Cr > 0 mit

ovliyr < Grliviime) Vv € HY(Q).

Ein analoges Resultat gilt fiir , reguldre” Randstiicke 'p C T.



Etwas Funktionalanalysis
°

Partielle Integration

Sei Q c RY, d € N ein beschrianktes Gebiet mit glattem
Rand I = 9 und duBerem Normalenvektor n = (ny,..., nyg

Partielle Integration

Fir u,v € Hl(Q) gilt

)T

/ u(x ) % (x) dx = /r‘ u(x)v(x)ni(x) dsy — g:( ) v(x) dx

Green'sche Formel

Fiir u € H?(Q) und v € HY(Q) gilt

/VU-VVdX:/aquSX—/diV(VU)VdX,
Q ron Q

wobei du/0n = n - Vu die duBere normale Ableitung ist.

\




Etwas Funktionalanalysis
°

Niitzliche Ungleichungen

Cauchy-Schwarz Ungleichung

Sei X ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-,-)x und induzierter
Norm || - ||x. Es gilt

06 y)x] < lIxlxllyllx  fir x,y € X.




Etwas Funktionalanalysis
°

Niitzliche Ungleichungen

Cauchy-Schwarz Ungleichung

Sei X ein Hilbert-Raum mit Skalarprodukt (-,-)x und induzierter
Norm || - ||x. Es gilt

06 y)x| < Ilxlixllyllx — fir x,y € X.

| A

Poincaré-Friedrich Ungleichung

Sei Q c RY, d € N ein beschrinktes Gebiet. Es existiert eine
Konstante Cp > 0 mit

/Q|u|2 dx < Cp/Q |Vul?dx  VYu € H3(Q).

A

Ein analoges Resultat gilt auch fiir Funktionen aus
HL(Q) = {u € HY(Q)|u=0auf Fp} und ,reguldrem” I'p CT.



Elliptische Gleichungen
©0000

Elliptische Gleichungen: die Poisson-Gleichung

n
—Au=f inQ
u=g auf =0Q
Vorgehen zur Bestimmung der Variati-
onsformulierung;: r

© Multiplikation der PDE mit glatter Testfunktion v

@ Integration liber

© Eliminieren hoherer Ableitungen durch partielle Integration
@ Einarbeiten der Randbedingungen

© Variationsformulierung und Funktionenrdume fiir v und v
bestimmen



Elliptische Gleichungen
©®000

Variationsformulierung 1/2

Multiplikation der PDE mit glatter Testfunktion v, und
Integration iiber Q:

—/Auvdx:/fvdx
Q Q

Eliminieren héherer Ableitungen durch partielle Integration:
Wir verwenden die Green'sche Formel

—/mvdsx—k/VU-Vvdx:/fvdx
r on Q Q

Einarbeiten der Randbedingungen:
Bei Neumann-Randbedingung du/dn = gy wiirde man diese nun
ersetzen. Bei Dirichlet-Randbedingung wihle v =0 auf ' = I'p.



Elliptische Gleichungen
0000

Variationsformulierung 2/2

Variationsformulierung und Funktionenraume bestimmen:

Finde u e HY(Q): ulr=g und a(u,v)=F(v) VYve Hi(Q)

wobei a(u,v):/Vu-Vvdx und F(v):/fvdx
Q Q



Elliptische Gleichungen
0000

Variationsformulierung 2/2

Variationsformulierung und Funktionenraume bestimmen:

Finde u e HY(Q): ulr=g und a(u,v)=F(v) VYve Hi(Q)

wobei a(u,v):/Vu-Vvdx und F(v):/fvdx
Q Q

Achtung: Lax-Milgram nicht anwendbar!



Elliptische Gleichungen
0000

Variationsformulierung 2/2
Variationsformulierung und Funktionenraume bestimmen:
Finde ue HY(Q): wulr=g und a(u,v)=F(v) VYve HQ)

wobei a(u,v):/Vu-Vvdx und F(v):/fvdx
Q Q

Achtung: Lax-Milgram nicht anwendbar!

Setze u = ug + ug mit ugp =0 und u; = g auf I = I'p. Es folgt



Elliptische Gleichungen
0000

Variationsformulierung 2/2

Variationsformulierung und Funktionenraume bestimmen:

Finde u e HY(Q): ulr=g und a(u,v)=F(v) VYve Hi(Q)

wobei a(u,v):/Vu-Vvdx und F(v):/fvdx
Q Q

Achtung: Lax-Milgram nicht anwendbar!

Setze u = ug + ug mit ugp =0 und u; = g auf I = I'p. Es folgt

Finde up € H3(Q) . a(uo,v) = F(v) Vv € H}(Q)

wobei /N-_(v):/fvdxa(ug,v)
Q



Elliptische Gleichungen
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Existenz und Eindeutigkeit der Lésung

Dies wird mit dem Lemma von Lax-Milgram bewiesen.
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Elliptische Gleichungen
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Existenz und Eindeutigkeit der Lésung

Dies wird mit dem Lemma von Lax-Milgram bewiesen.

Beweise fiir
a(u,v) = / Vu-Vvdx
Q
@ Linearitat

o Beschranktheit auf H}(2) (Cauchy-Schwarz)
o Koerzivitit auf H}(Q2) (Poincaré-Friedrich)

Beweise fiir
F(v) = / fvdx —a(ug,v)
Q
o Linearitdt
o Beschrinktheit auf H3(Q2) (Cauchy-Schwarz, evtl. Spursatz)

—>  Existenz und Eindeutigkeit von uy € H3(Q)



Elliptische Gleichungen
ooooe

Galerkin Approximation

Finde up € V:  a(up,v) = ?(v) YveV
\
Finde ugp € Vi a(uon, vh) = It_(vh) Yv € Vp
wobei V,CV mit dimV, <
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Galerkin Approximation
Finde up € V:  a(up,v) = F(v) VYveV
4
Finde Up,n € V- a(u07h, Vh) = :E(Vh) Yv € V)
wobei V,CV mit dimV, <

Ist {¢1,...,¢n} eine Basis von Vj, und ugp = D7 1 ajp; ergibt
sich das lineare Gleichungssystem

Aa=b mit A,'j = a(cpj,gp,-), b; = :E(go,'), ihj=1...,n.



Elliptische Gleichungen
ooooe

Galerkin Approximation
Finde up € V:  a(up,v) = F(v) VYveV
4
Finde Up,n € V- a(u07h, Vh) = :E(Vh) Yv € V)
wobei V,CV mit dimV, <

Ist {¢1,...,¢n} eine Basis von Vj, und ugp = D7 1 ajp; ergibt
sich das lineare Gleichungssystem

Aa=b mit A,'j = a(cpj,gp,-), b,' = :E(go,'), i,j = 1, ey n.
Finite Elemente
Methode:

Q2 ~ Th(R2)




