
Motivation Glättungseffekt durch Mitteln der Geschwindigkeit Konvergenz der Stromdichte
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Modifiziertes Vlasov-Maxwell-System

Seien f0 ≥ 0, E0 und B0 bekannte Daten zum Zeitpunkt t = 0.
Wir betrachten das modifizierte Vlasov-Maxwell-System

ft + v · ∇x f + (E + v × B) · ∇v f = 0,

∂tE = c∇× B − jε ∇ · E = ρ

∂tB = −c∇× E ∇ · B = 0.

Dabei ist

ρ = 4π

∫
f dv und j = 4π

∫
vf dv

und jε = δε ∗ j mit δε dem Standard-Friedrichs-Mollifier.
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Modifiziertes Vlasov-Maxwell-System

Ein AWP für dieses System besitzt eine global glatte Lösung bei
festem ε > 0.
Sei also (f n,En,Bn) eine solche approximative Lösung bzgl. δn.
Dann gilt:

d

dt

∫∫
(f n)2dvdx = 0,

d

dt

(∫∫
|v |2f ndvdx +

∫
(|E |2 + |B|2)dx

)
= 0.
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Ansatz für Konvergenzbeweis

Unter der Annahme f n(0, x , v) ≥ 0 haben wir wegen schwacher
Kompaktheit eine Teilfolge (nk), so dass

Enk ⇀ E , Bnk ⇀ B in L2((0,T )× R3);

f nk ⇀ f in L2((0,T )× R3 × BR).

Folglich ∂t f
n ⇀ ∂t f in D′((0,∞)× R3 × BR).
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Ansatz für Konvergenzbeweis

Für die Konvergenz des nichtlinearen Terms betrachten wir für
φ ∈ D((0,∞)× R3 × R3)

∫∫∫
φ(En + v × Bn) · ∇v f

ndvdxdt

= −
∫∫∫

∇vφ · (En + v × Bn)f ndvdxdt.

Definiert man φ = φ̃(t, x)Ψ(v), benötigt man die Konvergenz von

∫∫
φ̃(t, x)En(t, x) ·

∫
ψ(v)f ndvdxdt für ψ ∈ D(R3).

Dabei sei ψ = ∇vΨ.
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Ansatz für Konvergenzbeweis

Aus starker Konvergenz von∫
fn(·, ·, v)ψ(v)dv →

∫
f (·, ·, v)ψ(v)dv ∈ L2((0,T )× BR)

für beliebige T , R, folgt die vorherige Aussage.
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Ansatz für Konvergenzbeweis

Wir wollen nun die Konvergenz jn → j in D′ von der starken
L1-Konvergenz

∫
fn(·, ·, v)ψ(v)dv →

∫
f (·, ·, v)ψ(v)dv ∈ L1((0,T )× BR)

ableiten, wobei ψ stetig sei mit ψ(v) = o(|v |2) für |v | → ∞.
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Beweis der Abschätzung

Im Folgenden wird u.a. gezeigt:
Ist f ∈ L2(R× R3 × R3) eine Lösung von

∂t f + v · ∇x f = g ∈ L2(R× R3 × R3), (1)

dann gilt ∫
f (t, x , v)ψ(v)dv ∈ H1/2(R× R3)

für ein ψ ∈ D(R3).

Durch diese gemittelte Geschwindigkeit verbessert sich also die
Regularität in den Raum- und Zeitvariablen.
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Beweis der Abschätzung

Für das Vlasov-Maxwell System verlangen wir, dass g eine
Ableitung bzgl. v ist.

Dann lässt sich für
g =

∑
|α|≤m

Dα
v gα

mit gα ∈ L2(R×R3×R3) die Gleichung aus (1) verallgemeinern zu∫
f (t, x , v)ψ(v)dv ∈ Hs(R× R3) mit s =

1

2(1 + m)
.
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Beweis der Abschätzung

Satz 1

Sei m ∈ N, R ∈ (0,∞), ψ ∈ D(BR).
Ferner erfülle f ∈ L2(R× R3 × BR)

∂t f + v · ∇x f =
∑
|α|≤m

Dα
v gα in D′(R× R3 × BR),

wobei gα ∈ L2(R× R3 × BR) für alle α mit |α| ≤ m.
Dann existiert eine Konstante c = c(m,R, ψ) > 0, so dass∫

BR

f (·, ·, v)ψ(v)dv ∈ Hs(R× R3) mit s =
1

2(1 + m)

und∣∣∣∣∣∣∣∣ ∫
BR

f ψ dv

∣∣∣∣∣∣∣∣
Hs

≤ c

[
||f ||L2(R×R3×BR) +

∑
|α|≤m

||gα||L2(R×R3×BR)

]
.



Motivation Glättungseffekt durch Mitteln der Geschwindigkeit Konvergenz der Stromdichte

Beweis der Abschätzung

Im Folgenden wird nur der Fall m = 1 bewiesen. Es gilt:

∥∥∥∥∫
BR

f (·, ·, v)ψ(v)dv

∥∥∥∥2

H1/4

≤
∫∫ ∣∣∣∣∫ f̂ (τ, ξ, v)ψ(v)dv

∣∣∣∣2 (1 + |τ |1/2 + |ξ|1/2
)
dξdτ

≤ ||ψ||22||f̂ ||22 +

∫∫ ∣∣∣∣∫ f̂ (τ, ξ, v)ψ(v)dv

∣∣∣∣2 (|τ |1/2 + |ξ|1/2
)
dξdτ.︸ ︷︷ ︸

=:J
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Beweis der Abschätzung

Wir definieren

I (τ, ξ) =

∫
f̂ (τ, ξ, v)ψ(v)dv ∈ L2(R× R3). (2)

Hierfür lässt sich folgende Abschätzung beweisen:

|I | ≤ c(||f̂ (τ, ξ, ·)||2 + ||ĝ(τ, ξ, ·)||2)(
|ξ|−1/2χ|τ |≤R|ξ|+2 +

1 + |ξ|
τ2 − R2|ξ|2

χ|τ |>R|ξ|+2

)1/2

.
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Beweis der Abschätzung

Schreibe J = J1 + ...+ J5, wobei

J1 =

∫∫
|I (τ, ξ)|2|τ |1/2χ|ξ|>1dξdτ,

J2 =

∫∫
|I (τ, ξ)|2|τ |1/2χ|ξ|≤1χ|τ |>R+2dξdτ,

J3 =

∫∫
|I (τ, ξ)|2|τ |1/2χ|ξ|≤1χ|τ |≤R+2dξdτ,

J4 =

∫∫
|I (τ, ξ)|2|ξ|1/2χ|ξ|>1dξdτ,

J5 =

∫∫
|I (τ, ξ)|2|ξ|1/2χ|ξ|≤1dξdτ.
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Beweis der Abschätzung

Definiere Φ(τ, ξ) = ||f̂ (τ, ξ, ·)||2 + ||ĝ(τ, ξ, ·)||2 und erhalte

J1 ≤ bR

∫∫
Φ2(τ, ξ)dξdτ.

J2 ≤ cR

∫∫
Φ2(τ, ξ)dξdτ.

und entsprechend

J4 ≤ dR

∫∫
Φ2(τ, ξ)dξdτ.
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Beweis der Abschätzung

Bei J3 liefert eine direkte Rechnung

|J3| =

∫∫
|I (τ, ξ)|2|τ |1/2χ|ξ|≤1χ|τ |≤R+2dξdτ

≤ (R + 2)1/2

∫∫ ∣∣∣∣ ∫ f̂ (τ, ξ, v)ψ(v)dv

∣∣∣∣2dξdτ
≤ (R + 2)1/2||ψ||22||f̂ ||22
≤ c||f̂ ||22.
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Beweis der Abschätzung

Zum Schluss schreiben wir analog zu J3

J5 =

∫∫
|I (τ, ξ)|2|ξ|1/2χ|ξ|≤1dξdτ ≤ c ||f̂ ||22.

Fügt man alle Terme zusammen, erhält man schließlich:∥∥∥∫
BR

f (·, ·, v)ψ(v)dv
∥∥∥
H1/4(R×R3)

≤ c(||f̂ ||22 + ||ĝ ||22)1/2.
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Konvergenz der Stromdichte in L1

Satz 2

f n ∈ C 1([0,∞)× R3 × R3)

En,Bn ∈ C 0((0,∞)× R3)

sei eine Lösung des modifizierten Vlasov-Maxwell-Systems, so dass

f n ≥ 0 für alle n,∫∫
(f n)2dvdx ≤ c2 für alle n,∫∫
|v |2f ndvdx +

∫
(|En|2 + |Bn|2)dx ≤ c3 für alle n.

Weiter sei T > 0 beliebig und es gelte f n ⇀ f in
L2((0,T )×R3 ×R3) für eine Teilfolge (nk). Für ψ ∈ C 0(R3) gelte
|ψ(v)| = o(|v |2) für |v | → ∞. Dann gilt für jedes S <∞:

∫
f nk (·, ·, v)ψ(v)dv →

∫
f (·, ·, v)ψ(v)dv in L1((0,T )× BS).
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Konvergenz der Stromdichte in L1

Ohne Einschränkung sei
∫∫

f |v |2dvdx ≤ c3, also

∫ T

0

∫
BS

∫
f |ψ|dvdxdt =

∫ T

0

∫
BS

∫
B1

f |ψ|dvdxdt

+

∫ T

0

∫
BS

∫
Bc

1

f
|ψ|
|v |2
|v |2dvdxdt

≤ sup
|v |≤1

|ψ(v)|||f ||L2((0,T )×R3×R3) · cT 1/2|BS |1/2

+ sup
|v |≥1

|ψ(v)|
|v |2

· c3T

<∞

Mit dem Satz von Fubini ist also∫
f (·, ·, v)ψ(v)dv ∈ L1((0,T )× BS).
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Konvergenz der Stromdichte in L1

Schritt 1

Man zeigt mit Hilfe von Satz 1

∫
f nk (·, ·, v)ψ(v)dv →

∫
f (·, ·, v)ψ(v)dv in L1((0,T ),BS)

für den Spezialfall ψ ∈ D(R3) und eine Teilfolge von f n beschränkt
in L∞((0,T )× R3 × R3).
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Konvergenz der Stromdichte in L1

Schritt 2

Man zeigt, dass für ψ ∈ D(R3) eine Folge ψm mit ||ψm − ψ||2 → 0
existiert, sodass für festes T und S∫ T

0

∫
BS

∣∣∣∣ ∫ f nψm dv −
∫

f ψm dv

∣∣∣∣dxdt (3)

gegen 0 konvergiert.
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Konvergenz der Stromdichte in L1

Schritt 3

Sei ψ ∈ C 0
0 (R3). Wähle eine Folge (ψm)m ⊂ D(R3) mit

||ψm − ψ||2 → 0, und T , S fest.

Nach Schritt 2 existiert eine Teilfolge, sodass für jedes m gilt∫
f nψmdv

n→∞→
∫

f ψmdv in L1((0,T )× BS).
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Konvergenz der Stromdichte in L1

Somit folgt

∫ T

0

∫
BS

∣∣∣∣ ∫ f nψdv −
∫

f ψdv

∣∣∣∣dxdt
≤
∫ T

0

∫
BS

∫
f n|ψ − ψm|dvdxdt

+

∫ T

0

∫
BS

∣∣∣∣ ∫ f nψmdv −
∫

f ψmdv

∣∣∣∣dxdt
+

∫ T

0

∫
BS

∫
f |ψ − ψm|dvdxdt

≤ ||f n||L2((0,T )×BSR3) · ||ψ − ψm||2 · cT ,S

+

∫ T

0

∫
BS

∣∣∣∣ ∫ f nψmdv −
∫

f ψmdv

∣∣∣∣dxdt
+ ||f ||L2((0,T )×BS×R3) · ||ψ − ψm||2 · cT ,S .
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Konvergenz der Stromdichte in L1

Schritt 4

Sei nun ψ wie im Satz mit ψ(|v |) = o(|v |2), |v | → ∞. Wähle
(ζM)M ⊂ D(R3) mit ζM ≡ 1 auf BM und 0 ≤ ζM ≤ 1.

Nun wenden wir Schritt 3 auf ζMψ an. Für feste T ,S > 0 existiert
eine Teilfolge f n, so dass für alle M ∈ N gilt∫

f nζMψ dv →
∫

f ζMψ dv für n→∞

in L1((0,T )× BS).
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Konvergenz der Stromdichte in L1

Wir schreiben nun

∫ T

0

∫
BS

∣∣∣∣ ∫ f nψdv −
∫

f ψdv

∣∣∣∣dxdt
≤ sup

n

∫ T

0

∫
BS

∫
f n(1− ζM)|ψ|dvdxdt

+

∫ T

0

∫
BS

∣∣∣∣ ∫ f nζMψdv −
∫

f ζMψdv

∣∣∣∣dxdt
+

∫ T

0

∫
BS

∫
f (1− ζM)|ψ|dvdxdt.
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Konvergenz der Stromdichte in L1

Für den ersten Term erhalten wir

sup
n

∫ T

0

∫
BS

∫
f n(1− ζM)|ψ|dvdxdt

≤ sup
|v |≥M

|ψ(v)|
|v |2

· sup
n

∫ T

0

∫
BS

∫
|v |≥M

f n|v |2dvdxdt

≤ sup
|v |≥M

|ψ(v)|
|v |2

· c3T

→ 0 für M →∞

Damit ist der Satz gezeigt.
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Konvergenz der Stromdichte in L2

Unter der zusätzlichen Annahme, dass für alle T ,P > 0

{f n(t, ·, ·)2 : n ∈ N, t ∈ [0,T ]}

relativ schwach kompakt in L1(BP × BP) ist, existiert für alle
ψ ∈ D(R3) eine Teilfolge (nk), so dass∫

f nk (·, ·, v)ψ(v)dv →
∫

f (·, ·, v)ψ(v)dv

in L2((0,T )× BS).
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Konvergenz der Stromdichte in L2

Es bleibt zu zeigen, dass {(
∫
f n(·, ·, v)ψ(v)dv)2} relativ schwach

kompakt in L1((0,T )× BS) ist.

Dafür reicht es zu zeigen, dass

1 {(
∫
f nψdv)2} ist beschränkt in L1((0,T )× BS).

2 Für alle ε > 0, dann existiert ein δ > 0 so, dass für alle
A ⊂ (0,T )× BS mit |A| ≤ δ, und für alle n gilt:∫ ∫

A

(∫
f nψdv

)2

dxdt ≤ ε.
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Konvergenz der Stromdichte in L2

Wir haben also die punktweise Konvergenz der Teilfolge

∫
f n(·, ·, v)ψ(v)dv →

∫
f (·, ·, v)ψ(v)dv f.s. auf (0,T )× BS ,

die aus der bereits gezeigten L1-Konvergenz folgt.

Die starke Konvergenz einer Teilfolge in L2((0,T )×BS) folgt dann
mit dem Satz von Vitali.
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Ausblick

Folgende Fragen sind noch zu klären:

Regularität der Anfangsdaten (f0,E0,B0)

Regularität einer globalen schwachen Lösung (f ,E ,B) für das
Anfangswertproblem des Vlasov-Maxwell-Systems.
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Ausblick

Wir nehmen an, dass die Anfangsdaten∫∫
(1 + |v |2)f0 dvdx <∞

erfüllen, wobei f0 ∈ L2(R6) mit f0 ≥ 0 und E0,B0 ∈ L2(R3).
Dann finden wir eine Folge (f n0 )n ⊂ D mit

f n0 → f0 in L2(R6) und

∫∫
(1 + |v |2)|f n0 − f0|dvdx → 0.

Des Weiteren approximieren wir die Daten für E und B in L2(R3)
durch Folgen (En

0 )n und (Bn
0 )n.
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Ausblick

Dann existiert eine globale schwache Lösung (f ,E ,B) für das
Anfangswertproblem des Vlasov-Maxwell-Systems.

Diese Lösungen sind regulär im Sinne von

f ∈ L∞([0,∞); L1(R6) ∩ L2(R6))

E ,B ∈ L∞([0,∞); L2(R3)).
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Zusammenfassung

Satz 1 liefert folgende Abschätzung∣∣∣∣ ∫
BR

f (·, ·, v)ψ(v)dv

∣∣∣∣
Hs

≤ c

[
||f ||L2(R×R3×BR) +

∑
|α|≤m

||gα||L2(R×R3×BR)

]
Satz 2 liefert uns die Konvergenz von∫

f nk (·, ·, v)ψ(v)dv →
∫

f (·, ·, v)ψ(v)dv in L1((0,T )× BS).

Die starke Konvergenz einer Teilfolge in L2((0,T )× BS) folgt
aus einem Kompaktheitsargument.

Für die schwachen Lösungen des Vlasov-Maxwell-Systems gilt

f ∈ L∞([0,∞); L1(R6) ∩ L2(R6))

E ,B ∈ L∞([0,∞); L2(R3)).
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