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Modifiziertes Vlasov-Maxwell-System

Seien fy > 0, Ep und By bekannte Daten zum Zeitpunkt t = 0.
Wir betrachten das modifizierte Vlasov-Maxwell-System

fr+v-Vyf+(E4+vxB) -V, f=0,
OE =cV x B—j° V-E=p
0tB=—-cV xE V-B=0.

Dabei ist
p:47r/fdv undj:47r/vfdv

und j¢ = J, * j mit 6. dem Standard-Friedrichs-Mollifier.
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Modifiziertes Vlasov-Maxwell-System

Ein AWP fiir dieses System besitzt eine global glatte Losung bei

festem € > 0.
Sei also (", E", B™) eine solche approximative Losung bzgl. d,.

Dann gilt:
% //(f”)zdvdx =0,

(i<//\v[2f”dvdx+/(]E|2+|3!2)dx) - 0.
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Ansatz fiir Konvergenzbeweis

Unter der Annahme 7"(0, x, v) > 0 haben wir wegen schwacher
Kompaktheit eine Teilfolge (ng), so dass

E* ~E, B"™ ~B in L?(0,T)xR3;

fe —~f in L2((0, T) x R® x Bg).
Folglich 0;f" — 0,f in D'((0,00) x R3 x Bg).
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Ansatz fiir Konvergenzbeweis

Fiir die Konvergenz des nichtlinearen Terms betrachten wir fiir
# € D((0,00) x R3 x R3)

// H(E"+v x B") -V, f"dvdxdt

_ /// V.o (E"+ v x BM)f"dvdxdt.

Definiert man ¢ = ¢(t,x)¥(v), benstigt man die Konvergenz von

// qB(t,x)E"(t,x)./w(v)f"dvdxdt fir 1 € D(R?).

Dabei sei v = V, V.
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Ansatz fiir Konvergenzbeweis

Aus starker Konvergenz von

/fn(~,-,v)¢(v)dv—>/f(~,-,v)¢(v)dv e 1%((0,T) x Bg)

fiir beliebige T, R, folgt die vorherige Aussage.
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Ansatz fiir Konvergenzbeweis

Wir wollen nun die Konvergenz j” — j in D’ von der starken
L1-Konvergenz

/f,,(-,-,v)z/z(v)dv—>/f(-,-,v)z/z(v)dv e 1}((0, T) x Bg)

ableiten, wobei 1 stetig sei mit 1(v) = o(|v|?) fiir |v| — oo.
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Beweis der Abschitzung

Im Folgenden wird u.a. gezeigt:
Ist f € L2(R x R® x R3) eine Losung von

Oif +v-Vif =ge L>(R xR x R?), (1)
dann gilt
/f(t,x, V)Y(v)dv € HY2(R x R?)

fiir ein 1 € D(R3).

Durch diese gemittelte Geschwindigkeit verbessert sich also die
Regularitdt in den Raum- und Zeitvariablen.
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Beweis der Abschitzung

Fiir das Vlasov-Maxwell System verlangen wir, dass g eine
Ableitung bzgl. v ist.

Dann |asst sich fur

g= > Dje

|| <m
mit g, € L2(R x R3 x R3) die Gleichung aus (1) verallgemeinern zu

1

/f(t,x, V)(v)dv € HS(R x R?) mit s = )
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Satz 1

SeimeN, Re(0,00), v € D(BR).
Ferner erfiille f € L?(R x R3 x Bg)

Of +v-Vif =) Dlga in D'(RxRx Bg),

laj<m

wobei g, € L2(R x R3 x BR) fiir alle a mit |a] < m.
Dann existiert eine Konstante ¢ = c(m, R, ) > 0, so dass

1

/BR e Ry € R R Wit &= ey

und
H/ fip dv
Br

SC[’fHLQ(RXR3><BR)+ > llgalliz@xrexsg) |-
HS

la<m
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Beweis der Abschitzung

Im Folgenden wird nur der Fall m =1 bewiesen. Es gilt:

2

| eempomad

< //‘/f(r,g, V)Y (v)dv
<WiBIE + [f ][ & (w2 + g7) acar

=:J

2
(14 172 + ¢[*?) agar
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Beweis der Abschitzung

Wir definieren
I(1,€) = / F(r,&,v)Y(v)dv € L2(R x R3). (2)
Hierfiir |dsst sich folgende Abschatzung beweisen:
1] < eI (&, )l2 + 118(7,€,)12)

- 1+ I¢] 2
1/2
<|§| Xpri<Rils2 + 5 R2ep XIr>RiE2 |
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Beweis der Abschitzung

Schreibe J = J; + ... + J5, wobei

5= [ [ g g
VRS //’/(77§)|2‘7—|1/2X£|§1XT|>R+2d§d7'a
5= [ [ U ORI i<z
5= [ [ 11 g-adgar
s = [ [ ORI g crdsar.
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Beweis der Abschitzung

Definiere (7, &) = ||F(7,&,-)||2 + ||&(7, €, )||2 und erhalte

Ji < bR / / (7, £)dédr.

b <cp / / (7, £)dédr.

und entsprechend

Jy < dg / / (7, £)dédr.
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Beweis der Abschitzung

Bei J3 liefert eine direkte Rechnung

| h| = //|/(T,€)\2!T\1/2X|g<1X|T|<R+2d§dT
2

(R +2)1/? F(r, &, v)v(v)dv| dedr

(R+2)1/2H¢H2Hf|\z
cll 13-

ARV
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Beweis der Abschitzung

Zum Schluss schreiben wir analog zu J3

Js = / / (7. €) PIE[M2x 1< dédr < |7

Fligt man alle Terme zusammen, erhalt man schlieBlich:

| [ ot < c(IFIB + 2112)2

HY/4(RxR3) —
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Satz 2

f™ e C1([0,00) x R® x R®)
E", B" € C°((0,00) x R®)

sei eine Lésung des modifizierten Vlasov-Maxwell-Systems, so dass
o " >0 fir alle n,
o [[(f")?dvdx < c fiir alle n,
o [[|v|*f"dvdx + [(|E"2 + |B"|?)dx < c; fiir alle n.
Weiter sei T > 0 beliebig und es gelte f" — f in
L2((0, T) x R3 x R3) fiir eine Teilfolge (nk). Fiir ¢ € CO(R3) gelte
[v(v)| = o(|v|?) fiir |v| — co. Dann gilt fiir jedes S < oo:

/f"k(-, dv—>/ - v)dv in LY((0, T) x Bs).
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Konvergenz der Stromdichte in Lt

Ohne Einschrankung sei [ f|v|?dvdx < cs, also

T T
/ / /f|1j}|dvdxdt:/ / / fly|dvdxdt
0 Bs Bs J B
/ / f W’ \v|2dvdxdt
Bs J B¢

< sup [(v )|||f||L2((o,T)xR3xR3)'CTl/2|Bs\1/2

lvI<1
+ sup |¢(‘/2)| -ca T
vzt v

< 00

Mit dem Satz von Fubini ist also
[ (- v)p(v)dv € LY((0, T) x Bs).
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Schritt 1

Man zeigt mit Hilfe von Satz 1

/wa mp+/ o v)p(v)dv in LY((0, T), Bs)

fiir den Spezialfall 1) € D(R3) und eine Teilfolge von f" beschrinkt
in L°((0, T) x R3 x R3).
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Schritt 2

Man zeigt, dass fiir 1) € D(R3) eine Folge 1, mit ||[¢m — |2 — 0
existiert, sodass fur festes T und S

/OT/BS [ #m v [ fm av

gegen 0 konvergiert.

dxdt (3)
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Schritt 3

Sei ¢ € CY(R3). Wihle eine Folge (¢m)m C D(R3) mit
||Vm — ¥||2 = 0, und T, S fest.

Nach Schritt 2 existiert eine Teilfolge, sodass fiir jedes m gilt

/f"¢mdv”i>”/f¢mdv in L1((0, T) x Bs).
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Konvergenz der Stromdichte in Lt

Somit folgt

dxdt

[
/ / [ #7100 = daldvdras
[ L e e
/ /B [ 16 = valavaxat

< |1F"20,7)xBsR3) * || — ¥mll2 - cT s

+/ /BS /f"zpmdv—/wmdv

+ 11l 20, TyxBs xR3) * || — ¥ml[2 - c7 5.

dxdt

dxdt
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Schritt 4

Sei nun ¢ wie im Satz mit ¥ (|v|) = o(]v|?), |v| — oco. Wihle
(Cm)m € D(R3) mit ¢y =1 auf By und 0 < ¢y < 1.

Nun wenden wir Schritt 3 auf {yv an. Fiir feste T, 5 > 0 existiert
eine Teilfolge f", so dass fiir alle M € N gilt

/f"gw dv — /fgw dv  fiir n — oo

in L1((0, T) x Bs).
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Konvergenz der Stromdichte in Lt

Wir schreiben nun

/OT/BS /f”zpdv—/fz/zdv

Ssunp/OT/Bs/f"(lcM)|w|dvdxdt
+/OT/BS /f"cwdv—/fgwdv
+/0T/Bs/f(1—CM)|¢]dvdxdt.

dxdt

dxdt
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Konvergenz der Stromdichte in Lt

Fir den ersten Term erhalten wir

-
sup/ / /f”(l—CM)|1/)|dvdxdt

< sup / / / f)v[2dvdxdt
lvI>m V| Bs Jv|>M

< sup (V)] a3 T

T vizm [v[?

—0 firM —

Damit ist der Satz gezeigt.



Konvergenz der Stromdichte
®00

Konvergenz der Stromdichte in e

Unter der zusatzlichen Annahme, dass fiir alle T, P > 0
{f(t,-,)? :neN,te[0, T]}

relativ schwach kompakt in L}(Bp x Bp) ist, existiert fiir alle
1 € D(R3) eine Teilfolge (nk), so dass

/ (-, v)Y(v)dv — / (-, v)Y(v)dv
in L2((0, T) x Bs).
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Konvergenz der Stromdichte in e

Es bleibt zu zeigen, dass {([ f"(-,, v)i(v)dv)?} relativ schwach
kompakt in L}((0, T) x Bs) ist.
Dafiir reicht es zu zeigen, dass

O {(J f™pdv)?} ist beschrinkt in L1((0, T) x Bs).
@ Fiir alle e > 0, dann existiert ein § > 0 so, dass fiir alle
A C (0, T) x Bs mit |A] <4, und fiir alle n gilt:

// </f"¢dv) dxdt < e.
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Konvergenz der Stromdichte in e

Wir haben also die punktweise Konvergenz der Teilfolge

/f”(.,~,v)w(v)dv—> /f(~,-,v)w(v)dv fs. auf (0, T) x Bs,
die aus der bereits gezeigten L'-Konvergenz folgt.

Die starke Konvergenz einer Teilfolge in L2((0, T) x Bs) folgt dann
mit dem Satz von Vitali.
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Ausblick

Folgende Fragen sind noch zu klaren:

o Regularitat der Anfangsdaten (fo, Eo, Bo)

@ Regularitat einer globalen schwachen Lésung (f, E, B) fiir das
Anfangswertproblem des Vlasov-Maxwell-Systems.
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Ausblick

Wir nehmen an, dass die Anfangsdaten

//(1 + |v[A)fy dvdx < oo

erfiillen, wobei fy € L2(R®) mit fy > 0 und Eo, By € L%(R3).
Dann finden wir eine Folge (fy"), C D mit

i — fo in L2(R®) und

//(1 + |v|?)|fg = foldvdx — 0.

Des Weiteren approximieren wir die Daten fiir £ und B in L?(R3)
durch Folgen (EJ), und (Bg)n.
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Ausblick

Dann existiert eine globale schwache Lésung (f, E, B) fiir das
Anfangswertproblem des Vlasov-Maxwell-Systems.

Diese Losungen sind reguldr im Sinne von

f e L([0, 00); L*(R®) N L2(RO))

E,B e L]0, 0); L?(R3)).
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Zusammenfassung

@ Satz 1 liefert folgende Abschitzung

(-, v)Y(v)dv

’ Br Hs

< C[||f||L2(RxR3xBR) + Z HgaHL2(R><R3><BR)]

laj<m

@ Satz 2 liefert uns die Konvergenz von

/f"k(., dv—>/f L v)Y(v)dv in L1((0, T) x Bs).

o Die starke Konvergenz einer Teilfolge in L2((0, T) x Bs) folgt
aus einem Kompaktheitsargument.

o Fiir die schwachen Losungen des Vlasov-Maxwell-Systems gilt
f € L°°([0, 00); L}(R®) N L3(R%))
E, B € L°°([0, 00); L2(R3)).
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