Kapitel 27

Fourier-Transformation

27.1 Einfijhrung (periodische Fortsetzung; kontinuierliches Spek-

trum)

Die Integraltransformation im Mittelpunkt der hier ausgefiihrten Be-
trachtungen ist die Fourier-Transformationen. Es sei vorweggeschickt,
dass mittels Integraltransformationen ein Problem derart transformiert
werden soll, dass es in der neuen Form gelost werden kann. Der
wesentliche Punkt ist, dass anschliefend eine Riicktransformation
moglich sein muss, die auf die Losung des urspriinglichen Problems
fithrt. M.a.W. muss eine Intergaltransformation invertierbar sein.

Fiir die folgenden Betrachtungen gibt es eine Vielzahl von Anwen-
dungen etwa in der mathematischen Physik. Man denke vor Allem
auch an die Informationstechnologie (Signale senden, {iibertragen,
empfangen, analysieren, verarbeiten ... ).

Idee. Man betrachte als Standardbeispiel dieses Kapitels die nicht pe-
riodische Funktion f: [—m, 7] — R,

1, falls — 7 <ax<m,
f(z) =

0, falls |z| > 7.

Studiert wird also ein typisches Ein- und Ausschaltsignal.

Da die Funktion nicht-periodisch ist, kann die Theorie aus Kapi-
tel 26 nicht angewandt werden. Deshalb betrachtet man zunéchst die
Einschriankung fii s 9, der Funktion f auf das Intervall [—2m,27],
d.h. fi_or2x ist lediglich definiert auf dem Intervall [—27,27] und es
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—T ™

Abbildung 27.1: Das Signal.

gilt fiir alle x mit |z| < 27 f_or9n(z) = f(x). Diese Funktion wird
fortgesetzt als Funktion mit der Periode 4w, so wie es in Abbildung
27.2 dargestellt ist. Es ist eine periodische Funktion mit der Periode 47
entstanden, deren Spektrum nach Kapitel 26 analysiert werden kann.
Es handelt sich dabei um ein diskretes Spektrum, die Grundschwin-
gung hat die Frequenz 1/2, die Oberschwingungen sind Vielfache davon
(vgl. Abbildung 27.3).

f(z)
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Abbildung 27.2: Die 4m-periodische Fortsetzung.

In der obigen Konstruktion (Einschrinkung und periodische Fortset-
zung) ersetze man nun 27 durch [m, [ € N. Die Situation ist in Abbil-
dung 27.4 angedeutet. Die Grundschwingung hat nun die Frequenz 1/1,
die Oberschwingungen sind wiederum Vielfache davon. Man erkennt
in Abbildung 27.5, dass die Eintragungen des Spektrums fiir grofle [
immer nidher zusammenriicken.

Abbildung 27.4 suggeriert nun einerseits, dass sich beim Grenziiber-
gang [ — oo das Spektrum des nicht-periodischen Ein- und Ausschalt-
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1/2 w

Abbildung 27.3: Das Spektrum der 47-periodischen Fortsetzung.

f(z)

—lIr —Tr T %8

Abbildung 27.4: Die 2Im-periodische Fortsetzung.

signals ergeben sollte.

Abbildung 27.5 suggeriert andererseits, dass beim Grenziibergang
aus dem diskreten ein kontinuierliches Spektrum entstehen sollte.

Die nachfolgende “prézisierte Heuristik” ist aus zwei Griinden recht
ausfiihrlich gehalten:

i) Sie bietet die schone Moglichkeit, eine Vielzahl von Grundbe-
griffen der Analysis (Konvergenz, Konvergenz von Reihen, unei-
gentliche Integrale, Riemannsche Zwischensummen, Vertauschung
von Grenzwerten, absolute Konvergenz, harmonische Reihe, Kon-
vergenzkriterium von Leibniz) anhand eines wesentlichen Anwen-
dungsbeispiels ins Gedéchtnis zu rufen bzw. zu zeigen, wie diese
ineinander greifen.

i1) In der Literatur werden zwei unterschiedliche Zugénge gewahlt:
Entweder wird ein rigoroser mathematischer Beweis présentiert,
was hier nicht geschehen soll. Oder aber es wird versucht, die
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1/1 w

Abbildung 27.5: Das Spektrum der [7-periodischen Fortsetzung.

Fourier-Transformation mit Grenzwertbetrachtungen aus dem pe-
riodischen Fall herzuleiten, wie es bereits angedeutet wurde. Dabei
werden leider oft in unzuléssiger Weise Grenzwerte vertauscht und
die entscheidende Idee geht aufgrund einer unsauberen Notation
verloren. In der Tat konnte fiir die folgenden Rechnungen kein Zi-
tat in der gédngigen Literatur gefunden werden.

“Prazisierte Heuristik”. Man betrachte den Ausdruck

\/% /Z e [\/LQ_W' /Z f(t)e ™ dt] du ,

wobei im Folgenden die Existenz aller auftretenden uneigentlichen Inte-
grale angenommen sei. Es sei nun ¢ > 0 fixiert. Fiir X > 0 hinreichend
grof3 gilt

\/% /_Z e !\/% /_Z f(t)e ™ dt] du

Hier ist ¢; : Ry — R eine Funktion mit ¢1(K) — 0, falls K — oc.

du + 1 (K) .

Zu | € N wird im néchsten Schritt das Intervall [— K, K| dquidistant
mit der Schrittweite 1/ zerlegt. Ist [ hinreichend groB, so kann das
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Integral iiber v mit einer Riemannschen Summe approximiert werden:

\/% /:: el [\/% /_Z f(t)e ™ dt] du

K1 o

ity —ikt
e v dt [ K).
+ E e' M f() + 5(1) + U1 (K)
Wie 1y ist auch ¥5: Ry — R eine Funktion mit t5(1) — 0, falls | — oo.

Fallt f(x) hinreichend schnell gegen Null, gilt also beispielsweise fiir

eina >0
/If(tﬂdtsz—a und / F(t)] dt < 17
l

m —lm
fiir [ hinreichend grof , so folgt

Kl

bk, 1 [
17T T t —i7 tdt
Z ¢ 27l Ir f( )

k=—Kl

< 2Kl—ll “< e

™

Eine analoge Abschéitzung gilt fiir das Integral von —oo bis —I7. Ins-
gesamt ist bisher gezeigt:

\/LQ_W /_ Z et [\/Lz_w /_ Z flt)e dt] du (%)

=Y it f() 44y (1) + apnll) + (1)

27Tl
k=—KI
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wobei die Funktion ¢3: Ry x R, — R abgeschétzt ist durch
2K,
s 1)) < 2o

Bisher wurde mit der Funktion f selbst gerechnet. Jetzt wird
beobachtet: In der Summe iiber k auf der rechten Seite von (x) steht

das diskrete Spektrum der periodischen Fortsetzung von fj_; i im
Frequenzbereich [— K, K.

Wiire diese Summe eine unendliche Summe, so wére diese fiir |z| < I7
nach Satz 26.2.1 gleich fii;i-(z) = f(x) und es wiirde folgen

¢L2_W / R [V% / e dt] du = f(x) 1 (K )+tba(1) 445K, 1)

Fiir festes K konnte dann zunéchst der Grenzwert [ — oo betrachtet
werden, wobei insbesondere 13(K,[) gegen Null streben wiirde. Der
anschliefende Grenziibergang K — oo wiirde liefern

1 OO T 1 e —ut
f(x):\/—2—ﬂ/_ooe \/—Q_W/—oof(t)e dt] du . ()

In der Tat gilt die Formel (*x) unter geeigneten Voraussetzungen an f.
Sie ist das Hauptergebnis dieses Kapitels.

Problem. In (x) steht nur eine endliche Summe. Um fiir ein festes [
mit der Funktion fj_;z ;- argumentieren zu konnen und fiir diese wie
oben angedeutet Satz 26.2.1 ausnutzen zu konnen, muss zunichst der
Grenziibergang K — oo betrachtet werden. Es gilt jedoch

. . 2K,

Jim (K, D] < lim —{7% = oo |
Dementsprechend beinhaltet die oben angedeutete Schlussweise eine
unzuldssige Vertauschung von Grenzwerten, die ohne wesentliche
Zusatzinformationen nicht zum Ziel fithren kann. Es sei angemerkt,
dass die unzuléssige Vertauschung von Grenzwerten eine der haufigsten
Fehlerquellen in der Analysis ist.
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Zur Prézisierung wird nun (x) zunéchst geschrieben als:

\/%_ﬂ /_Z e [\/LQ_T(‘ /_Z f(t)e ™ dt] du

S —Ir
=f(z)
—Kl L1 In
— Z et f(t)e "t dt
e oo 27Tl —Ir
— i ei%mL ! Ft)e 't at
27Tl Iy
k=Kl
+¢1(K)+¢2(l)+¢3([{, l) . (***)

Bemerkungen.

i) Die obigen Reihen existieren nach Satz 26.2.1 als Fourier-Reihen
Vo1 f|[—l7r,l7r}-

it) Fir |z| < Im ist der erste Ausdruck auf der rechten Seite von
(* * ) nach Satz 26.2.1 gleich fj_jzx = f(2).

In der Formel (x % *) setzt man

—Kl %)
Uy(K 1) i= — Z cee— Z e
k=—0o0 k=Kl

Dabei ist anzumerken, dass der Parameter [ sowohl in den Summati-
onsgrenzen als auch in den Summanden auftaucht. Dementsprechend
ist das Verhalten der Funktion ¢4(K, 1) a priori vollig ungewiss.

Behauptung. Es existiert eine reelle Konstante ¢ > 0, sodass fiir alle
K > 0 und fiir alle [ hinreichend grof} gilt

[Ua(E D) <
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Konsequenz. Ist die Behauptung gezeigt, so folgt aus (x * )

'\/% /_Z G [\/% /_Z f(t)e ™ dt] du — f(x)

< e (FO] + D) + s (K D) + - -

Ist K zunéchst fixiert und [ > K hinreichend grof}; so gilt (mit dem
fixierten € > 0)

(W2 (D)] + [¢3(K, 1) <
Ist anschlieBend K hinreichend grofl gewéhlt mit

N ™

C

9 () + =

<

)

DN ™

so folgt

<e.

‘\/LQ_T( /_Z el [\/%_W /_Z f(t)e dt] du — f(x)

Dies gilt (falls die Behauptung richtig ist) fiir alle beliebig kleinen
e > 0 und es folgt (). [

Beweisidee der Behauptung. Es soll exemplarisch ein Ein- und Aus-
schaltvorgang betrachtet werden, d.h. es sei im Folgenden

1, falls — 7 <ax<m,
flx) =

0, falls |z| > 7.

Bemerkung. Die Vorstellung ist, dass f approximativ als abzédhlbare
Vereinigung solcher Funktion geschrieben werden kann, wie es in
Abbildung 27.6 angedeutet ist. Fiir ein solches f modifiziere man die
folgenden Argumente unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass f fiir
grofle x hinreichend schnell abklingt. Wegen der Fiille der Details wird
dies nicht ausgefiihrt.

Es sei an Abbildung 27.4 erinnert, in der die periodische Fortsetzung
von fi_ix 1 angedeutet ist. Es handelt sich um eine gerade Funktion,
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Al_,i —\_L

Abbildung 27.6: Eine Treppenfunktion f.

d.h. die Fourier-Entwicklung in (k x x) ist lediglich eine Entwicklung in
Termen des Kosinus:

l; f(t) cos [%t} dt = /_7T COS [%t} dt = 2Elsin {%ﬂ'} :

™

Betrachtet man schliellich zur Vereinfachung den Punkt x = 0, so ist
(bis auf Konstanten) die Reihe

oo

Ll

k=Kl

zu analysieren.

Bemerkung. Betragsméflig kann diese Reihe lediglich durch die diver-
gente harmonische Reihe abgeschétzt werden. Auch gelten beispiels-
weise nicht die Voraussetzungen des Riemannschen Integralkriteriums
(vgl. Proposition 6, p. 326, [Hil]). Die letzte Hoffnung auf Konvergenz
wird durch das alternierende Vorzeichen der trigonometrischen Funk-
tionen genéhrt (man vergleiche das Konvergenzkriterium von Leibniz,
Satz 4.2.4). Dies verdeutlicht nochmals die Subtilitdt der Konvergenz-
frage.

Wegen

sin {%7‘(’} = —sin [k l_ 177} ,
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wird wie folgt aufgespalten:

00 1 Kl+l Ki+21
ZESIH[ } Z—sm [—ﬂ'] — Z —sm{ }
k=Kl k=Kl k=KI+l

Bemerkung. Streng genommen miissen hier die Partialsummen bis
zu einem festen NV € N betrachtet werden. Da die Konvergenz der
Reihe bereits verifiziert wurde, wird auch auf dieses Detail verzichtet.

O.E. sei weiter K gerade, d.h. alle vorkommenden Sinusauswertun-
gen sind nicht-negativ. Die Summe von K bis K[ + [ ist nach oben

abgeschétzt durch
K+l

— Z —sin [—ﬂ} :
Die Summe von K1 + [ bis K l + 2l ist nach unten abgeschétzt durch

(die negative Summe also nach oben durch das Negative von)
K142l K+l

1 1 . {k—l } 1 1. {k }
— —sin T = —— —sin |—-7| .
K+2k:Kl+ll [ K+2k:ml [

Insgesamt erhalt man
00 K+l
1 k 1 k
> genfgr] < 3 gein[ga]
k=Kl k=Kl
1 1 1 1 1
-{—— + — +
K K+2 K+2 K+4 K+4
S
K+l 4
= —Z—sm [—7‘(’}.

k=Kl
Im letzten Schritt beachtet man schliellich, dass (es handelt sich wieder
um eine Riemannsche Zwischensumme)
Kl 4 2 (K+1)m
Z jsin [fr} ~ / sin(z) de = 2.

k=Kl Km
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Dementsprechend ist fiir [ hinreichend grof3 gezeigt (das positive Vor-
zeichen folgt aus analogen Argumenten)

—~ 1 . 1k 3
k=Kl

Dies ist wiederum genau die Behauptung. ]

27.2 Fouriers Integralsatz (absolut integrierbar; Fourier-

Integral; Diracsche Deltafunktion; weifles Rauschen)

Bevor der Kernsatz dieses Kapitels préazisiert werden kann, miissen die
geeigneten Funktionenklassen eingefiihrt werde. Es sei zunéchst an die
Definition 26.2.1, iii), einer auf dem Intervall [a, D] stiickweise glatten
Funktion f erinnert. Ist f nun auf ganz R definiert, so heifit f stiick-
weise glatt, falls die Einschrinkung fi; von f auf jedes abgeschlossene
Intervall I C R stiickweise glatt ist.

Definition 27.2.1

i) Man sagt, eine stiickweise glatte Funktion f: R — R
1st von der Klasse D, falls gilt

/oo\f(t)\dt<oo.

Die Funktion heifst dann auch absolut integrierbar.
it) Die Funktion ist von der Klasse D*, falls zusdtzlich

qgilt

f(z) = %[f(aﬁ) + f(a:_)] fir alle © € R.

Bemerkung. Die Definition der Funktionenklasse D* ist natiirlich mo-
tiviert durch Satz 26.2.1.
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Beispiele.
i) Die Funktion f(z) = e 1*l ist absolut integrierbar.

i1) Die Funktion f(x) = sin(x) ist zwar beliebig glatt, liegt aber nicht
in der Funktionenklasse D, da sie nicht absolut integrierbar ist.

ii1) Die in Abbildung 27.7 dargestellte Funktion liegt in der Klasse D,
aber nicht in der Klasse D*.

/()

o——o

V)
Ay

O]

Abbildung 27.7: f € D, f ¢ D*.

iv) Die in Abbildung 27.8 dargestellte Funktion liegt sowohl in der
Klasse D als auch in der Klasse D*.

O.j)
O.(L

Abbildung 27.8: f € D, f € D*.

Bemerkung. Ist f: R — R stiickweise glatt und konvergiert das unei-
gentliche Integral ffooo | f(t)| dt, so konvergiert auch das Fourier-Integral

/_ Z f(t)e ™ dt

fiir jedes © € R absolut. Damit kann sinnvoll definiert werden:
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Definition 27.2.2

Es sei f € D. Dann wird der Funktion f maittels

A

flu) = \/LQTT /OO ft)e ™ dt  fir alle u € R

eine Funktion f R — C zugeordnet. Die Funktion f
heifst die Fourier-Transformuierte von f. Die Zuordnung

F: f— f = Flf] heifit Fourier- Transformation.

Bemerkung. Die Wahl des Vorfaktors 1/+/27 ist lediglich als Normie-
rung gewahlt und variiert in der Literatur.

Nun kann Fouriers Integralsatz prézise formuliert werden, der im
einfiihrenden Paragraphen dieses Kapitels bereits ausfiihrlich plausibel
gemacht wurde.

Satz 27.2.1

Es sei f € D* wund f bezeichne die Fourier-
Transformierte von f. Dann g¢ilt fiir alle x € R

x ZUZL’
@)= 75z [ it
wobei das uneigentliche Integral ffooo ... als Cauchyscher

Hauptwert imp_ fi{ ... zuverstehen ist (vgl. Ubungen

zu Kapitel 12.4). Falls ffooo ]f(u)] du konvergiert, so ist
das uneigentliche Integral 1m tiblichen Sinne zu interpre-
tieren.

Bemerkungen.

i) Wie in der Einleitung bereits hervorgehoben, besagt Satz 27.2.1,
dass eine Funktion f € D* aus ihrer kontinuierlichen Spektralzer-
legung rekonstruiert werden kann, die Fourier-Transformation ist
invertierbar.
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i1) Es kann dquivalent geschrieben werden

f(x) = % /_ Z [ /_ Z f(t)e==b dt] du .

i1i) Es gilt ein Eindeutigkeitssatz, d.h. aus fl = f2 folgt f1 = fo
Beispiele.
i) Es sei f(z) = e /2. Man setzt

o(u) == /_00 e~ Tt — V27 f (1)

und erinnert sich an die Diskussion parameterabhéngiger Integrale,
insbesondere an Satz 12.5.1. Es folgt

00 2 _
¢'(u) = —i/ te"ze M dt .

(.¢]

Eine partielle Integration liefert fiir jedes fixierte R > 0

B IR N
te 2e " dt = —e" 2™ — U e ze "M dt,
-R -R —-R

und im Limes R — oo folgt die lineare gewohnliche Differential-
gleichung erster Ordnung

— z'u/ e~z e M dt] = —up(u)

e.¢]

@' (u) = —i

zusammen mit der Anfangsbedingung (vgl. die Diskussion der
Fresnelschen Integrale in Kapitel 23.1)

@(O):/_me_tsdt:\/%.

oo
Dieses Anfangswertproblem hat nach Satz 14.1.1 aber genau eine
Losung, und es ist leicht nachzurechnen, dass die Lésung lautet:

u2
o(u) =V2me 2 |
dementsprechend ist nach der Definition von ¢ die Fourier-

Transformierte

~ 1 W2
f(U)ZE%O(U):@ 2 = f(u),

es ist f ein Fixpunkt der Fourier-Transformation.
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i1) Die anschauliche Vorstellung ist, dass beispielsweise dem Kosinus
eine diskrete Frequenz zugeordnet wird (Aber Vorsicht: Der Ko-
sinus kann nicht nach Satz 27.2.1 transformiert werden, warum?
Man vergleiche auch die abschliefende bemerkung dieses Kapi-
tels.), die Funktion e *"/2 wird nach dem vorherigen Beispiel auf
sich selbst transformiert und die extreme Situation “in die ande-
re Richtung” ist ein “scharfes Signal”, dem, wie nun gezeigt wird,
eine Fourier-Transformierte mit konstanter Amplitude zugeordnet
wird, man spricht von weilem Rauschen.

Ein “scharfes Signal” wird représentiert duch die Diracsche Delta-
funktion

oo, falls =0,
dz) =
0, falls z#0,

/_Za(t)dt ~ 1.

Diese Schreibweise ist in der physikalischen Literatur {iblich,
natiirlich handelt es sich hier nicht um eine Funktion, man spricht
von einer Distribution. Ohne auf weitere Details einzugehen wird
hier fiir 0 < ¢ < 1 die Approximation
€

0 i = ———

(e +12)
betrachtet, wobei zu beachten ist, dass fiir alle € > 0 gilt

> € 1 IANEE

/ 0-(t) dt = — lim — arctan (—)) - 1.

—00 T R—oo € €

Die Behauptung ist nun, dass die Fourier-Transformierte lautet:

. —elu|

) vV 2m —00 7T(82 + t2) \ 2 .
Nach Satz 27.2.1 ist

b.(x) = %27 / ¢5. (u) du

es ist also zu verifizieren (die Fourier-Transformierte ist eindeutig)

c 1/ el el dy . ()

(2 + 2?) o)
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Dazu wird das Integral als ein Integral iiber die positive reelle Ach-
se geschrieben, nach der Definition des Betrags ist (Transformation

von ffoo... auf [[°...)

Y 1 [~ , ,
2_ ezua:e—5|u\ du = 2_ e U {e—zuz _}_ezua:} du
T J_—0o ™ Jo
1 oo

_ = [e—u(a—l—z’w) _i_e—u(a—ix)} du
2 0

und die Definition des unbestimmten Integrals liefert

. . u=R
1 © 1 e—u(s—i—zm) e—u(s—m)
— el qy = — lim — + ,
27 J_ o 2T R—oo | —(e +ix)  —(e —ix) »
1 [ 1 L+ 1 } B €
- 2nletir  e—izl  w(e2+2?)’

es folgt (#%) und damit (%). Anhand von (*) sieht man schlieflich,
dass im Grenzwert ¢ — 0 eine konstante Amplitude entsteht:

A 1
limd.(u) = —— firalle ueR.
e—0 () V2
Es kann als Faustregel festgehalten werden: Einem scharf lokali-
sierten Signal entspricht ein breites Frequenzspektrum, im obigen
Extremfall ein weiles Rauschen.

i71) Formal kann geschrieben werden

Flcos(wz)] = \/g(é(x —w)+i(z+w)).

iv) Fir weitere Beispiele sei auf die Ubungen verwiesen.



