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Eine Funktion u € (L2, (Ry x R))" heiBit schwache Losung des Anfangswertpro-

blems, falls fiir alle ¢ € C} (]R+ X ]Rd) die Gleichung

//( +ifﬂ )dmdﬂ/ o(2)(0,2)dz =0

R4

erfiillt ist. Wenn eine schwache Losung eine C!-Funktion als einen Reprisentanten
besitzt, ist diese die klassische Losung.

Die schwache Losung besteht aus glatten Komponenten (C!-Funktionen in Teilge-
bieten) und Unstetigkeiten, die sich durch glatte orientierbare Oberflichen in dem
(t,z)-Raum (R x R?) beschreiben lassen. Sei ¥ eine solche Oberfliche und

-
n=(ng,Ney, - NMg,) €RTL n|=1
der Normalenvektor an ¥ an der Stelle (¢, ). Wir bezeichnen mit

ug(t,x) =limu ((t,z) £en), (t,z)eX

e—0

die beiden (unteschiedlichen) Grenzwerte der Funktion u an der Oberfliche X.

Die Funktion u ist dann die klassische Losung des Anfangswertproblems in allen
Gebieten, in denen u eine C'-Funktion ist. Auf den Oberfliichen der Unstetigkeit
erfiillt v die sog. Rankine-Hugoniot-Sprungbedingung

d
(ug —u_)ne + Z (fi (ug) = fj (u=)) e, = 0. (Ubung)
Mit der Bezeichnung [u] = u, — u_ gilt

al+ Y, 0] =

Im eindimensionalen Fall (d = 1) ist ¥ eine Kurve in der (¢, x)-Ebene, die in der
Parameterform die Form

e 1 . —f(t) " ~1/2
hat. Damit ist die Tangente 7 = : und die Normale n = 1 (1 +¢ (t)) :

£(t)
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X

Wir erhalten &(t)[u] = [f(u)], wobei £(t) = % die ,,Geschwindigkeit* des Schocks
ist.

Beispiel 3.7.1. | Riemann-Problem fiir die Biirgers-Gleichung“

u t+uu, = 0, t>0, xR
up, <0 .
u(0,z) = up(x) = " s Mt u # Uy .

Damit ist die Unstetigkeit von Anfang an vorhanden und es gilt

1,2

1,2
: SU; — 5U Up + Uy Uy + Uy
0)=0, &(t)=2-2"%_ — () = t.
€0) =0, &) = L2 € =
Damit lautet eine mdgliche schwache Lésung
Ur~+Up
- Uy , T < Tt’
ult, z) = { u, x>
u u |
|
I
A :b
:
R 1
1 I
|
I
x 3 x
t=0 t=2

Die Kurve Y ist eine Gerade

EZ{QQT:(@;)i tZO}.
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Andererseits gilt mit a > max (ug, —u,), dass

Up — Q Uy + a
51 = ¢ <0 und s9= > 0.
2 2
Damat st die Funktion
Ug, T < S1t,
) —a, sit<r <0,
ult, ) = a, 0<x<sot,
Up, T > Sob.
ebenfalls eine schwache Liosung.
| U |
I I
| |
I I
- |
| |
— 1 I
I I
-1 4 T
I
I
== -9 t =2

Abbildung 3.6: Z. B. fiir uy =1, u, =2, a =2 gilt s, = —2

2,82:2.

Fiir uy < u, kénnen wir sogar eine stetige Lésung konstruieren. Zundchst tiberpriifen

wir, dass die Funktion

T

u(t,x):t, t>0, z€R
formal die Biirgers-Gleichung lost
ou x r 1 =z
_ = —— uux = — s = = —
ot 2’ t t  t?
Damqt lost die Funktion
Uy, T < ud,
ult,z) =< z/t | wit <z <ut,
Up 5, T > Upt

ebenfalls das Anfangswertproblem. Da u keine C!-Funktion ist, ist diese Ldsung

ebenfalls schwach.
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Damit ist die schwache Losung des Anfangswertproblems fiir ein hyperbolisches Sy-
stem von Erhaltungsgleichungen nicht eindeutig. Man benotigt ein Kriterium um
die eindeutige, physikalisch relevante Losung auszusortieren. Dieses Kriterium ba-
siert auf der sog. Entropie und stellt z. B. fest, dass die stetige Losung (s. o.)
(Verdiinnungswelle) physikalisch relevant ist. Fiir eine skalare Gleichung gilt das
Theorem (n = 1).

Satz 3.7.2. Sei ug € Ly (Rd). Dann hat das Anfangswertproblem
OF:
ut+ZM:0, u(0,2) =y, t>0, zecR?
eine eindeutige Entropie-Losung mit [[ully__ gay < [[uolly._ ra)-

3.8 Allgemeines Riemann-Problem

Seien uy und u, zwei Vektoren aus dem Zustandsraum €2 und v : R, x R — R"
die Losung des Riemann-Anfangswertproblems (eindimensional) fiir ein strikt hyp.
System

u+ (f(u), = 0
u(0,z) = ug(x) = {

u , <0
u. , x>0.

Durch die Losung der Biirgers-Gleichung motiviert, suchen wir die Losung in der
sog. selbstdhnlichen Form

u(t, x) :v(§> , v:R—=R"
Die klassische Losung erfiillt die Gleichung
u + Aw)u, =0,

wobei A(u) = f'(u) = <afi>n . Damit gilt
i, j=1

~ (D) (5w ()
U =0 | — =), Uy=v|—)—
t t2 t/ t
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und mit £ = x/t erhalten wir

A(v(§))v'(€) = &v'(8).-

Offensichtlich ist entweder v'(£) = 0 oder v/(&) ist ein Eigenvektor der Matrix A(v(§))
zum Eigenwert £. Im zweiten Fall existiert also ein Index 1 < k& < n mit

V(§) = o) rr(v(€)) . Ak(v(§)) =€

Als Folgerung der zweiten Gleichung erhalten wir
(A (v()) V' (§)) =1#0,

-
wobei A}, den Gradienten <g—;\’; e g—;}:) € R™ abkiirzt. Gilt diese Eigenschaft fiir
allew € Q2 , d. h.

(M), () 0, YueQ, 1<k<n,

so nennt man das System echt nichtlinear (genuinely nonlinear).
Damit ist v(§) entweder konstant v/(§) = 0 oder 16st das System von gewohnlichen
Differentialgleichungen

V(&) = a(§rx (v(§))
mit der Anfangsbedingung

v (A (ue)) = ug.

Fiir u, > w, wird Mg (v(€ )) on uy bis u, auf der Integrationskurve wachsen und kann
u, Htreffen g (v(u,)) = u,. Die Losung des Riemann-Problems ist damit stetig

Uy ;T < Me(uwe)t,
u(t,z) =< v(z/t) , Me(ue)t <a < Me(u)t,
Uy ;x> Ae(uy)t.

Diese selbstéahnliche Losung nennt man die k-te Verdiinnungswelle, die die Zusténde
up und wu, verbindet.

Allgemein besteht die Losung eines Riemann-Problems aus einer Kombination von
Schock- und Verdiinnungswellen, wobei die Schockwellen die Rankine-Hygoniot-
Bedingung

erfiillen.

Uy —
I
" J I
I
U*“ J U*“ U*“ |—|

Uy —
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3.9 Finite-Volumen-Verfahren

Das Hauptproblem bei der numerischen Losung nichtlinearer hyperbolischer Glei-
chungen ist die Notwendigkeit, die Unstetigkeiten in der schwachen Losung zu appro-
ximieren. Ein weiteres Problem ist, dass formal dquivalente Probleme (d. h. fiir die
glatten Losungen) evtl. verschiedene schwache Losungen besitzen. Die Gleichungen

1 2
U + (ﬁuz)m =0 und (uQ)t + (gu?’)x =0

besitzen offenbar dieselbe glatten Losungen und wegen

[

[3v’] 24} —uf
W] T 3wl

UQ] Ut Uy

ul 2 7 &(t) =

&i(t) =

— (N

zwei verschiedene Geschwindigkeiten der Schockwelle des Riemann-Problems. Der
Versuch, die einfachste Differenzenmethode fiir lineare Gleichungen zu verallgemei-
nern, scheitert.

Beispiel 3.9.1.

u +uu, = 0, t>0, xeR,
1, =<0
u(0,z) - {0 z>0.

Seien 7 > 0 und h > 0 Diskretisierungsparameter und ui ~u(tj,z;), j=0,1,2...,
1 € Z. Das explizite Schema

g+ i T i J o_ )1, 1<0
u; =U; — —U; \U; — U;_ u, = .
7 7 hz(z 21)7 7 {0’ 220

erfiillt offenbar v = u?, Vi und damit ! = fir j =1,2,..., i € Z. Damit ist die
numerische Losung vollstandig falsch.

Der Ausweg besteht darin, sog. konservative Methoden zu betrachten. Fiir die Glei-
chung

u+ (f(u),=0, t>0, ze€R

u(0,z) = uo(z),

betrachten wir das Schema

ug+1 = Uf N %(F (uj o aUngq) e (“g—p—l’ o ’ui“q_l) )

mit einer Funktion F : RPT9*1 — R, die der numerische Fluss genannt wird. Die
einfachste Variante ist p =0, ¢ =1, d. h.

uf“ = uz — %(F (ug,uzﬂ) - F (ug_l,uZ) )
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Wenn wir die gegebene Gleichung u; + (f(u)), = 0 iiber ein Zeitintervall [t;, ¢;41]
und iiber ein Ortsintervall [x; — h/2, x; + h/2] (Finite Volumen) integrieren, erhalten
wir

ZTit1/2 [ZES

0= / (u(tj+1,x)—u(tj,x)>dx+/<f(u(t,xi+1/2))—f(u(t,xi_l/g))>dt

Ti-1/2 t

mit ;112 = x; £ h/2, oder

[ZES] tit1
/ o (trisna)) e = [ F () de |
tj
wobei
) Tit1/2
ag:E / u(t;, x)de
Ti—1/2

den ,Mittelwert der Funktion u iiber dem finiten Volumen [z; — h/2,2; + h/2]
bezeichnet. Damit muss die Funktion F' den in der Zeit gemittelten Fluss approxi-

mieren
tj+1

F( uz, z+1 = / f t IH-I/?)) d
z. B. als F (uf, ui +1) =f (uf ) Fiir die Biirgers-Gleichung ergibt sich das Schema

u{“ = uf — % (% (Uz)Q D) (u{_1)2> S ICOR

Dabei setzen wir voraus, dass uz > 0,V¥1,7, d. h. die Upwind-Richtung stimmt. Fiir
allgemeine Systeme kann das nur gehen, wenn alle Eigenwerte der Jacobi-Matrix

J(u) = (ng](u)) fiir alle u nichtnegativ sind. Das gilt nicht immer und sogar fiir
eine skalare Gleichung ist es u. U. notwendig, die Richtung zu &ndern.

Beispiel 3.9.2. | Lax-Friedrichs-Verfahren“

J J
j+1 ui—l +U+1 T

u; = TZ Y (f (Ufﬂ) —f (uffl))
oder in der konservativen Form mit

U{H = uf — % (F (ui,ulﬂ) F (uf_l,uz)) ,

A , 1 , ,
F (uz’uz-‘rl) ~ 9 (Ui —Uiy) T ) (f () + f (uiya)) -
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Ein Finite-Volumen-Verfahren heift konsistent, wenn
F(u,u) = f(u), VueR
gilt. Die Lipschitz-Bedingung
|F(u,v) = f(w)| < Lmax (ju — w|, [v—w])

garantiert die Konsistenz.
Die Integralform der Erhaltungsgleichung lautet

72u(t2,x)dx—72u(t1,x)dx—]2(f(u(t7x2))_f(u(t7x1>>>dt

Vri, 29 € R, t1,to € R, . Fiir die diskrete Gleichung erhalten wir durch das Sum-
mieren von ¢ = ¢; bis iy > 1

PSS = A= 30 (P () — F ()

=11 =11 =11

- hzui _T(F (uz’ulz-i-l) F(ugl—l’uzl)) :

=11

Wenn die Losung w fiir alle ¢; <t <ty auBerhalb des Intervalls [z, 25| konstant ist,
z. B.
_ U—oo s te[tlatQ]a I‘S"El,
u(t7$) B { Utoo s te [tlatQ]a € Z x1,

gilt
/ u (b2, ) die = / Wb, @) de — (s — 1) (f (tam) — f(u_))  (3.4)

und in der diskreten Form

12 2
Yl =Yl =7 (f () = f (1))
wobei die Konsistenz F (uzz,ufﬁl) = F (Ui, Uioo) = [(Us) (analog fir u_)
benutzt wurde. Fiir j; < 75 gilt damit

hzun—hzuﬂ— (to = t1) (f (Usoo) = f(Uu-0)) , to=JoT, 1=/ 7.

=11 1=11
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Wenn fiir ¢; =0, d. h. 73 = 0 die Eigenschaft

in Tig4+1/2
hZu? = / uo(z) dx
=i Tiy—1/2
gilt, die z. B. fiir u = 5’:1//2 * ug(x) dx erfiillt ist, gilt analog fiir jo > 0, wegen (3.4)
in Tig+1/2
hZuﬁ"’: / u (ty, ) dx .
=u Ti|—1/2

Solche numerische Methoden heiflen konservativ. Es gilt das Lax-Wendroff-Theorem.

Satz 3.9.3. Betrachte eine Folge von Gittern mit 7y, hy, — 0 fiir k — oo. Sei Ug(t, )
die stiickweise konstante Funktion mit Werten uf auf dem Zeitintervall (t;,t;41] und
dem Ortsintervall [l‘i_l/g,fﬂz‘_,_l/g]. Ist das Finite-Volumen-Verfahren konsistent und
konservativ, und konvergiert die Folge {Uy} fast tiberall (Nullmengen sind die evtl.
Ausnahme) zu einer Funktion u, dann ist u schwache Lésung der Erhaltungsglei-
chung.

Das Theorem gibt keine Garantie, dafl die erhaltene Losung die richtige, d. h. die
eindeutige schwache Entropie-Losung ist.



