Kapitel 5

Parabolische
Differentialgleichungen

Die allgemeine Gleichung, die wir betrachten ist

cpuy = div(kgradu)+ f, t>0, x€,
uw(0,z) = wp(z), x€Q,

mit ¢, p, k > 0 und mit einer der Randbedingungen auf I' = 0f).

5.1 Das Maximumprinzip
Wir betrachten das Problem

w = Au+f, te(0,71], reQcRY, d=1,23,
u(0,z) = wy(z), x€Q, (5.1)
utx) = pltz), te(O.T], zel.

wobei € ein beschriinktes Gebiet in R? und (0,7') ein endliches Zeitintervall ist. Mit

I, =(0,T] xI')U({t=0} x Q)

bezeichnen wir den sog. parabolischen Rand.

Satz 5.1.1. Sei u die glatte Losung und es gelte
uw—Au<0, te(0,7], ze€Q.

Dann nimmt u sein Maximum auf I', an.

Beweis. Sei
_ _ * *
M = Inax u(t,z) = u(t*, z")
zEQ
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66 KAPITEL 5. PARABOLISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

und es gelte (t*,2*) € (0,7] x Q, d. h. (t*,u*) € I',. Weiterhin sei

m = max u(t,r) mit m < M.
(t,x)€eTly

Sei w(t,z) = u(t,z) + ¢ |z|” mit e < mM;m Es gilt w(t,z) > wu(t,z) und daher

' aXgel \x|2
maxXe (1), 0cq W(t, ¥) = w(t,¥) > M. Andererseits gilt auf T',

max w(t,z) < m +emax|z|* < M.
(t,x)eTly zel

Deshalb gilt (¢,z) ¢ T',. In diesem Punkt gilt

wy (¢, 7) — Aw (¢, T) = uy (£,7) — Au (t,Z) —2de < 0.

<0

In (¢,%) liegt aber ein Maximum einer glatten Funktioin vor, daher gilt

4 9w

Kl

und entweder

w (6, 7) =0firt<T

oder

)>0furt="T.

Kl

wy (¢,
Schliefflich erhalten wir einen Widerspruch
wy (8, %) — Aw (¢, ) > 0.
O

Daher gilt: Wenn die Temperatur auf dem Rand I' und im Anfangsmoment einen
Wert M fiir f = 0 nicht iibersteigt, so kann auch im Inneren des Korpers keine
Temperatur erreicht werden, die héher als M ist. Fiir u; — Au > 0 gilt das Mini-
mumprinzip.

Folgerung 5.1.2. Die Lisung des Problems (5.1) ist eindeutig.

Beweis. Seien u; und ug zwei Losungen des Problems (5.1). Dann gilt fir die Diffe-
renz v = uy — Uy

u—Av = 0, te€(0,7), x¢e€q,
v(0,z) = 0, x€Q,
v(t,z) = 0, te(0,T), z€el.

Damit sind sowohl das Maximum- als auch das Minimumprinzip gleichzeitig erfiillt
und die Funktion v ist identisch Null! ]
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Folgerung 5.1.3. Gilt
W = AuD 4 f, e (0,T), z € Q,
u®(0,2) = ug(2), weQ
u(t,x) = pD(t,x), te(0,T],zel,i=12

und

uy) () <u (@), e,
pO(t,z) < pP(t,z), te(0,T),zel.

Dann gilt )
uM (t, ) <uP(t,z), tel0,T], €.

Folgerung 5.1.4. Wenn fiir zwei Lisungen vV und u®
|u(1)(t, x) — u® (¢, m)‘ <eg

auf T,y gilt, gilt diese Ungleichung iiberall, d. h. ¥(t,x) € [0,T] x Q.

5.2 Trennung der Verinderlichen

Wir betrachten das Problem
U = a*ug, + f, >0, 2 € (0,0) =Q CR,

x), z € (0,0),
,0) =u(t,) =0,t>0.

Wir suchen die Losung der homogenen Gleichung (f = 0) als u(t,z) = X (x)T'(¢)
und erhalten
X(2)T'(t) = a* X" (z) T(t)

oder iT’(t) X'
a2 T(t) X(z)

Hieraus folgen die Gleichungen

—\ = const.

X" £ AX =0, fir v € (0,0), X(0)=X(f) =0

und
T + T = 0.

Beziiglich « handelt es sich um die sogenannte Schwingungsgleichung mit der allge-
meinen Losung

X (z) = ¢1 cos VA + ¢z sin Vz.



68 KAPITEL 5. PARABOLISCHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Eine nichttriviale Losung des Randwertproblems entsteht nur fiir

h\’
01:Ound)\:/\k:(7) yk=1,2,....

Die Losungen X = X (z) = sin %z und T = Tj,(t) = cre Mt fiihren auf

u(t a:)ice“Akt31n7Tkx = (F 2
) — k / ) kK — / .

k=1
Fiir t = 0 erhalten wir die Fourier-Sinus-Reihe der Anfangsbedingung w:

. k
u(0,z) = ug(x) = Ck sin %w
k=1

und damit ,

cr = %/uo(f) sin %ﬁfdf.
0
Soll die Losung u klassisch sein, mufl man beweisen, daf§ die durch die Reihe de-
finierte Funktion einmal bzgl. ¢ und zweimal bzgl. z differenzierbar ist. Auflerdem
muf u der Gleichung geniigen und in den Randpunkten (I',), d. h. fiir t =0, 2 = 0,
x = stetig sein. Fiir eine stetige Funktion ug mit stiickweise stetiger Ableitung und
mit der Kompatibilitatsbedingung uo(0) = ug(¢) = 0 ist das der Fall, da die Reihe
gleichméBig konvergiert. Fiir die Losung ergibt sich die Darstellung

¢

u(t,z) = Z %/UO(@ sin W_gkf dé | e sin WTfo
= (% kz:; et gin ESID W—ékx> uo(§) d§

G<t7 T, S)UO(S) df,

O\C\ O\N

wobei
oo

k
G(t,x,§) = Z a® Ayt sm fsm %x
k

die sog. Green-Funktion des Problems bezeichnet. Sei Uo) > 0 eine Funktion, die
auBerhalb des Intervalls (£ — e, £ + ¢) gleich Null ist und die Eigenschaft

§+e
W () dz =1
E—¢
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besitzt. Fiir ¢ — 0 ist sie somit eine Approximation der Dirak-Distribution. Es gilt
(Mittelwertsatz)

¢
€>m:/Gm~g (&) d¢ = G(t,x, &)
0

mit £* € ({—¢, {+¢). Fiir e — 0 erhalten wir G(¢, x,&) = lir% u(®)(t, ). Hieraus folgt,
E—

dal G(t, z, &) den Temperaturflu} eines augenblicklich auftretenden Wéarmeschocks
darstellt, der sich zur Zeit t = 0 im Punkt £ € (0,¢) befindet. Die Green-Funktion
ist nichtnegativ

G(t,z,§) >0, t>0, x&€(0,0).

5.3 Fourier-Transformation

Die Fourier-Transformation einer Funktion u : R% — C ist definiert durch

A(E) = Foselul (€) = / u()e® d.

Rd
Die Riicktransformation lautet
-1 [p 1 " —i(§,x)
u(z) = F, la](z) = (@2n) a(§)e "> ds.
Rd

Hinreichend aber nicht notwendig fiir die Existenz der Fourier-Transformation ist,
dafl die Funktion u € L;(R%), d. h. Lebesgue-integrierbar ist, denn es gilt

a(6)] < / (@) dz = [[ully, g,
Rd

Die Funktion @ ist damit eine stetige, beschriinkte Funktion 7 € C(R?). Eine wichtige
Eigenschaft der Fourier-Transformation ist

Fooe[0™u(€) = (=1)(i€)*a(€),
wobei (1£)* = (i&1)™ ... (1€4)* bezeichnet.
Wir betrachten das AWP

uy = Au t>0,z € R
u(0,z) = up(z), z € R4
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und benutzen die Fourier-Transformation bzgl. x:
d

> o

J Y ]

Zang [@] Z ij f)

(6w .

Damit erhalten wir fiir die Funktion @ eine gewohnliche Differentialgleichung in ¢

du
dt

und ¢ ist nur noch ein Parameter. Die Losung lautet

i(t, &) = g (§)e ™™,

Die Funktion e~ €°t ist die Fourier-Transformation der Funktion

at(’f) = Fz%{[Au = x%{

— (¢ a,  a(0) = do(E),

* 1 -z
u(t,x):We a t>0,l’€Rd,

d. h. e €7t = (£, €).
Eine weitere wichtige Eigenschaft der Fourier-Transformation ist die folgende. Sei w

mit
w(@) = (f * g)(z) = / £z — y)9(y)dy

die sog. Faltung der Funktionen f und g. Es gilt

&= [ [ fa- g Oayiz = [ [ 1)) Oayaz = fie)aco).

R4 R4 Rd R4

Damit ist u die Faltung der Funktionen v* und ug, u = (u* * ug)

« 1 _la—yl?
u(t,z) = /u (t,z — y)up(y)dy = W/ wug(y)dy, t>0, xR

R4 R4

Die Funktion u* ist die sog. Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung. Es gilt
firt - 0

lim u(t, z) = up(z) .

t—0

Damit ist die Existenz der Losung des Anfangwertproblems gesichert. Ist die An-
fangsbedingung stetig und beschrankt, d. h.

Uy € C (Rd) s
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dann gilt die Stabilitat

1 _le—yl?
e Meeo) = sup fu(t )] < sup | [ | ol = ool

R4

Dabei benutzt man die Substitution

y=x+V2z, dy=(2t)¥%dz

1 e
W e 2dz=1.
Rd

Das bedeutet, daf§ die Losung u des Anfangswertproblems stabil beziiglich der An-
fangsbedingung wuy ist

und erhalt

lu(t, e < lluollc -

Fiir t > 0 kann man das Integral in der Darstellung von u beliebig oft nach ¢ und x
differenzieren, so dafl die Funktion u sogar unendlich glatt ist,

ueC™ (R xR?).

Diese Eigenschaft gilt unabhéngig von der Glattheit der Anfangsbedingung u,! Die
Losung des inhomogenen Anfangswertproblems

uy = Au + f, t>0,z € R¢,
u(0,2) = ug(z), z€R?

ist durch die doppelte Faltung gegeben

u(t,z) = /u*(t,x — y)up(y)dy + /t/u*(t —s,x—y)f(s,y)dyds .

R4

5.4 Variationsformulierung

Sei 2 C R? ein Gebiet mit glattem Rand I'. Gesucht ist eine Funktion u : R, xQ — R
mit

uy = Au+ f, t>0, xe),

u(t,z) =0, t>0,zel,

u(0,z) = up(x), €.

Sei v € H}(N2) eine Testfunktion. Dann gilt

(ug,v) = —(Vu, Vo) + (f,v)
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wobei

das ILy-Skalarprodukt bezeichnet. Die Variationsformulierung lautet damit: Gesucht
ist eine Funktion u € H}(Q), ¢t > 0, die die Anfangsbedingung (0, -) = wuq erfiillt
und der Variationsgleichung

(12, 0) + a(u, v) = p(v), Yo € HY(Q)
geniigt. Dabei ist

die Bilinearform und

das lineare Funktional. Fiir v = « erhalten wir

) = [ultaultoyde =5 [ (200, de = 535 ol

Q Q
a(u,u) = | Vult,)|”,

pw) = (fu) < ull < cllfHIVull < —||VUI| +5 ||f||

wobei die Poincaré-Ungleichung sowie die Ungleichung

1, 1,
ab S ECL —I— éb
benutzt wurden. Damit erhalten wir
H I + | Vul* < lHVUII2 + ¢ [¥als
2 dt 2 2 ’

oder p
pr [ull* + [ Vull® < S I£]17

Durch die Integration von 0 bis ¢ ergibt sich

Jut, ||+1/HVu 2 ds < Jluo? +c‘/Hf )12 ds

die Stabilitat der Losung u beziiglich der Anfangsbedingung ug und der rechten Seite
fin Ly(Q). Fiir v = w, erhalten wir analog

t t
IIVU(t,-)II2+/||ut(8w)||2d8 < ||Vu0||2+/||f(s,-)||2ds
0 0

und damit die Kontrolle auch iiber die Zeitableitung.
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5.5 Differenzenverfahren

Wir betrachten das Modellproblem

Up = Uge + [ t>0,z€(0,1),
u(t,0) = po(t), t>0

u(t,1) =m(t), t>0

u(0,2) = up(x), =€ (0,1).

Die Orts- und Zeitdiskretisierung ist wie folgt

xi=1th,i=0,...,n, h=1/n, n>2,
tj:jT,jIO,l,...,T>0.

Um die Gleichung zu diskretisieren, benutzen wir
a) das explizite Schema ng = u%m + ¢, d. h

j+1 J j J J
i U Uiy — 2u; + Uiy

— = - +¢l, i=1,...,n—1,j>0

U

b) das implizite Schema ugz =ultl+ ol d h

Tx,i
. 4 o . -
ng — uj ugfl—Zung +ugi1 j . .
= 5 +¢;, t=1,...,.n—1,7>0
T h

(7

¢) das Schema mit Gewicht 0 < o < 1 mit

Ui:UU]—i_l"i_(l—O_)u] +<10§a 2217’77/_17]20

Fiir : =0, 7 = n benutzen wir die Randbedingungen
uh = po(ty), ul = m(t;), j=1,2...
und fiir 7 = 0 die Anfangsbedingung
w; =ug(x;), i=0,...,n,
wobei die Kompatibilitdsbedingungen
lim () = lim po(t) und  Tim ug(a) = lim g (1)

sinnvoll sind.

Das Schema mit Gewicht beinhaltet das explizite Schema fiir o = 0 und das implizite
fiir o = 1. Es gelten die folgenden Approximationseigenschaften, die einfach aus der
Taylor-Formel folgen.

Das o-Schema approximiert die Gleichung mit
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a) O(1 +h?) fiir 0 £1/2, 0 # 0%, @] = f(t;,z;), u € C*?;
b) 0(7'2—1—]12) fir o =1/2, gpg :f(tj‘i‘%;l’i) u € Ch3;

c) O(T + 1Y) fiir o = 0* = 1/2 — &

ol =2f(t;+5.2) + 15 (f (t; + 5, 2im1) + F (4 + 5. 2i41)) , u € CH

Bei der Stabilitdtsuntersuchung nach von Neumann betrachtet man die homogene
Gleichung, d. h.

Jj o _ J+1 J C_ -

uy; = auml-%—(l—a)uml-,z-l,...,n—l,j—O,l,...
I . — -

uy = u, =0, 7=1,...
0 _ L

w, = up(z;), 1=0,...,n.

Der Separationsansatz

wl = v;w’
fithrt auf
- ,
Wit — , A
1
Vi————— = oV W T+ (1 — 0)vgy 0’
T
oder L ’
wt = w = 25\ = const
T (owi ! + (1 — o)w?) v; '

Fiir den Vektor v erhalten wir damit die folgende diskrete Eigenwertaufgabe

Vigi +;=0,1=1,...,n—1,
vVo=v,=0

oder

Ui_1+<)\h2—2)'07;+’0i+1:0, izl,...,n—l,
vg =0, =0.

Die nichttrivialen Losungen dieser Aufgabe sind

2
ng)—\/jsin(wkxi), i=0,....n, k=1,....,n—1.
n

Es gilt

und
sinkz;_1 + ()\khQ — 2) sin rkx; + sin mkx; 1 = sin tkx; (2 cos mkh + \gh? — 2) =0

und damit

2 4
/\k:ﬁ(l—COSﬂ'k}O:ﬁsﬂlZﬂ—Tkh, k=1,....n—1.
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Damit ergibt sich fiir w’

1—7X(1—0)

w Tt
1+ T)\kO'

=qgw’ mit g =

Das Verfahren kann nur fiir |g;| < 1 stabil sein. Daher ist

< 1 —7X(1—0)

—1
- 1+7N\o

<1, k=1,...,n—1
die Stabilitdtsbedingung. Die rechte Ungleichung ist automatisch erfiillt. Die linke
gilt, falls
—1—7M\o <1 —7X\(1—0)
oder | )
Me(1—20) <2 >——— k=1,...,n—1.
T k( U)<_ ) g = 2 TAk7 ) y 1

Der grofite Eigenwert ist

4 L (mn—1 4
)\n_lzﬁsm <§ - )Sﬁ

Hieraus ergibt sich eine hinreichende Stabilitdtsbedingung

1 h?
CENT T
Damit sind das implizite (o = 1), das Crank-Nicolson (¢ = 1/2) und das Verfahren
mit 0 = o* = 1/2 — % unbedingt stabil. Fiir ¢ < o( gibt es nur eine bedingte
Stabilitat

2
T<———, k=1,....n—1
)\k(l—QO')
oder
< 2 h?
T = .
T 5 (1-20) 2(1-20)

Das explizite Verfahren (o = 0) ist damit stabil fiir 7 < h?/2.
Die Vektoren v®¥), k = 1,...,n — 1 bilden eine Orthonormalbasis des R"~'. Damit
gilt fiir die Losung v’ die Zerlegung

n—1
W= E wi k)
k=1

Fiir die Euklidische Norm erhalten wir die Stabilitat

n—1 n—1 n—1
ol = Sl = St < Y s <
k=1 k=1 k=1
n—1 9 9
S T S R
k=1
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Analog kann die Stabilitdt bzgl. der rechten Seite in der Form

J
/]l < flell, 73 Nl
=0

gezeigt werden. Aus der Approximation und der Stabilitéit folgt die Konvergenz.

Die impliziten (o = 1,1/2,0*) Verfahren fiihren auf ein tridiagonales Gleichungssy-
stem
Ay — f, Ac R(n+1)><(n+1) R f c Rn+1

mit
Co —bo 0 . ce 0
—Qaq (&1 —bl 0 e 0
A —
0
@) _bn—l
—Qp Cp,

Dieses System lost man mit der sog. verkiirzten Gauf3-Elimination. Die Losung sucht
man in der Form

Vi = Qip1Yir1 + Biy1, t=n—1,...,0

mit
_ fn +ﬁnan
, =
Cp — OpQp
und
bo fo
ap = —, 51 = —
Co Co
sowie
b _ fit Biai
Qip1 = ————, ﬁiJrl*—a 2*17"'771_1'
C; — ;Q, C; — ;Q,

Die Methode ist durchfithrbar (¢; — aza; # 0, ¢o # 0) und stabil |o;| < 1, wenn die
Ungleichungen

lcol = [bo| , il = fail +bs] , i=1,....,n =1, |ea] = |an]
gelten und mindestens eine davon streng ist. Bei dem o-Schema gilt

Co = 1, bo = O,

ci:1+%07, ai:h—IQJT, bi:%m-, i=1,....n—1,

cp,=1, a,=0.

Damit ist die Matrix streng diagonaldominant und die Losung eindeutig. Die Stabi-
litdtsabschatzung in der Maximum-Norm ergibt sich ebenfalls aufgrund der strengen
Diagonaldominanz.
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Lemma 5.5.1. Sei a,,bp > 0, a;, b;,¢; > 0,1 =1,....n—1 und cg — by > 0,
¢ —a;—b; >0, ¢, —a, >0. Dann gilt

[Ylloo < 1D flloe
mit
D =diag(co — by, ¢ —a;,—0b;, c,—ay).
Beweis. Seii: ||yl = max |y;| = |ul.

0<j<n
Ist + = 0, dann gilt

co |Yo| = | fo + boyr| < bo |y1| + | fol < bolyol + [ fol

1
Co—bo

lyo| < 1fol < |D7'Fl -
Analog gilt firi=1,...,n—1

lcyi|l = ci |yl < ag |yica| + i |yiga| + | fil < (ai +0:) |y + | fil

und damit

il < (ci = ai — bi) " | i
oder

vl = vl < [|1D7' ], -
Fiir i = n gilt

Wl < (o —an) " 1ful . ¥l < |17Vl -

Fiir das o-Schema gilt D = I und

= ug+7(1—a)u;x’i+7¢g, i=1,...,n—1

©10, i=0,n.
Damit
[ < [1£1 = | max (1 - %Tu - a>) ul + %ru - o) (v] +wl) +7¢]
mit v/ = (O,u{,...,un_g)T , wl = (ug,...,ui_l,O)T.

Unter den Voraussetzungen
2
1_ﬁ7—(1_0)20’ l—0>0
und mit [[o7]] < [lW?]| ., v, < |[w!]|,, erhalten wir die Stabilitéit

; 2 A 1 . A A
o < (1= 0= ) Il + gara = o) (el + o) + 7 )

= e+l <

J
< e+ 2 ¢
=0



