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Vorwort

Seit Ende der 80’er Jahre wird PET als eine wesentliche 3D Bildgebungstechnik be-
trachtet. Jedoch erst in den letzten 10-12 Jahren widmete man sich der Entwicklung
der Methodik des Datenerwerbs und der Rekonstruktion von PET-Daten im 3D. Der
Hauptteil dieser Arbeit ist in verschiedenen naturwissenschaftlichen Journalen erschie-
nen, aber leider wurde bis heute - bis auf das Werk von Bendriem [6], welches aber nur
einen sehr diinnen Beitrag zum mathematischen Hintergrund liefert - kein mir bekanntes
Werk veroffentlicht, in dem ausschliefslich zu der Thematik ” PET” die interessanten ma-
thematischen Fragestellungen und Entwicklungen in einem einzigen Exemplar dargelegt
wurden. Da die Anwendung der 3D-PET wachsendes Interesse an vielen PET-Zentren
erhélt, ist diese Arbeit ein Versuch, die oben genannte Liicke zu fiillen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es zum einen, dem Leser einen Uberblick iiber den histori-
schen und physikalischen Hintergrund der PET zu geben und ihm die Wichtigkeit dieser
Technik fiir die heutige Medizin zu verdeutlichen, zum anderen - und dies ist unser
Hauptziel - soll der mathematische Hintergrund eingehend durchleuchtet werden.

In Kapitel 1 werden wir daher einen kurzen geschichtlichen Abriss angeben, die heutige
Anwendung der PET in der Onkologie - mit allen ihren Vorteilen gegeniiber der CT -
etwas genauer beschreiben und zum Schlufs die zu Grunde liegende Physik und einige
der wichtigsten Giitekriterien fiir diese Technik darlegen.

Kapitel 2 stellt dann die mathematische Einleitung zu dieser Arbeit dar, wobei wir in
diesem Kapitel alles zur Verfliigung stellen werden, was in den darauf folgenden Kapiteln
Anwendung bzw. Verwendung findet.

Die Idee zur Einteilung der Arbeit in die drei Hauptkapitel 3, 4 und 5 entstammt aus
dem Paper von Lewitt [10]. In Kapitel 3 beginnen wir dabei mit der Beschreibung eines
mathematischen Modells, das auf der einen Seite so einfach wie mdoglich gehalten wird,
auf der anderen Seite jedoch die Physik des Datenerwerbs moglichst gut wiedergibt. Auf
der Grundlage dieses Modells leiten wir dann ein Rekonstruktionsverfahren her, das auf
den Ideen der Approximativen Inversen beruht. Dabei wird der mathematische Hinter-
grund der Approximativen Inversen, die Herleitung des Rekonstruktionsverfahrens und
eines dazu modifizierten Verfahrens eingehend besprochen (wobei der 3D-Fall hier vollig
analog zum 2D-Fall zu sehen ist). Am Ende dieses Kapitels wird dann der Nutzen dieser
Art von Verfahren fiir die Praxis diskutiert.

Durch gewisse Annahmen und Modifizierungen des Grundmodells aus Kapitel 3 erhalten
wir schlieflich unser mathematisches Modell fiir die Verfahren in Kapitel 4. Dieses Mo-
dell fithrt uns zu analytischen Methoden, fiir die Inversionsformeln hergeleitet werden
kénnen. Einteilung und Vorgehensweise in diesem gesamten Kapitel beruhen auf den
Ideen von Bendriem [6]. Im Gegensatz zu Kapitel 3 und 5 miissen wir hier sehr darauf
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Vorwort

achten, ob wir unsere Daten nur im 2D-Modus oder im 3D-Modus erwerben. Wir werden
daher einen Uberblick iiber den Datenerwerb, der sowohl im Sinogramm- als auch im
Projektionsformat erfolgen kann, geben und dann auch noch ein paar Worte iiber die
Datenreduktion verlieren (da wir im Vergleich zur 2D-PET bei der 3D-PET wesentlich
mehr Daten erwerben, die alle abgespeichert und bearbeitet werden miissen, ist der Vor-
gang der Datenreduktion durchaus ein paar Zeilen bzw. Gedanken wert). Im Folgenden
werden wir in diesem Kapitel die 2D-PET mit ihrer Standardrekonstruktionsmethode,
der 2D-FBP, vorstellen und noch kurz anhand eines Beispiels darauf eingehen, wie man
andere 2D-Inversionsformeln zur 2D-FBP in Beziehung setzen kann. Danach behandeln
wir die sehr aufwendige 3D-PET, stellen das damit in Zusammenhang stehende Problem
der abgeschnittenen Daten vor und leiten dann eine 3D-Rekonstruktionsformel her, ein-
mal unter der Annahme, dass unsere Daten komplett sind und ein zweites Mal unter
der Annahme, dass die uns fehlenden Daten erst durch Vorwartsprojektion beschafft
werden miissen. Danach kommen wir zu dem letzten grofsen Abschnitt dieses Kapitels,
den Rebinningmethoden. Da die Daten im 3D erworben werden, jedoch so ”sortiert”
werden, dass nachher nur noch 2D-Rekonstruktionsmethoden benutzt werden, widmen
wir diesen Methoden einen eigenen Abschnitt. Wir erlautern, was Rebinning bedeutet
und leiten drei der aktuellsten Rebinningmethoden her. Am Ende dieses Kapitels ver-
gleichen wir wiederum alle hergeleiteten Verfahren miteinander.

Das mathematische Modell in Kapitel 5 erhédlt man ebenfalls aus dem Grundmodell aus
Kapitel 3. Das durch Diskretisierung erhaltene Modell beriicksichtigt - im Vergleich zu
den anderen Modellen - am meisten die statistische Natur des Datenerwerbs und der
Grofiteil der darauf beruhenden Verfahren sind die sogenannten " iterativen Verfahren”.
Diese wollen wir dann auch naher betrachten, wobei wir dabei nur die beiden iterati-
ven Verfahren herausgreifen, die in der Praxis tatsédchlich Anwendung finden. Auch hier
kénnen wir den 3D-Fall vollig analog zum 2D-Fall betrachten. Die Beweise bzw. Beweis-
ideen zu diesem Kapitel entstammen dabei hauptséchlich aus Natterer [11]. Eines der
beiden vorgestellten Verfahren, der ML-EM Algorithmus hat zu der Einfithrung vieler
verwandter Techniken gefiihrt. Dieser Algorithmus beruht darauf, dass wir eine beding-
te Erwartung maximieren wollen. In der Theorie ist die Maximierung dieser bedingten
Erwartung dquivalent zur ML-Aufgabe. Da dieser Algorithmus viele Probleme bei der
Implementierung mit sich bringt, versuchen wir im Folgenden, Losungsmoglichkeiten
dafiir zu finden. Dies fithrt uns zu weiteren, auf EM beruhenden Algorithmen, die - bis
auf OSEM - alle nur kurz angeschnitten werden. Die zweite, hier behandeltet iterative
Methode beruht auf der Projektion auf affine Unterrdume. Diese Methoden (ART) stel-
len wir ebenfalls ausfiihrlich vor und vergleichen sie schlieflich mit OSEM. Zum Ende
des Kapitels wird noch einmal in einem kurzen Uberblick auf die Vor- und Nachteile
der iterativen Methoden eingegangen und dargelegt, welche Losungsansétze bisher fiir
gewissen Probleme, im Zusammenhang mit diesen Methoden, bereitgestellt wurden.
Kapitel 6 ist nun schlieflich ein kurzer Ausblick, der zuerst einmal Anregungen dazu
geben soll, wie man die in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren noch verbessern kann
und der zum anderen die Gegenstinde der aktuellen Forschung beschreibt.
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1 Einfuhrung in die PET

1.1 Ein medizinisch-geschichtlicher Uberblick

” Zahlreiche medizinische Bildgebungsverfahren beruhen auf der Rekonstruktion eines
Bildes aus einem Satz Messungen. Zu solchen Techniken gehoren u.a. die Rontgen-
Computer- Tomographie (CT), die Ultraschallbildgebung und die nukleare Emissions-
tomographie.

Emissionstomographie ist ein Terminus, der auf die nuklearmedizinische Technik ange-
wandt wird. Unter Nuklearmedizin verstehen wir die Verwendung von offenen, radioak-
tiven Stoffen zur Diagnostik und Therapie. Wir unterscheiden 2 Arten/Teilgebiete der
Emissionstomographie: SPECT (Single-Photonen-Emissions-Tomographie) und PET
(Positronen-Emissions-Tomographie). Wahrend bei der SPECT Radiopharmaka zum
Einsatz kommen, die sich analog zu den Stoffwechselsubstraten verhalten, verwenden
wir bei der PET Radionuklide, die Teil des Metabolismus (Stoffwechselverdnderung des
Gewebes bzw. der Zelle) des Korpers werden, so dass Stoffwechselvorgénge vollstandig
erfasst und quantifiziert werden kénnen.

Die herkommliche Rontgentechnik ist eine sehr wertvolle Technik, die Bilder von hoher
rdumlicher Auflosung liefert, wobei aber der Weichgewebekontrast arm und die Strah-
lenbelastung fiir den Patienten nicht von der Hand zu weisen ist.

Die Nuklearmedizin liefert sowohl metabolische als auch anatomische Informationen.
Ihre Nachteile schlieffen schlechte raumliche Auflésung, Signalverlust durch distale Be-
reiche dicker Organe und Abhéngigkeit von radioaktiven Stoffen ein.” [4]

1.1.1 Die Geschichte der PET von den Anfangen bis zum ersten,
industriereifen Tomographen

Im Folgenden soll ein kurzer zeitlicher Uberblick iiber die Entdeckung der Existenz des
Positrons bis zur heutigen Anwendung der PET in der klinischen Routine gegeben wer-
den. Dieser Uberblick entstammt aus [9] und [5].

1928: P.A.M. Dirac sagt die Existenz der Positronen voraus.

1932: C.D. Anderson entdeckt Positronen in durch kosmische Strahlung ausgelésten
Kernprozessen.

1959: Anger und Rosenthal stellen die erste Kamera vor, die fiir Positronenstrahler
nutzbar ist. Es handelt sich um zwei gegeniiberliegende Gammakameras, die in Koinzi-
denz (genauere Definition des Begriffes siehe Kapitel 1.2) geschaltet sind.
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1963: Cormack beschreibt die theoretischen Grundsatze fiir die Rekonstruktion.
1962: Rankowitz et al. nutzen als erste die ringférmige Detektoranordnung.
1975: Der erste industriereife Positronen-Emissions-Tomograph wird vorgestellt.

Seit Ende der 80er Jahre hat die PET in der Hirn- und Herzdiagnostik und spé-
ter in der Onkologie zunehmende Bedeutung erlangt.

Seit Mitte der 90er Jahre gewann die PET auch zunehmende Bedeutung bei der or-
thopédischen Fragestellungen, wie z. B. der Entziindung des Knochens.

1.1.2 PET in der Onkologie

Der nun folgende kurze, aktuelle, medizinische Abriss ist eine Zusammenfassung aus den
Werken [1], [2] und [3]:

Der wichtigste Einsatzbereich der PET liegt heute in der onkologischen Diagnostik,
Therapie- und Verlaufskontrolle. Dabei spielt die morphologische Bildgebung (Morpho-
logie = Lehre von der Korperform/Korperstruktur) eine entscheidende Rolle.

Die morphologische Bildgebung, z. B. CT, ist die Basis der meisten etablierten Staging-
Methoden. Dabei handelt es sich um Bestandsaufnahmemethoden, die zur Bestimmung
der Ausdehnung eines malignen (= bosartigen) Tumors durchgefiihrt werden. Dieses
Staging dient nicht nur als Grundlage fiir therapeutische Entscheidungen, sondern wird
auch zur Risikostratifizierung genutzt. In den 90er Jahren hat PET als metabolische
Bildgebungsmethode eine zunehmende Bedeutung in der klinischen Diagnostik von Tu-
morerkrankungen erlangt.

Onkologische PET basiert auf dem von Warburg entdeckten Prinzip, dass Tumore hy-
permetabolisch sind und damit durch einen erhéhten Glukosestoffwechsel von nicht-
malignem Gewebe unterschieden werden kénnen. Mittels radioaktiv markierter Glucose
[F-18-FDG]| kann somit der Glucosestoffwechsel im Patienten in vivo verfolgt und quan-
tifiziert werden.

Der klinische Nutzen von PET ist zum grofsten Teil auf die funktionellen Eigenschaften
von FDG zuriickzufiihren. Dazu zahlt unter anderem die Tatsache, dass das Ausmafs der
Stoffwechselaktivitéit - und somit die FDG-Menge, die sich in einem Tumor (= Schwel-
lung, kann gut- oder bosartig sein) anreichert - als Hinweis auf den Malignitatsgrad der
Neubildung gilt. Des Weiteren konnte gezeigt werden, dass sich der Tumor-Metabolismus
bereits verandern kann, bevor Monate spéter eine Grofsen- und Formveranderung des
Tumors in der CT dargestellt werden kann. Da eine erhohte Stoffwechselaktivitat al-
so vor anatomischen Verdnderungen auftritt und viele Monate frither nachweisbar ist,
kann mittels PET eine frithere Diagnose und ein exaktes Staging ermdéglicht werden. Die
erhaltenen Daten ermdoglichen dann eine genaue Strahlentherapie-Planung und helfen,
die Auswirkungen verschiedener Behandlungsformen préazise zu beurteilen. Insbesondere
lasst sich anhand von PET-Verlaufskontrollen die Wirksamkeit einer Tumorbehandlung
bei Einsatz von Chemo- oder Strahlentherapie feststellen.

Mit PET-Untersuchungen kann des Weiteren ein Rezidiv (= wiederkehrender Tumor)
nachgewiesen werden. FDG-PET-Aufnahmen zeigen ein solches als heifse Knoten. Zu-
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sétzlich eignen sich FDG-PET-Untersuchungen auch dazu, frithzeitig ein Ansprechen auf
die Therapie zu erfassen oder die Behandlungsmethode rechtzeitig zu dndern.
Zusammenfassend kann man sagen, dass die PET-Bildgebung umfassende und exakte
Staging-Informationen liefern kann, die durch CT oder MRT (Magnetresonanztomogra-
phie) nicht bereitgestellt werden kénnen. Damit bietet das Verfahren die Moglichkeit,
nicht nur den Behandlungsaufwand fiir Krebspatienten, sondern auch den Kostenauf-
wand im Gesundheitswesen zu reduzieren, da PET direkt Aufschluss iiber die bestmdog-
liche Therapie gibt.

1.2 Physikalische Grundlagen der PET

Bei diesem Abschnitt folgen wir den Quellen [2], [6], [8], [9] und [17].

Der Arzt verabreicht dem Patienten eine positronenemittierende Substanz, die sich in
den verschiedenen Regionen des Korpers anreichert. Die jeweilige Menge, die dabei an-
gelagert wird, ist proportional zur Glucoseaufnahme an dieser Stelle. Wenn es uns daher
moglich wire, den Ort jeder Positronenemission zu bestimmen, konnten wir Aussagen
iiber den Glucoseverbrauch der jeweiligen Region machen. Obwohl es uns unmdoglich ist,
den exakten Ort einer Positronenemission zu identifizieren, ist es uns dennoch méoglich
- durch die Positionierung von Detektoren um den Patienten herum - ein Volumen zu
bestimmen, in welchem die Emission stattgefunden hat. Die Physik dahinter ist die Fol-
gende:

Wie wir gesehen haben, werden bei der PET Radionuklide verwendet, die beim Zerfall
Positronen aussenden. Positronen werden auch als Antimaterieteilchen bezeichnet, d. h.
es handelt sich hierbei um Elementarteilchen, entsprechend dem Elektron, mit gleicher
Ruhemasse aber entgegengesetzter positiver Ladung.

Ruhemasse Ladung
Elektron | 0.9109-10727¢g | —1.602 - 10~ %
Positron | 0.9109-10"27¢ | 1.602 - 10~

Tabelle 1.1: Ruhemasse und Ladung von Elektron und Positron. Quelle: [9] S. 104.

Positronen entstehen nur, wenn instabile, protonenreiche Kerne durch 5%-Zerfall in einen
stabileren Energiezustand iibergehen, wobei die Protonen des Kerns sich unter Positro-
nenaussendung in Neutronen umwandeln:

p—n+ BT+

Die Energiemenge eines Positrons betragt nur ein paar MeV und kann schnell wieder
durch Ionisierung und Kollision mit Atomen im umgebenden Gewebe verlorengehen. Eine
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Begegnung eines Positrons mit einem freien Elektron im Gewebe fiihrt zu einer Teilchen-
Antiteilchen-Vernichtung aus der zwei Photonen (Gammaquanten) hervorgehen. Dieser
Vorgang wird Paarvernichtung oder Annihilation genannt. Die bei der Paarvernich-
tung emittierte Strahlung wird als Annihilationsstrahlung oder Vernichtungsstrahlung
bezeichnet:

e +e -+

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Reaktion ist allerdings nur dann grofs, wenn das Positron
in Ruhe oder nahezu in Ruhe ist. In der Reaktion miissen zwei Photonen freigesetzt
werden, die in entgegengesetzte Richtung auseinanderfliegen, damit die Impulserhaltung
gewahrleistet ist. Aus der Energieerhaltung folgt, dass die Energie jedes dieser Photonen
511 keV betragt. Um die Vernichtungsstrahlung nachzuweisen sind Detektoren notwen-
dig, die sich gegeniiberstehen und in der Lage sind, die beiden entstandenen Photonen
gleichzeitig nachzuweisen.

Die gleichzeitige Emission von zwei Photonen ist die Basis koinzidenter Detektion und
Bildgebung.

Unter Koinzidenz versteht man dabei das zeitliche Zusammentreffen zweier Vorginge,
sprich das gleichzeitige Ansprechen zweier sich gegeniiberliegender Strahlungsdetektoren
auf jeweils einen Gammaquanten. Die Breite des Koinzidenzfensters legt das Zeitinter-
vall fest, innerhalb dessen zwei Gammaquanten auftreffen miissen, um als gleichzeitig
registriert zu gelten. Eine echte Koinzidenz liegt dann vor, wenn zwei Photonen aus der-
selben Positronen-Elektronen-Annihilation ohne Wechselwirkungen zu den Detektoren
gelangen und beide innerhalb eines kurzen Zeitfensters (normalerweise 6-12 ns) detek-
tiert werden.

Werden zwei Photonen durch eine Koinzidenzabfrage nachgewiesen, so bezeichnen wir
das Volumen, dass durch das Detektorpaar, das die Koinzidenz zahlt, festgelegt wird,
als Detetkortube oder einfach Tube.

Die einzige Information, die wir also erhalten, wenn ein Paar Detektoren eine Koinzidenz
zéhlt, ist die, dass die Annihilation irgendwo innerhalb des Tubes der entsprechenden
Detektorelemente stattgefunden hat. Die Menge der Daten, die wir wiahrend eines PET-
Scans gesammelt haben, sind als Tubezéhlungen ny, ..., n;, wobei n; die gesamte Anzahl
der Koinzidenzen, die in Detektortube ¢ gezéahlt wurden, ist und I die Anzahl der Tubes
ist.

Die Tubes spielen bei dem Modell in Kapitel 3 eine Rolle. Wir kénnen jedoch auch hinge-
hen - wie bei dem Modell in Kapitel 4 - und anstelle des Volumens die Verbindungslinie
zwischen den Wechselwirkungspunkten in den beiden gegeniiberliegenden Detektorele-
menten betrachten. Diese Verbindungslinie bezeichnen wir mit line of response, kurz:

LOR (siehe Abbildung 1.1).

Wir sollten uns jedoch vor Augen halten, dass die Gesamtanzahl der Koinzidenzen nor-
malerweise viel kleiner als die Gesamtanzahlt der tatsédchlichen Emissionen ist. Dieses
Phénomen ist auf gewisse Effekte wie Streuung, Dédmpfung etc. zuriickzufithren und wird
in Abschnitt 1.3 noch ausfiihrlicher besprochen werden.
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Abbildung 1.1: Koinzidentes Ereignis, das in einem Ring-PET-Scanner detektiert wird
mit zugehorigem LOR. Quelle: [8] Figure 2.

Am Ende dieses Abschnitts wollen wir noch festhalten, dass der Aktionsradius des Po-
sitrons im Gewebe - gemessen vom Punkt der Emission bis zum Punkt der Vernichtung
durch ein Elektron - in Wirklichkeit ein paar Millimeter betragen kann und von der
Energie der Emission aus dem Kern abhéngig ist. Es kann auch zu Abweichungen vom
180° Winkel kommen, wenn das Positronen-Elektronen-System einen Restimpuls hat,
welcher im Vernichtungsprozess enthalten sein muss. Die Photonenpaare werden aber -
innerhalb eines festen Winkels - ohne eine bevorzugte Richtung emittiert.

~180
511 keV Photon
7/
J"
/

,

S

yd Positronen-emittierender
} Kern

511 keV Photon

Abbildung 1.2: Schema der Positronen Emission und Annihilation. Quelle: [6] S. 1.
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Sobald also der Isotopenindikator injiziert wurde und die zur Konzentration in den inter-
essierenden Organen erlaubte Zeit verstrichen ist, konnen wir - wie wir im Laufe dieser
Arbeit noch sehen werden - die Verteilung des Indikators innerhalb der Organe durch
Sammlung koinzidenter Photonenpaare rekonstruieren. Dazu miissen wir aber im Voraus
zwei Annahmen treffen, die in der gesamten Arbeit Giiltigkeit haben:

1. die Linie, entlang derer die Photonen emittiert werden, enthélt den Ort des Kerns,
von dem aus das Positron entsteht (d.h. der Aktionsradius des Positrons im Ge-
webe ist Null).

2. die Photonen, die durch Vernichtung hervorgehen, werden in einem Winkel von
genau 180° in entgegengesetzte Richtung ausgesendet.

Die verschiedenen Detektoren sind nun iiber eine Koinzidenzschaltung miteinander ge-
koppelt, d. h. erzeugt ein Vernichtungsquant in einem Detektor eine Szintillation, dann
erfolgt innerhalb des gewéhlten Zeitintervalls an allen Detektoren eines Ringes eine Ab-
frage, ob in einer gegeniiberliegenden Winkelposition ebenfalls ein Ereignis registiert
wurde. So dient die Koinzidenzmessung zum einen der Lokalisierung der Ereignisse, in
diesem Falle spricht man von elektronischer Kollimierung. Der Entstehungsort der 511
keV-Strahlung liegt nun - je nachdem welches Modell wir zugrundelegen - entweder auf
einer Linie, welche die Wechselwirkungspunkte in den beiden Detektoren verbindet (siehe
Abbildung 1.1), oder aber innerhalb des entsprechenden Tubes. Wenn in zwei gegeniiber-
liegenden Detektoren zeitgleich beide Quanten gemessen werden, so ist das ein Nachweis
dafiir, dass eine Positronenemission stattgefunden hat. Mit Hilfe von Rekonstruktionsal-
gorithmen, die der Gegenstand dieser Arbeit sein werden, wollen wir nun die Verteilung
des Kontrastmittels im Korper des Patienten bestimmen, um damit eine Aussage iiber
den Glucosestoffwechsel in den verschiedenen Regionen des Korpers zu machen.

1.3 Gutekriterien

Die Qualitdt des von einem PET-System produzierten Bildes wird durch mehrere physi-
kalische Faktoren beeintréichtigt, wobei einige dieser Faktoren korrigiert werden kénnen.
Bei der kurzen Darstellung dieser Kriterien richten wir uns nach [§].

1.3.1 Streuung

Wird mindestens eines der beiden Photonen aus einer Annihilation von seinem urspriing-
lichen Weg abgelenkt und werden trotzdem beide Photonen detektiert, so nennt man
diese Koinzidenz eine Streukoinzidenz. Die Folge einer Streukoinzidenz ist, dass sich der
Ort der Annihilation nun nicht mehr auf der Linie befindet, die die beiden Detektoren,
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an denen die Photonen detektiert wurden, verbindet.

Abbildung 1.3: Streuung. Das linke Bild zeigt Streuung innerhalb der Ebene, das rechte
Bild Streuung auferhalb der Ebene. Quelle: [8] Figure 4.

Wie wir in der Abbildung 1.3 erkennen kénnen, gibt es mehrere Arten der Streuung. Auf
der linken Seite ist die Streuung innerhalb einer Ebene dargestellt. Wir erkennen, dass
ein Photon aus dem Vernichtungsprozess den Korper des Patienten ungestreut verlasst,
wobei das zweite Photon streut, bevor es den Korper verlédsst. Betrachten wir die zuge-
horige Koinzidenz, so scheint es, dass die Quelle der radioaktiven Strahlung aufterhalb
des Korpers liegt.

Eine andere Méglichkeit der Streuung wird auf der rechten Seite der Abbildung gezeigt.
In diesem Fall findet die Positronenemission auferhalb der Ebene der Detektorringe
statt. Eines der Photonen aus dem Vernichtungsprozess emittiert direkt in Richtung
Ring, dass andere ist anfanglich von den Detektoren weg gerichtet, streut dann jedoch
und bewegt sich ebenfalls in Richtung Detektoren. Hier liegt die Quelle der radioaktiven
Strahlung auferhalb der Detektorringebene, scheint aber in der Ebene der Detektoren
zu liegen.

Um die Streuung aufserhalb der Ebene zu reduzieren, werden sogenannte Septen ver-
wendet (siehe Abbildung 1.4). Diese blockieren nicht nur die radioaktive Strahlung, die
aukerhalb des FOV (field of view, kurz: FOV; Sichtfeld; Es handelt sich hierbei um die
Flache des Detektors, die zur Bildinformation beitragt) des Ringes entsteht, sondern
minimieren auch andere Effekte der radioaktiven Strahlung, die auferhalb des FOV ent-
stehen, inklusive Totzeit und zuféllige Koinzidenzen, die spater noch diskutiert werden.
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Abbildung 1.4: Der Gebrauch von Septen fiir die hybrid-PET-Bildgebung. Die durchge-
zogenen Linien stehen fiir detektierte Ereignisse, die gestrichelten Linien

reprasentieren verschiedene Typen nichtdetektierter Ereignisse. Quelle:
[8] Figure 14.

Insgesamt konnen wir sagen, dass Streuung entweder im Objekt, auf dem Weg Objekt-
Detektor oder im Kristall erfolgen kann. Somit werden auch Photonen registriert, die
unterhalb des Energiemaximums liegen. Dieser Effekt kann durch eine bessere Geometrie
des Detektors und durch eine entsprechende Wahl des Energiefensters reduziert werden.
Eine Implementierung eines Streu-Korrektur-Algorithmus, der vor der Rekonstruktion
auf die Originaldaten angewendet wird, wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen,
kann aber in dem Artikel von ” M. Bergstrom, L. Eriksson, C. Bohmm, G. Blomqvist, J.
Litton, Correction for scattered radiation in a ring detector positron camera by integral

transformation of the projections, J. Comput. Assist. Tomogr., 1983, Volume 7, pp.
42-50", nachgelesen werden.

1.3.2 Dampfung

Déampfung ist der Verlust wahrer Ereignisse, der auf Streuung und Absorption zuriick-
zufiihren ist.

Abbildung 1.5 zeigt ein Ereignis, bei dem die beiden Photonen in Richtung Detektoren
emittiert werden, aber eines der beiden Photonen irgendwo auf seinem Weg durch den
Korper gestoppt oder abgelenkt wird und somit nicht von dem vorgesehenen Detektor
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detektiert wird. Dieses gestreute Photon kann, muss aber nicht in einem anderen Detek-
tor als dem vorgesehenen detektiert werden.

Abbildung 1.5: Dampfung. Eines der Photonen wird gestoppt oder abgelenkt, bevor es
detektiert wird. Quelle: [8] Figure 5.

In der PET miissen beide Photonen den Korper ungeddmpft verlassen, damit es zu
einer echten Koinzidenz kommt. Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis in
der PET geddampft wird wesentlich hoher, als in der SPECT.

Charakteristisch fiir die Dadmpfung in der Koinzidenz-Bildgebung ist, dass in den meis-
ten Fallen zumindest eines der emittierten Photonen eine wesentliche Menge an Gewebe
durchqueren muss, sogar dann, wenn die Strahlung nahe an den Réndern des Korpers
ist.

Der offenkundigste Effekt der Dampfung ist der Verlust an Zahlungen. Daraus resultie-
ren eine Zunahme des Rauschens und eine ungenaue Quantifizierung der radioaktiven
Verteilung. Die Rauscheffekte konnen nicht behoben werden, allerdings kénnen wir durch
die Anwendung einer Dampfungskorrektur die quantitative Genauigkeit zuriickbekom-
men.

Ein anderer Effekt der Dampfung sind Unregelméfigkeiten im rekonstruierten Bild. Es
ist z. B. wesentlich wahrscheinlicher, dass die Strahlung, die von der Mitte des Korpers
aus emittiert wird, gedampft wird, als die Strahlung, die an den Réndern des Korpers
emittiert wird. Das resultierende Bild zeigt daher eine kiinstlich verringerte Radioakti-
vitat tiefer im Korper. Die Auflenkonturen dagegen zeigen eine kiinstlich hohe Menge
an Radioaktivitat, weil die radioaktive Strahlung, die tangential zu den Auftenkonturen
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des Korpers emittiert, nicht geddmpft wird. Da alle restliche radioaktive Strahlung, die
innerhalb des Korpers emittiert wird, in allen Richtungen gedampft wird und keinen
einfachen Weg aus dem Korper hinaus hat, wird eine helle Aufenkontur beobachtet.
Um die Dampfung zu korrigieren, stehen uns die gemessene und die berechnete Korrek-
tur zur Verfligung. Genaueres dazu werden wir jedoch erst im Ausblick auf Seite 179 ff
angeben.

1.3.3 Zufallige Koinzidenzen

Eine zufdllige Koinzidenz ist das Ergebnis einer Koinzidenzabfrage, bei der beide Pho-
tonen von verschiedenen Vernichtungsorten herriihren. Das Verhéltnis echte Koinzidenz-
zuféllige Koinzidenz verbessert sich, je mehr Detektoren in Koinzidenz geschaltet sind.
Auf der einen Seite muss das Zeitfenster groff genug sein, damit alle echten Ereignisse
festgestellt werden, andererseits muss man aufpassen, denn je grofer das Zeitfenster ist,
umso mehr zuféllige Koinzidenzen kommen hinzu.

Die Rate zufélliger Ereignissen zwischen zwei Detektoren ist:

Rr =1 % Ry * Ry,

wobei R; und R, die Raten sind, mit denen Detektor 1 bzw. Detektor 2 Gammastrahlen
erhélt und r das Zeitfenster ist.

Zufallige Koinzidenz-Zahlungen addieren Hintergrundaktivitdt zum Bild. Zuféllige Er-
eignisse werden dann bedeutsam (verglichen mit wahren Ereignissen), wenn die Detek-
torraten sehr hoch sind. Sie sind fiir Detektoren mit geringer Detektionseffizienz und fiir
die dreidimensionale Bildgebung problematischer.

1.3.4 Totzeit

Unter Totzeit versteht man bei elektrischen und mechanischen Messsystemen die an der
Ubergangsfunktion des Systems zu ermittelnde Zeitspanne zwischen dem Wirkungsein-
satz einer Sprungfunktion als Eingangssignal und der ersten messbaren Reaktion in der
Antwortfunktion des Systems. Wenn die Rate der Photonen, die auf einen Detektor trifft
wachst, dann wéchst auch, zuriickzufiihrend auf die Totzeit, die Wahrscheinlichkeit, dass
Photonen verschwinden bzw. fehlen. Dieses Problem tritt besonders bei der Koinzidenz-
Detektion auf, da beide Photonen detektiert werden miissen. Totzeit-Verluste werden
von Systemen mit vielen unabhéngigen Detektoren minimiert. Die Verluste werden auch
bei der Verwendung schnellerer Szinitillatoren reduziert.

1.3.5 Rauschen

Ein wichtiger Faktor bei allen nuklearmedizinischen Bildern ist das Rauschen. Bildrau-
schen (zuféllige Variationen in der Pixelintensitét) nimmt bei mehr Z&hlungen ab. Mehr
Zahlungen konnen wir durch langeres scannen, héhere Tracerdosen oder durch eine ver-
besserte Effizienz der Scanner beim Detektieren emittierter radioaktiver Strahlung er-

10



1 FEinfiihrung in die PET
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Abbildung 1.6: Bildqualitét als eine Funktion von Zahlungen. Das gleiche Phantom wird
fiir verschiedene Zeiten, die ungefahr um den Faktor 2 wachsen, darge-
stellt. Obere Reihe: Bilder, die mit der gefilterten Riickprojektion re-
konstruiert wurden. Untere Reihe: Bilder, die mit dem OS-Algorithmus
rekonstruiert wurden. Eine genauere Beschreibung der gerade erwahnten
Algorithmen erfogt spater. Quelle: [8] Figure 8.

Ein wichtiger Faktor in der Rauschqualitdt von Daten ist der Grad an Hintergrundakti-
vitat. Die Zahlungen, die entlang eines festen LORs wéhrend eines PET-Scans gemessen
wurden, enthalten echte, zuféllige und Streu-Koinzidenzen:

P=T+S+R.

Die echten Ereignisse erhélt man, in dem man Streu- und Zufalls-Korrekturen auf die
Gesamtereignisse anwendet:

T'=P—-S—-R.

Die gesamten Zahlungen, die wiahrend eines PET-Scans gemessen werden, werden mit
P bezeichnet. Die Anzahl der Zahlungen, die nach der Streu- und Zufalls-Korrektur ver-
bleibt, wird mit T bezeichnet. Jedoch ist die Anzahl der echten Ereignisse T (nach den
Korrekturen) kein addquater Indikator fiir die spétere Bildqualitat. Z.B. wurden bei
einer Studie, in der 1 Millionen Gesamtziahlungen ohne irgendeinen Hintergrund (keine
Streuung und keine Zufalls-Ereignisse) gesammelt wurden, viel bessere Bilder erzielt als
bei einer Studie, bei der 1,5 Millionen Gesamtzahlungen gesammelt wurden, von denen
0,5 Millionen Hintergrund sind. Sogar nach der Korrektur des Hintergrunds wiesen die
Bilder der ersten Studie eine bessere Qualitéit auf als die der zweiten. In der Tat sind
sie sogar in der Qualitdt Bildern dhnlich, die mit 0.7 Millionen Gesamtzéhlungen ohne
Hintergrund rekonstruiert wurden.

11
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Démpfung, Streuung und zufillige Koinzidenzen mindern also die Qualitat des produ-
zierten Bildes. Trotzdem werden sie in den folgenden Kapiteln sowohl bei der mathemati-
schen Modellierung als auch den daraus resultierenden Algorithmen zur Bestimmung der
gesuchten Tracerverteilung oft gar nicht oder nur kurz erwahnt werden. Das liegt daran,
dass es nicht das Thema dieser Arbeit sein wird, diese Faktoren ausfiihrlicher zu bespre-
chen, wir jedoch darauf hinweisen wollen, dass sie existieren und berticksichtigt werden
miissen. Im Ausblick dieser Arbeit werden wir noch einmal kurz auf ihre Problamtik
eingehen und mogliche Losungsvorschléage ansprechen. Eine genauere Ausfithrung davon
kénnte zur Themenstellung einer weiteren Diplomarbeit fiithren.

12



2 Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel wollen wir Séatze, Lemmata und Definitionen aus den Bereichen Funk-
tionalanalysis, Bildrekonstruktion, Wahrscheinlichkeitstheorie und Optimierung zur Ver-
fiigung stellen, die als Hilfsmittel fiir das Verstdndnis und die Durchfiihrung von Bewei-
sen in den nachfolgenden Kapiteln dienen werden.

2.1 Grundlagen aus der Funktionalanalysis

Alle in diesem Abschnitt behandelten Satze, Korollare und Lemmata werden ohne Bewei-
se angegeben, da diese in nahezu jedem Funktionalanalysisbuch nachgeschlagen werden
konnen. Interessierte vermogen dies z. B. ausfiihrlichst in [24] und [39] nachzulesen.

Definition 2.1. (Hilbertraum)
Sei H ein Vektorraum (VR) iber k =R (C) und
(-,-) : Hx H— R ein Skalarprodukt auf H.

Ist H bzgl. der induzierten Norm || - ||g= (-, ")
Hilbertraum (HR).

ZZ vollstindig, so heisst (H,(-,-)) ein

Definition 2.2. (orthogonal, orthogonales Komplement)
Sei H ein HR und seien x, y € H, A C H. Dann definiert man:
x, y heissen ortogonal & (v,y) =0 (x Ly)

und es ist
At ={z€ H; z1lLa Vac A}

das orthogonale Komplement von A.

Satz 2.3. (beste Approximation)
Seir H ein HR, A C H abgeschlossen und konvex, v € H.
Dann existiert ein eindeutiges y € A mit:

| z —y ||= dist(z, A) = ;Ielfx |z—z] .

13
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Korollar 2.4. Sei H ein HR und A C H ein linearer TR. Dann gilt:

a) {0} =H,
b) H+ = {0},
c) A= (AH)*L

Satz 2.5. (Projektionssatz)

Sei H ein HR, A C H abgeschlossen. Dann gilt:

jedes x € H lisst sich eindeutig in der Form x = y+ z schreiben, mity € A und z € A+
(H=A®AL).

Dabei ist y die Bestapproximation von x in A.

Definition 2.6. (orthogonale Projektion)

Ser H ein HR und A C H abgeschlossen.

Die Abbildung P : H — A mit P(x) =y, wobei y die Bestapprozimation aus Satz 2.5
ist, heisst orthogonale Projektion von x auf A.

Satz 2.7. Sei A C H ein abgeschlossener TR und P : H — A die orthogonale Projek-
tion auf A. Dann gilt:

a) D(P)=H, R(P)= A, N(P) = A,

b) || Plla—n=1 falls A # {0},

¢) P2=P und P* =P,

e) I — P ist die orthogonale Projektion auf R(P)* = N(P) = A+,

Satz 2.8. Seien E, F normierte Riume, T : E — F k-linear. Aquivalent sind:
i) T ist stetig,
ii) T ist stetig in 0,
i) 3C >0 mit || Tz [|[p< C || x| Ve e E,

w) sup || Tz ||p< 0.
z€B1(0)

14
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In diesem Fuall ist:

C = sup ||Tz|pr=:|T| die kleinste Zahl C >0 mit: | Tz [|[p< C ||z ||g Vz € E.
z€B1(0)

Definition 2.9. Scien E, F' normierte k-Vektorriume. Dann definiert man:
L(E,F):={T; T: E — F stetig linear}
und

K(E,F) = {T; T:E — F linear und kompakt}.

Satz 2.10. Kompakte Operatoren sind stetig.

Satz 2.11. SeiT € L(X,Y), X, Y HR’e iiber k =R (C). Dann gilt:

a) N(T*) = R(T)* und N(T*)* = (R(T)*)* = R(D),

b) N(T) = R(T*)* und N(T)* = (R(T*)*)* = R(T™).

Satz 2.12. (Prinzip der stetigen Inversen)
Seien X, Y Banachriume, T € L(X,Y) bijektiv. Dann gilt:
T'e LY, X).

Definition 2.13. (adjungiert, selbstadjungiert, unitdr)
Sei T € L(X,Y), X, Y Hilbertraume.
Der Operator T* :' Y — X mit

(Ty,z)y = (y, Tx)y Vee X, VyeyYy

heifst der zu T adjungierte Operator.
Gilt T =T, so heifit T selbstadjungiert.
Ist TT* = Idy, T*T = Idx, so heisst T" unitar.

Satz 2.14. Sei T € L(X,Y), X, Y Hilbertraume.
Wenn T : X —'Y surjektiv ist, dann folgt:
Der adjungierte Operator T* : Y — X st injektiv und R(T*) C X ist abgeschlossen.

15
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2.2 Grundlagen aus der Bildrekonstruktion

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Definitionen, Siatze und Lemmata inklusive Be-
weisen entstammen aus [23] und [40].

2.2.1 Die Fouriertransformation

Definition 2.15. (Fouriertransformierte, Fouriertransformation)
Sei f € Li(R™). Setze

~

(FHE) = ful€) = (2m) 2 / f@)e @9 dr Ve R (2.1)

Die Funktion f heifst Fouriertransformierte von f, die Abbildung Ff — F[f Fou-
riertransformation.

Definition 2.16. (Faltung)
Sei f € La(R™), g € L1(R™) oder umgekehrt.

(f*g):= /f(w —y)g(y) dy (2.2)

heifst Faltung der Funktionen f und g.

Satz 2.17. (Faltungssatz)
Fiir f € Ly(R™), g € Li(R™) bzw. f € Li(R"), g € Ly(R™) gilt:

(F(F=a)©) = 0" *(FHEFgE). (23)
Bewezs.
Fre© E en (g =9 i
Eem e [ 1 - pgle 9 dyde

16
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Wir substituieren x = y + z und erhalten somit

(F(f*g)(E) = (%ﬂ‘WQ/:/fX@gﬁoé”@Qé”“@dydz

Rn ]Rn

= a2 [ e [ e 00 dy s
Rn

R

= @2m)"2(FFE)(Fg)().

]

Aus funktionalanalytischer Sicht ist es giinstig, F auf einen geeigneten Teilraum von
L1 (R™), der aus glatten Funktionen besteht, einzuschrianken. Optimal ist dabei die Wahl
des als néchstes definierten Schwarzraumes S(R™).

Definition 2.18. (Schwarzraum, Schwarzfunktionen)
Eine Funktion f : R"™ — C heifst schnell fallend, falls

lim z%f(x) =0  VaeNj.

|z|—o0

Hier ist x durch z$* - ... - 2% erklirt (Multiindex). Der Raum

S(R™) = {f € C=(R"); dﬁf schnell fallend ¥ € N} }

heifst Schwarzraum, seine Elemente Schwarzfunktionen.

Nach der Definition verschwinden Schwarzfunktionen und ihre sdmtlichen Ableitungen
im Unendlichen schneller als das Reziproke jeden Polynoms. Daher gilt:

S(R") C L,(R™) Vp >1

und man kann sogar zeigen, dass S(R™) dicht in L,(R") fiir 1 < p < oo liegt.

Die Bedeutung des Schwarzraumes liegt aber vor allem darin, dass die Fouriertransfor-
mation F eine Bijektion von S(R") auf S(R™) vermittelt, was fiir L;(R") nicht der Fall
ist.

Zunéchst wollen wir aber noch ein paar wichtige Eigenschaften der Fouriertransforma-
tion angeben, bevor wir die obige Behauptung beweisen wollen.

Lemma 2.19. Sei f € S(R") und « ein Multiindex. Dann gilt:
a) Ff € C(R") und d*(Ff)(€) = (=) F (@ f)(€).
b) F(d*f)(€) = il (F (&)

17
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c) F(TPf)(€) = E°(Ff)(€) Translation
wobei TP f(x) = f(x —b) beR™ und E*(Ff)(&) = e 0O (FF)(€) ist.
d) F(D"f)(€) = D/*(Ff)(€)  Dilatation

wobei Df(z) =| a |72 f(a™'z) a € R\{0} ist.

Beweis.  a) Sei f € S(R™).

Setze h(€,z) := f(x)e @8 € C=(R")

—
integrierbar
9*h Ao o —iz n
S 60 = f@)(—)lae e va ey
Da | Z2(e ) =] f)a || (=) || e | und f € S folgt
8£a TT
M :=sup | f(x)z® |< 00 Va € Nj
0%h
aga( 71:) |— \]w/ V(g,QT)

Konstanten sind integrabel

Mit Hilfe des Konvergenzsatzes von Lebesgue kénnen wir nun also die Differentia-
tion ins Integral ziehen und es gilt:

—n/2 —z(acf) _ —n/2 —i(
850‘ (2m) /f dx = (2m) /f dzx. (2.4)

Rn

Somit gilt also

PENO = gl / fla)ei9) d

= 2/f 38‘ dx
= (27r)_"/2(—z')°‘|/f(x)xo‘e_i 28) dx

= (=) F@f)E)  VaeN.

Da dies fiir alle o € N} gilt, ist F € C>°(R").

18
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b) Durch partielle Integration erhiilt man (wegen z°f € S(R") verschwinden alle
Randterme)

Fdf)E) = (2m) / (& f) ()@ da
= (el [ )

= ieN(F ).

FENE = @0 [T 9 i
J

= @2m)? [ f(z—b)e "0 dz.
/

Substituiere y = = — b und es folgt

F(TPA)(E) = (2m) "2 108 / ) 9 dy
R™

= E"F[)()

FOUO = @) [0 da
]Rn
= (2%)_”/2/ | a |72 f(z/a)e™ 8 dz.
R
Substituiere y = x/a und man erhélt dx =| a |* dy. Somit folgt
FOU©O = @ al [ e ay
RTL

= DY(F[)(©).
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Lemma 2.20. Wenn f € S(R") ist, dann ist auch Ff € S(R").

Beweis. Aus Lemma 2.19 a) folgt, dass Ff € C°(R") ist.

noch zu zeigen: lim £2d°(Ff)(€) =0

|§]—o0

Es gilt:

2.19a)

£ (=) F (@ £)() (1)) (=)

. J/
-~

1

= ) FEOEi) (i)
2.19b)

2 F @ HE) =) (-0),

AP (F 1))

Aus f € S(R") folgt

27 f(x) € S(R™) und d“2” f(x) € S(R") C L, (R")
und damit sehen wir, dass
d*z’ f(z) € Li(R")
ist. Da allgemein fiir ein f € L;(R"™) gilt:

Ff € Go®") = {f € C®): I f(x) =0}
folgt
F(d*z"f)(€) € Co(R™),

damit erhalten wir
lim F(d*z”f)(&) =0

|§]—o0

und schliefilich
|§1|im AP (Ff)(E) =0.

]

Der Beweis zu dem folgenden Lemma wird nicht angegeben, da er sich ausfiihrlich in
[40] nachlesen lasst.

Lemma 2.21. Fir f € S(R") gilt:

(FFf)(x) = f(—x) Vr € R™. (2.5)
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Satz 2.22. Die Fouriertransformation ist eine Bijektion von S(R™) auf S(R™), der
wnwverse Operator ist durch

F @) = en 7 [ fOetod voere (2.6
Rn
gegeben. Ferner gilt:
(Ff, f9>L2(Rn) ={f, g)Lg(R") VS, g€ SR"). (2.7)
Insbesondere gilt:
| Ff @y = I flliawny VS €SRY. (2.8)

Beweis. Aus Lemma 2.21 folgt, dass F* = Idg(rn) ist. Daraus wiederum folgt, dass F
bijektiv ist und F~! = F3 ist. Das liefert uns:

(Fh)) = (FAFN)(@) = (Ff)(-z).

Als unmittelbare Konsequenz des Satzes von Fubini gilt:

[En©TFI@E = [ 10)FFD@ v g e SER.

RTL

Fiir h := Fg erhalt man dann:

FRa) = 0 [ hEe

R’!L
— n/2/ ez (z,8) (

Damit erhalt man also

(Ff.Fg), = / f(2)9() de
= <fag>L2

und insbesondere gilt:

I Ffll=l f . VS eSRY.
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2 Mathematische Grundlagen

Der Operator F ist also auf dem Teilraum S(R"™) von Lo(R™) wohldefiniert, bijektiv
und bzgl. || - ||z, isometrisch. Da S(R™) dicht in Ly(R™) liegt, kann man F zu einem
isometrischen Operator auf Ly(R") fortsetzen. Man nennt diese Fortsetzung Fourier-
Plancherel-Transformation und kennzeichnet sie voriibergehend mit F,. Wegen Satz
2.22ist Fy : Lo(R™) — Lo(R™) ein isometrischer Isomorphismus und es gilt die Plancherel-
Gleichung

<F2f7f2g>L2 = <f7g>L2 vfa g € L2<Rn)

Wir sollten bemerken, dass Fof fiir f € Ly(R™) nicht durch (2.1) gegeben ist, denn fiir
[ € Ly(R™) braucht das Integral in (2.1) nicht zu existieren. (Ebenso ist F» nach Kon-
struktion eine Aquivalenzklasse von Funktionen, wihrend (2.1) wirklich eine Funktion
definiert).

Im Folgenden wollen wir nur noch kurz den Zusammenhang von F und F; angeben,
ohne auf den Beweis einzugehen, den man in [40] nachlesen kann.

Fiir Bg :={z € R":| 2 |< R}, f € Ly(R") und
() = (2m) " [ fla)e o da
Br
gilt:
Satz 2.23. a) Fir f € Li(R") N Ly(R™) gilt:
(Fof)(€) = (27r)_”/2/f(:r)e_i<x’§> dx fast tiberall.
R
b) Fir f € Ly(R™) gilt:

= li
Fof = lim gg,

wobei die Konvergenz im Sinne von || - ||, vorliegt.

2.2.2 Die Radontransformation
Die Definitionen und Sétze dieses Abschnitts entstammen aus [11].

Definition 2.24. (Radontransformation)
Sei C™ :={(w,s); we S" 1 seR}, n>2.
Dann heifit R : S(R*) — S(C™), f+— Rf mit

(Rf)(w,s) := /f(x)é(s —z'w)dt (2.9)

die Radontransformation,
wobei S(C™) :={g € C>*(C"); sl%g(w, s) beschrinkt; I, k =0,1,---} ist.
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2 Mathematische Grundlagen
Eine alternative Notation ist:
(Bf)ws) = [ flswty)dy (2.10)
U.JJ‘

mit wt = {z €R"; (z,w) =0}

und speziell fiir den Fall n = 2 schreiben wir:

(Rf)(w,s) — /f(sw+w)dt. (2.11)

Definition 2.25. (Faltung und Fouriertransformation)
Auf C™ sind Faltung und Fouriertransformation wie folgt definiert:

(Fg)(w,0) = (27r)_1/2/g(w,3)e_i5" ds und (2.12)
(g% h)(w,s) = /g(w,s—t)h(w,t) dt (2.13)

fir g, h € S(C™).
Satz 2.26. (Projektionssatz)
Sei f € S(R™), dann gilt:
(Ruf)No) = (2m)" D2 f(ow), o €eR. (2.14)

Dabei entspricht die linke Seite der Gleichung einer 1D FT auf C™ und die rechte Seite
einer F'T im R".

Beweis. Siehe [12] S. 11.
[

Satz 2.27. (Riickprojektion)
Sei R: S(R™) — S(C™), g € S(C™) mit Rf = g, dann ist der adjungierte Operator R*
gegeben durch:

(R*g)(z) = /g(w,:cTw)dw Riickprojektion. (2.15)

Sn—1

Beweis. Siehe [12] S. 13.
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Satz 2.28. (Konsistenzbedingungen von Helgason, Ludwig, Gelfaud- Vilenkis)

Wenn g € S im Bild von R ist, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
Z) g(_wa _S) - g<w7 S);
i) [ s™g(w,s)ds ist ein homogenes Polynom vom Grad < m in w.

Wenn zusdtzlich g(w,s) =0 V| s|>1 ist, dann gilt:
f hat Triger in V(0,1).

Beweis. Da der Beweis hierfiir viel zu umfangreich und fiir die Arbeit irrelevant ist,
verzichten wir auf ihn. Interessierte konnen ihn jedoch in der Orginalarbeit von Helgason,

Ludwig und Gelfaud nachlesen!

2.2.3 Die Rontgentransformation
Auch dieser Abschnitt entstammt aus [11].

Definition 2.29. (Réntgentransformation)
Sei T :={(w,a); w € S" ' a€wr}, n>2.
Dann heifit P: S(R") — S(T"), f+— Pf mit

(Pf)<wva):/f(a+tW)dt

die Rontgentransformation,
wobei S(T™) = {g € C®(T"); a®d’g(w,a) beschrinkt, o, 3 > 0} ist.

Definition 2.30. (Faltung und Fouriertransformation)
Auf T™ sind Faltung und Fouriertransformation wie folgt definiert:

(Fo)(w,6) = (2m)-r2 / gw,a)e @ da £ wt

wl

(g*h)(w,a) = /g(a —yhly)dy acw"

wl

fir g, h e S(T™).

Satz 2.31. (Projektionssatz)
Sei f € S(R™), dann gilt:

(Pf)Nm) = (2m)' 2 f () mewt.
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2 Mathematische Grundlagen

Beweis. Siehe [12] S. 11.
[

Satz 2.32. (Riickprojektion)
Sei P: S(R") — S(T™), g € S(T™), mit Pf = g, dann ist der adjungierte Operator P*
gegeben durch:

(P*g)(a) = / g(w, Eoa)dw  Riickprojektion, (2.20)

Sn—1

wobei E,, die orthogonale Projektion auf w® ist (z. B. E,a =a — (a'w)w).

Beweis. Siehe [12] S. 13 und 14.

2.3 Grundlagen aus der Statistik

Da die in Kapitel 5 vorgestellten Algorithmen auf statistischen Modellen und Methoden
beruhen, auf die wir auch niher eingehen werden, wollen wir hier einen kurzen Uberblick
tiber die wichtigsten Grundbegriffe der Statistik geben, der sich an [25], [26] und [27]
orientiert.

Definition 2.33. (Wahrscheinlichkeitsraum)
Seien ), F Mengen, P : F — R eine Abbildung.
Das Tripel (2, F, P) heifit Wahrscheinlichkeitsraum (WR), wenn gilt:

« Q£ {}

o FCP(Q) mit
- QeF

- AeF = A%¢F

—Al,AQ,...Ef?U?ilAiEf
(d. h. F ist o-Algebra in Q)

o P:F — R mit
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2 Mathematische Grundlagen
— AeF = PA>0 (Nichtnegativitit)

- Al,AQ,GFmZtAZﬂAJ:{}fUTZ#j

= PUR A =32, PA;  (o-Additivitit)

- PQ =1 (Normierung)

Dabei heifien €2 Ergebnisraum, Stichprobenraum oder Grundgesamtheit, F Er-
eignisraum (F C P(Q), wobei die Potenzmenge oft zu dick ist und man deshalb
F C P(Q) nimmt) und P Wahrscheinlichkeitsmays.

Definition 2.34. (n-dimensionale Zufallsvariable)

Sei (Q, F, P) ein WR.

Fine Abbildung X : Q — R™ heifit n-dimensionale Zufallsvariable iber (2, F, P)
wenn

(VB € B,)(X'BeF) (Mefbarkeit)

ist. Dabei ist B, die Borelsche o-Algebra auf R" (kleinste o-Algebra auf R", die alle
offenen Mengen U C R" enthilt).

Anmerkung 2.35. Sei X :— R" eine n-dimensionale Zufallsvariable {iber einem WR
(Q,F, P). Es gilt:

wobel

X =(Xq,...,X,)

ist.

Definition 2.36. (gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung)

Zu (Q, F, P) ist durch die F-B,,-mefibare Abbildung X :  — R™ ein neuer Wahrschein-
lichkeitsraum (R", B,,Qx) gegeben.

Es qilt VB € B,,:

QxB:=PX 'B=PlweQ; X(w)e B} = P{X € B}.

Man bezeichnet Qx als gemeinsame Wahrscheinlichkeitsverteilung der Zufallsva-
riablen Xq,--- , X,.
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Definition 2.37. (i-te Projektion, i-te Komponente und Randverteilung)
Seir X : Q — R" eine n-dimensionale Zufallsvariable iber einem WR (2, F, P). Die
Abbildung
pr; : R" — R!
mit
pri(xy, ..., x,) = 2
heift die i-te Projektion des R™ auf den R*.

Man bezeichnet
X, =prioX : Q—R i=1,....n

als i-te Komponente von X und die Wahrscheinlichkeitsverteilung Q)x, der i-ten Kom-
ponente X; als Randverteilung (i =1,...,n).

Man unterscheidet folgende Zufallsvariablen:

1. diskrete,
2. stetige,
3. singulare,

4. Mischtypen der obigen drei.

Da wir uns in Kapitel 5 nur mit diskreten Zufallsvariablen beschéftigen, werden wir im
Folgenden auch nur diese naher betrachten.

Definition 2.38. (Diskrete Wahrscheinlichkeit und diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum)
Sei @ # {} und (w;)iercn eine abzihlbare Familie von Elementen aus Q, w; # w; fir
i# 7, pi €0,1]Vi eI mit > p; =1 und F o-Algebra in Q.

i€l
Dann st durch: )

(VA€ F)(PA=)_p)
w;EA

eine Wahrscheinlichkeit P : F — R definiert und (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum.
Insbesondere gilt: P{w;} = p; Vi € I.
Dieser Wahrscheinlichkeitsraum und auch die Wahrscheinlichkeit P heiffen diskret, die
w; heiffen Tragerpunkte von P und die p; die zugehorigen Punktwahrscheinlichkei-
ten oder Punktmassen.
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2 Mathematische Grundlagen

Definition 2.39. (Diskrete Zufallsvariable)

Ser X eine n-dimensionale Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeitsverteilung Q x .
Die Zufallsvariable und auch thre Wahrscheinlichkeitsverteilung heiffen diskret,
wenn (R™, B,,Qx) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist.

Definition 2.40. (Unabhdngigkeit)
Seien X1, X, -+, X,, ni—,ng—, -+ ,n.-dimensionale Zufallsvariablen.
Sie heiffen (stochastisch) unabhdngig, wenn gilt:

Q(Xh..A,XT)(Bl X e X BT) = QX131 L QXTBT' VB; € Bn17 -, B, € Bn,u

Diskrete Verteilungen:

1. Binomialverteilung (B(n, p))

Trégerpunkte: i € {0,1,--- ,n}
Punktwahrscheinlichkeiten: p; = Qx{i} = (})p'(1 —p)" " mit 0 < p < 1
EX =np, VarX =np(1 —p)

2. Poisson-Verteilung

Tragerpunkte: ¢ € Ny ‘
Punktwahrscheinlichkeiten: p; = Qx{i} = 3¢ mit A >0
EX =\ VarX =\

Definition 2.41. (Erwartungswert, Varianz)
Sei X eine diskrete eindimensionale Zufallsvariable mit Tragerpunkten x; und Punkt-
wahrscheinlichkeiten Qx{x;} =: p;, i € J C N.

a) gilt:
Z | z; | pi < 00
ieJ

so heifit
EX = Z TP

icJ
der Erwartungswert (Mittelwert) der Zufallsvariablen X .

b)
E(X — EX)? = VarX =: o*

heifst Streuung oder Vartanz und
0:=+EX - FEX)?
heifst Standardabweichung.
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Definition 2.42. (Erwartungswertvektor, Varianz-Kovarianz-Matrix)
Seit X = (Xyq,---,X,) eine n-dimensionale Zufallsvariable.
Man bezeichnet

o= (i, fn) = (EXq, - EX,)

als Erwartungswertvektor von X und
X = (0iy) = (B[(X; — EX;)(X; — EXj)])ij=1,

als Varianz-Kovarianz-Matriz.

Anmerkung 2.43. Die Poisson-Verteilung (in Kapitel 5 angenommene Verteilung)
kommt nicht unmittelbar, sondern nur mittelbar ”in der Natur” vor. Sie ist vor allem
dadurch interessant, dass sie eine Approximationsmoglichkeit fiir die B(n, p)-Verteilung
bietet und zwar im Falle kleiner p-Werte und grofer n-Werte.

Infolgedessen findet man die Poisson-Verteilung dann empirisch besonders gut bestétigt,
wenn man registriert, wie oft ein bei einmaliger Durchfiihrung sehr unwahrscheinliches
Ereignis bei vielen Wiederholungen eintritt. Die Poisson-Verteilung wird aus diesem
Grund auch als Verteilung der seltenen Ereignisse bezeichnet.

Beispielsweise kann man die Anzahl

e der pro Zeiteinheit an einer Autobahntankstelle tankenden PKW'’s,
e der 7 Sechser” pro Ausspielung im Zahlenlotto,
e der pro Zeiteinheit von einer Versicherung zu regulierenden Schadensfalle,

e der pro Zeiteinheit zerfallenden Atome eines spaltbaren Materials, usw.

als Poisson-verteilt annehmen. Man ersetzt in derartigen Féllen die eigentlich vorliegende
B(n, p)-Verteilung durch die Poisson-Verteilung P(np), wobei der passende Parameter-
wert A der Poisson-Verteilung also das Produkt von n und p ist. Diese Approximation
ist brauchbar fiir n > 50, p < 0,1 und np < 10.

2.4 Grundlagen aus der nichtlinearen Optimierung

In diesem Abschnitt werden wir einige Definitionen und Lemmata betrachten, die spéter
in Kapitel 5 noch benétigt werden. Es handelt sich hier um einen kurzen Abriss, der aus
[22] entstanden ist.

[. Allg. miissen wir bei dem NLP-Problem (nonlinear programming problem) etwas maxi-
mieren oder minimieren. Jedoch schréanken gewisse Nebenbedingungen unsere Aktionen,
um das Maximum (oder Minimum) zu erhalten, ein. Mathematisch bedeutet dies, dass
wir eine Funktion

f:E"— E' z+— f()
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2 Mathematische Grundlagen

betrachten, wobei E™ ein n-dimensionaler euklidischer Raum ist.

Ziel: Finde z, welches f(x) maximiert (oder minimiert).

Wir kénnen z jedoch nicht willkiirlich wahlen, da wir noch m Bedingungsfunktionen
gi(z), i = 1,...,m gegeben haben. In unserem speziellen, fiir Kapitel 5 notwendigen
Fall, muss x den Bedingungen

gi(x) >0,i=1,...,m

gentigen.

Wir versuchen also f(z) iiber der Menge, die durch die obigen Bedingungen abgegrenzt
ist, zu maximieren (minimieren).

Ein Punkt, der f unter den Nebenbedingungen maximiert, wird optimal genannt.
Standardformulierung des Problems:

max f(x)

unter den Nebenbedingungen g¢;(x) > 0, i=1,...,m

mit f, g, : E" — EY,i=1,...,m.

f wird Kostenfunktion, g; die Bedingungen genannt.

Ein z mit g;(z) > 0 Vi =1,...,m heifit realisierbar. Die Menge aller realisierbaren
Punkte heifit realisierbare Menge F.

Definition 2.44. (Konvexe Menge)
Eine Menge C C E" ist konvex, wenn gilt:

T, o €C = wi=0r+(1—-0)z,€C VO mit0<60<1.

Beispiel 2.45. R” ist konvex.

Definition 2.46. (konkave und konvexe Funktionen)
Seir C' eine konvexe Menge.
Eine Funktion h auf der Menge C' ist konkav, wenn gilt:

T1, T2 € C
= h(f0zy + (1 — 0)xz) > Oh(z1) + (1 — O)h(xe) VO mit 0 <0 < 1.

Eine Funktion h auf C' ist konvex, wenn —h konkav ist.
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Definition 2.47. (negativ (semi)definit, positiv (semi)definit)
Sei A € M(n x n,R) eine symmetrische n x n-Matriz.
a) Die Matriz A heifit positiv definit, falls

(x,Az) >0 Vo eR™0

15¢.
b) Die Matriz A heifst negativ definit, falls

(x,Az) <0 Vo eR™0

15t.
¢) Die Matriz A heifst positiv semidefinit, falls

(x,Az) >0 VzreR"

15t.
d) Die Matriz A heif$t negativ semidefinit, falls

(x,Az) <0 VzreR"
15t.
Lemma 2.48. Sei h zweimal stetig partiell differenzierbar.

Dann gilt:
h konkav < Hessematrix H ist negativ semidefinit.

Beweis. Mit Hilfe der Taylorentwicklung erhalten wir:

36 € [0, 1] mit:

(y) = h(w) + Vh(@) (y — ) + 5y ) H(z + 0y — )y — o),

und daraus folgt offensichtlich:

(y—2) H@+0(y —2))(y—2) <0 & hy) < hz)+ Vh(z)' (y — o).
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7«7 Sei H negativ semidefinit

STy )T H @+ 0y )y ) <0
2 hy) < h(x) + Vi) (y - 2) (2.23)

setze x := 0x1 + (1 — 0)xy und y := x1 bzw. y := x5 , dann folgt:

h(zy) < h(Ox;+ (1 —0)xy) + Vh(Ox; + (1 — Q)I'Q)Tlml — Oz 4+ (1 — Q)xg)l und
=(1—9;(501—x2)
h(.TQ) S h(@xl + (1 — 9).%2) + Vh(@a:l + (1 — 9).T2)T£332 — (9%1 + (1 — 9)$Q)l

=—0(z1—x2)
Damit erhalten wir:
h(z1) < h(z)+ Vh(z)" (1 - 0)(z; — 29) | -6 (>0)und
h(z) < h(x) — Vh(z) 0z — x5) [-(1=0) (=0)

und durch Aufsummieren der beiden Ungleichungen folgt die Behaup-
tung.
” =7 Sei h konkav

=  h(@y+(1-0)x)>060h(y)+(1—0)h(x) =z, yeR", undd€|0,]]

MY () Ty 2) > hy) - h(x)
= h(y) < V() (y — 2) + h(x) (2.24)
Annahme: Iz mit (y — ) H(z)(y —x) > 0

Wegen der Stetigkeit der Hessematrix konnen wir y so nahe an x wéhlen,
dass fiir alle 6 mit 0 < 6 < 1 gilt:

(y—x) Hx+0(y—2z)(y—2z)>0

(2.22)

=" h(y) > h(z) + Vh(z)" (y — x) % zu (2.24).
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Hat man ein Optimierungsproblem ohne Nebenbedingungen, so gilt:
Sei f diff'bar.

Wenn z* f iiber E" maximiert, dann gilt:

Vf(x*)=0.

Die sogenannten Kuhn-Tucker-Bedingungen (K-T-Bedingungen) sind nun die verall-
gemeinerte Form des obigen Satzes fiir Optimierungsprobleme mit Nebenbedingungen.
Intuitiv besagen sie, dass wenn wir uns in eine beliebige Richtung von z* aus weghewe-
gen, die Kostenfunktion nicht wachsen kann, solange man in der realisierbaren Region
bleibt.

Da wir jetzt nicht noch tiefer in die Materie der Optimierung unter Nebenbedingungen
eindringen wollen, geben wir die K-T-Bedingungen und eine hinreichende Bedinung, so
dass x* optimal ist, als Sdtze ohne Beweise an. Interessierte konnen die entsprechenden
Beweise in [22], Seite 40/41 bzw. 49/50 nachlesen.

Satz 2.49. (die Kuhn-Tucker-Bedingungen)
Gegeben sei das folgende NLP-Problem:
max f(x)
unter den Nebenbedingungen g;(x) >0 i=1,....m

wobei alle Funktionen diff ‘bar sind.

Sei x* eine optimale Losung und nimmt man an, dass D(z*) = D(z*) ist, wobei
D(x) ={d; Vgi(z)'d >0 Vie Alx)} mit A(z) = {i; gi(z) =0} und

D(x) ={d; 3o > 0 so dass fiir alle 0 <17 < o gilt: v +7d € F} und

D(z) ist der Abschlufi von D(z).

Dann gilt:

1. x* ist realisierbar

und AN, >0 1=1,...,m so, dass
2. XNigi(x*) =0 i=1,...,m

und

3. Vf(x*)+3 ", AVa(z*) =0.

Satz 2.50. (hinreichende Bedingung)

Es seien f, g;, 1 =1,...,m konkav, x* € E™ und x* geniigt den K-T-Bedingungen.
Dann gilt:

x* ist optimal fiir das NLP-Problem.
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3 Das D-C-Modell (Grundmodell)
und ein darauf beruhender
Bildrekonstruktionsansatz

In diesem Kapitel wollen wir zuerst das physikalische Grundmodell der PET, auch D-C-
Modell (discrete-continuous model) oder LSV-Modell (linear, spatially-variant) genannt,
etwas eingehender betrachten. Danach geben wir eine mathematische Einfiihrung in die
Problemstellung linearer, inverser Probleme und stellen den Losungsansatz der verall-
gemeinerten Inversen vor. Mit Hilfe dieser Grundlagen konnen wir dann das aus dem
D-C-Modell abgeleitete inverse Problem eindeutig und stabil 16sen und die Vor- und
Nachteile dieses Losungsansatzes in der Praxis diskutieren.

3.1 Das D-C-Modell

In diesem Abschnitt folgen wir dem Paper von R. Lewitt, [10] S. 3 ff.

Konnen die interessierenden Eigenschaften eines Objektes nicht direkt gemessen werden,
sondern muss man von indirekten Beobachtungen auf diese Grofle zuriickschlieffen, so
sprechen wir von einem inversen Problem.

Definition 3.1. (inverses Problem)

Sei A e L(X,Y), X, Y Banachriume.

Ein Problem der Form:

gegeben sei g € Y (Daten),

suche ein f € X (Losung, Rekonstruktion) mit

Af =g

nennen wir ein itnverses Problem.

Anwendungen, bei denen diese sogenannte indirekte Bildgebung verwendet wird, inklusi-
ve der ET (Emissions Tomography), beziehen also diskrete Messungen, die einer Integral-
transformation iiber einer in ihren rdumlichen Variablen stetigen Funktion entsprechen,
in die Bildgebung mit ein. Diese Funktion und das Bild, das aus den Daten rekonstruiert
werden soll, repréisentieren beide die rdumliche Verteilung der interessierenden physika-
lischen Eigenschaften innerhalb des zu betrachtenden Objekts. Bei diesen Anwendungen
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wird der Prozess der Datensammlung durch ein diskretes-stetiges (discrete-continuous,
kurz: D-C) Modell représentiert, welches die diskreten Daten zu der in ihren rdumlichen
Variablen stetigen Funktion f(x,y, z) in Beziehung setzt.

Im Folgenden wird angenommen, dass es eine lineare, raumlich-variante (linear, spatially-
variant, kurz: LSV) Beziehung zwischen den gemessenen Daten und der Funktion f(x,y, 2),
die die rdumliche Verteilung représentiert, gibt.

Das LSV-Modell oder D-C-Modell

[T ///f:cy, (z,y,2) de dy dz i1=1,...,1 (3.1)

wobei (2 FOV
fe =) Verteilungsfunktion des Kontrastmittels
gV Komponente der i-ten Messung

hi(z,y,z) € La(2) Integrationskern

ist nun eine gute Beschreibung der zu Grunde liegenden Physik der Datensammlung in
der ET, wobei die Detektorantwort die Annahme der ” linearen Response” erfiillt, jedoch
Schwanken in Bezug auf die Postion hat.

Wir wollen hier nun gleich den 3D Fall betrachten. (Alle nachfolgenden Uberlegungen
dieses Kapitels konnen vollkommen analog auf den 2D Fall iibertragen werden).

Ziel: Finde eine Schétzung fiir die exakte Verteilungsfunktion f(x,y,z) bei gegebener

Datemenge {g LSV e ,QILSV}

Die Daten werden dabei auf einem diskreten, endlichen Gitter gesammelt. Der Inte-
grationskern h;(x,y, z) ist aukerhalb des i-ten Tubes Null und nimmt Werte ungleich
Null innerhalb des i-ten Tubes an. Er kann als Beitrag eines Punktes (z,y, z) zur i-ten
Messung angesehen werden.

In Worten bedeutet das obige Modell also nichts anderes, als dass die i-te Messung als
Integral tiber f(z,y, z) mit einem Gewicht h;(z,y, z) iiber dem i-ten Tube modelliert ist.

Von diesem Punkt an konnen wir von dem D-C-Modell ausgehen und in drei verschiedene
Richtungen fortfahren:

1. Wir kénnen uns weiter mit dem D-C-Modell beschéftigen. Dies fiihrt zu einem
Ansatz, bei dem die Menge der Funktionen {h;(x,y,2)}_, zur Menge der Basis-
funktionen im Bildraum wird.

In den néchsten beiden Abschnitten wird darauf genauer eingegangen werden.

2. In dem wir die gemessenen diskreten Daten {g;X°V}L, als Realisationen einer

im Messraum stetigen Funktion interpretieren, erhalten wir aus dem D-C-Modell
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das C-C-Modell. Fiir die einfachste Form des Integrationskerns h;(x,y, z) und der
Messgeometrie ist es moglich, eine Inversionsformel fiir f(x,y, z) herzuleiten.
Die numerische Entwicklung der Inversionsformel liefert Realisationen f(zy, yx, k)

auf einem Gitter von Punkten im Bildraum, unter Verwendung der diskreten Da-

—LSVI
ten {g; i=1-

Wir diskutieren dies in Kapitel 4 der Arbeit.

3. Stellt man die unbekannte Funktion f(z,y, z) als Linearkombination einer endli-
chen Anzahl von Basisfunktionen dar, so gelangt man vom D-C-Modell zum D-D-
Modell. Jede der Basisfunktionen wird mit einem Koeffizienten multipliziert, der
anfdnglich unbekannt ist und aus den Daten mit Hilfe eines speziellen Algorithmus
bestimmt wird.

Dieser Ansatz ist Gegenstand des 5. Kapitels der Arbeit.

Damit man obiges inverses Problem besser in einen mathematischen Rahmen einord-
nen und schlieflich auch 16sen kann, geben wir im néchsten Kapitel eine allgemeine
mathematische Einfiihrung in die Problemstellung inverser Probleme und stellen den
Losungsansatz der verallgemeinerten Inversen vor.

3.2 Lineare inverse Probleme und der Losungsansatz
der verallgemeinerten Inversen

Im Folgenden beziehen wir uns ausschlieflich (teilweise auch wortwortlich) auf das Buch
und die Vorlesung von Prof. A.K. Louis, [13] und [23] und auf die Vorlesung von Dr.
Th. Schuster, [24].

Allgemeine Einfithrung in die Problemstellung und ein Losungsansatz:

Gegeben ist als mathematisches Modell eine Abbildung A von der Menge X der Para-
meter in die Menge Y der Resultate, also

A: X =Y.

Die Losung des inversen Problems besteht in der Interpretation der Daten g € Y, also
in der Konstruktion des Urbildes.

Diese Losung ist sehr einfach, wenn A eine Bijektion ist und A~! stetig bzgl. geeig-
neter Topologien in X und Y ist.
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Die 1. Bedingung garantiert, dass das Problem
Af =g

fiir alle g € Y eindeutig losbar ist.

Die 2. Bedingung liefert die Stabilitit des Problems in dem Sinne, dass kleine Anderun-
gen in den Daten ¢ nur zu kleinen Anderungen in der Losung f fithren.

Diese Eigenschaften haben zu folgender Begriffsbildung gefiihrt:

Definition 3.2. (Gut gestellt und schlecht gestellt)
Sei A: X — Y mit topologischen Riumen X und Y .
Das Problem (A, X,Y') heifit gut gestellt, wenn:

i) Af =g fir alle g €Y eine Losung hat,
ii) diese Losung eindeutiq ist,
iii) die Losung stetig von den Daten abhdngt.

Ist eine der Bedingungen nicht erfillt, so nennen wir das Problem schlecht gestellt.

Kennzeichnend fiir inverse Probleme ist, dass sie in obigem Sinne schlecht gestellt sind.
(In diesem, sowie in allen nachfolgenden Kapiteln dieser Arbeit behandeln wir also, nach
obiger Definition, schlecht gestellte, inverse Probleme).

Da nicht fiir jedes g € Y eine Losung existiert und der Wertebereich

R(A)={geY; 3f € Xmit Af =g}
sehr klein sein kann, betrachten wir statt der Gleichung
Af =g

das Problem, den Abstand
| Af =g |

Zu minimieren.

Dadurch definieren wir fiir eine grofere Menge von Elementen in Y einen Losungsbegriff.
Im Folgenden nehmen wir an, dass X und Y Hilbertrdume sind und dass A linear und
stetig ist.

Wenn g € R(A), dann ist der Abstand Null, ist g € R(A)*, so ist ebenfalls eine Minimie-
rung moglich. Ist A nicht injektiv, so gibt es unendlich viele Elemente, die den Abstand
minimieren. Unter all diesen Elementen wéahlen wir dasjenige, das selbst kleinste Norm
hat. Dies fiihrt uns zu folgender Definition:
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Definition 3.3. (Verallgemeinerte Inverse und Verallgemeinerte Lésung)
At D(AY) = R(A) @ R(A)* C Y — X mit ATg minimiert den Defekt || Af — g ||
bzgl. f und hat unter allen minimierenden Elementen kleinste Norm.

Dann heifst AT verallgemeinerte Inverse oder Pseudoinverse und f* = Atg heifit
verallgemeinerte Losung oder Moore-Penrose Lésung oder Minimum-Norm-
Losung.

Satz 3.4. Die Minimum-Norm-Lésung fi;p = Atg, g € D(AT) ist die eindeutige
Losung der Normalgleichung
A*Af = Ay (3.2)

in N(A)t = R(A*).
Beweis. 1.) Sei g € D(A™).
Somit konnen wir g eindeutig darstellen als:
9= g1+ g2 mit g1 € R(A), g2 € R(A)".
Daraus folgt dann:
Pythag.
T2 () = Au— g |P=| Au— gy — go |>= ) Au—g1 [P + [ g2 I -
Fiir das minimierende f},p ist also:
J(farp) =l g2 || und Afyip = g1.
Damit erhalten wir:

< Affip— 9, Au>=< Afip— g1 —g, Au>=—< g , Au, >=0 VYueX.
MP__7 G2 &~
=0 eR(A)L ER(A)

Es folgt weiter:
<A (Afip — 9),u >=< A*Aflp— A*gu>=0 Yue X,

und da AXL = {0} ist gilt:
g
A* 4f+ A* 07

woraus sich die Behauptung ergibt.
2.) Eindeutigkeit der Losung in N(A)* :

z.z.: A*A ist injektiv in N(A)*.

38
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dazu: Sei h € N(A)* und A*Ah =0

= Ah € N(A*) = R(A)*

= Ah € R(A)* und Ah € R(A)

= Ah € R(A)*NR(A) = {0}

= Ah=0

= h € N(A) und nach Voraussetzung h € N(A)*
= he NA)NNA)* = {0}

= h=0.

3.) Die Minimum-Norm-Losung liegt in N(A)+ :
Unter allen Losungen der NG hat f € N(A)* = R(A*) kleinste Norm, denn sei

f=f+fo mitfo e N(A),
dann ist < f, fo >= 0 und Af = Af, aber

EFIP=00F+ Fo PS5 P + 0 fo IP>10F 11 e fo # 0.

|2P£h.

]

Einige Eigenschaften der verallgemeinerten Inversen sollen im Folgenden noch zusam-
mengestellt werden:

Satz 3.5. Seien X, Y HR’e, dann gilt:
a) D(AY) =Y < R(A) = R(4)
b) R(AT) = N(A)*
c) AT ist linear

d) A" ist stetig < R(A) = R(A)

Beweis. a) 7 <7 DaY = R(A) ® R(A)* folgt
D(A') := R(A) +R(A):5"E*7y.
~——
VévnR(A)
"7 Sei Y =D(AT) 2 R(A) & R(A):

Da Y ein Hilbertraum und R(A)* C Y ein abgeschlossener Teilraum ist folgt
Y =RA) e (RA)),
—_——

=R(A)
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und damit gilt:

R(A) = R(A).
b) ”C”  R(A") C N(A)" nach Satz 3.4.
727 Sei p € N(A)L, g := Ap

= Pyg=g9=Apmit Py:Y — R(A) CY orthogonale Projektion
& 0= Ap— Pag = PsAp — Pag
& Pa(Ap—g)=0
o A(,D —ge N(PA> Satz:2.7a) R(A)J_ Satzilla) N(A*)
& A(Ap—g)=0
& ATAp = A'g.

Sei nun ¢ eine weitere beliebige Losung der Normalengleichung, dann gilt:

A(p —1) =0, da Pag = Ap und Pag = At
¢ —1 € N(A)

Phyt.
I 122 o 2+ v —e 22 e
p=Ag
N(A)* c R(A™).

A

c) e Esseien ¢, ¥ € D(AT). Daraus folgt:
Pap = AATp und Pyp = AATY
und somit:
A AT (p+1) =Palp+9) W ETTAATo+ ATY). (33)
€R(AH)2N(A)L ER(AH)ZN(A)L
Man kann A in (3.3) weglassen, da A injektiv auf N(A)* ist. Somit folgt also:
AT+ AT = AT (p +9).
e Analog fiir AT (ap) = aAT .
d)7=7 Sei A stetig
Da D(A™) dicht in YV liegt, kann man A™ stetig auf Y fortsetzen. Es gibt also ein

Ae L(Y,X)mit Ady=Pyy YyeY.
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Daraus folgt:

=" "R(4)

T e Es sei R(A) = R(A).
Wir betrachten nun die Einschrinkung von A auf N(A)+, d.h. A=A [N (ayL:
o A ist stetig und linear als Einschrankung eines stetig linearen Operators
e A ist injektiv auf N(A)*; dort gilt:
Af=Af=0 = fe N(A) und nach Voraussetzung f € N(A)*.

Daraus folgt
feNA)NN(A)* = {0},
also ist f = 0 und damit ist A injektiv.

o A:N(A)* — R(A) "2 R(A) ist surjektiv

Wir haben also A € L(N(A)+, R(A)), wobei R(A) und N(A)* vollsténdig nor-
mierte Rdume, also Banachrdume sind und A ist bijektiv.
Somit folgt aus Satz 2.12, dass

A' € L(R(A),N(A)*)

ist und somit erhalten wir:
Satz 2.8

| ATy =l A7H(AATy) | < AT AATy |
AteN(A)* ~
=7 ATHIIAATy | (3.4)
Da y = y; + yo eine eindeutige Zerlegung mit y; € R(A) und y, € R(A)* ist,
P,y = y; folgt mit Pythagoras:
(3.4) .
Iy 1=y [I=]l Pay || und || Pay [|=] AATy [| > | A7 |7 ATy ||
und durch Multiplikation mit || A~ || auf beiden Seiten ergibt sich:
AT I<I AT | Pay [ <I AT Iy |l Wy eY.
<llyll
<lly

Mit Hilfe von Satz 2.8 erhalten wir dann schlieftlich:
AT e £(Y, X) mit || AT ||<|| A7 .
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Das Problem der verallgemeinerten Inversen ist i. Allg., dass R(A) nicht abgeschlossen
und daher nach A" nicht stetig ist. Da AT auf die gemessenen Daten angewendet wird
und diese Messfehler enthalten, kann die Unstetigkeit von A" riesige Artefakte im re-
konstruierten Bild verursachen.

Die aus diesem Problem entstandene Idee, A" durch eine Folge stetiger Operatoren zu
ersetzen, soll hier nicht weiter ausgefiihrt werden, da in unserem speziellen Fall (D-C-
Modell) R(A) = R(A) sein wird und wir deshalb den Ansatz der verallgemeinerten
Inversen verwenden konnen.

Nachdem wir uns nun den mathematischen Hintergrund der inversen Probleme und
einen moglichen Losungsansatz vor Augen gefiihrt haben, konnen wir diesen nun auf un-
ser spezielles Problem, abgeleitet aus dem D-C-Modell, anwenden. Dies fiihrt uns zum
nachsten Abschnitt.

3.3 DART

Dieser Abschnitt ist eine, auf den Ideen von [10] S. 5 ff. und [11] S. 125 ff. beruhende
Ausarbeitung.

Der in Abschnitt 3.1 vorgestellte Ansatz (3.1) fiihrt uns zu einer direkten Losung des D-
C-Problems, ohne das weitere Diskretisierungen oder Approximationen eingefiihrt wer-
den miissen. Obwohl dieser Ansatz diese attraktive theoretische Eigenschaft hat, werden
die darauf beruhenden Methoden kaum bzw. selten in der PET benutzt. Wir werden
daher nur eine Rekonstruktionsmethode (die auf der Moore-Penrose-Losung beruhende
Methode) fiir das D-C-Modell herleiten und uns i. Allg., verglichen mit den folgenden
Modellen und Methoden, eher kiirzer halten.

Zu 16sen ist bei obigem Ansatz das inverse Problem:

Pf =g"V mit gegebenem Datenvektor g~" und
P : C*™(Q) — R’ linear und kompakt (also stetig nach Satz 2.10).
Wegen der Dichtheit von C*(2) in Lo(2) folgt:

Es existiert eine stetig lineare Fortsetzung:

. T _ T
P LQ(Q) HRI mit Pf = <<f> hl)LQ(Q)a"' 7<f7 hI>L2(Q)> = (glLSVf" agILSV) .

Wir interpretieren g;%" in (3.1) also als das Skalarprodukt der Funktionen f und h; in
Ly(92).

( In Worten: P sei also der lineare, stetige Operator, der auf f(z,y, z) geméfs (3.1) ope-
riert und den Datenvektor g“%" = (ELSV, e ,ELSV)T erzeugt. )

Es ist klar, dass eine endliche Anzahl von Messungen alleine nicht ausreicht, um eine
unbekannte Funktion f € Lo(§2) zu bestimmen. Das inverse Problem ist also schlecht
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gestellt und man benétigt weitere Bedingungen an die Funktion, um eine eindeutige
Losung zu erhalten.
Eine mogliche eindeutige Losung des unterbestimmten Systems

GV =pf i=1,...1

ist die Moore-Penrose erzeugte Losung. Sie ist die eindeutige Funktion minimaler Norm

unter denen, die die Norm
| Pf—g"" |

minimieren.

Lemma 3.6. Der zu P : Ly(Q) — R! adjungierte Operator lautet:

P R — Ly(Q) mit (P*r)(z,y,2) = Z hi(z,y, 2)r;. (3.5)

=1

Bewezs.

(Pf,a = Z I/ Q/ Py, W, y, 2 dy d-
= //Q/f(x,y,z)gfihi(fn,y,z) dx dy dz

-~
=P*r

= (/, P*/’:>L2(Q)'
O
Satz 3.7. Die Moore-Penrose-Losung des obigen inversen Problems ist
farp =P, (3.6)

wobei r die Lisung des linearen Gleichungssystems PP*r = g~V ist.

PP*r = g™V braucht nicht notwendigerweise eine eindeutige Losung zu haben. Im Falle
der Nichteindeutigkeit ist es egal, welche Losung man nimmt.

Beweis. z.z.:

1.) P*rlést NG
2.) P*re N(P)*
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dazu:

1.) P*Pff;, = P* PP*r = P*glsV
—gLsVv

2) Ann.: Pr € N(P) Ly = N(P)& N(P)*

U
=~
&
<
|
o
A

= PreN(P)*

Daraus folgt, dass P*r die eindeutige Losung der NG in N (P)* ist und damit ist nach
Satz 3.4 P*r die Moore-Penrose-Losung.
O

S:=PP* e M(I x I,R) ist die Gram-Matrix der h; mit Elementen

Sm-:///hi(x,y,z)hj(x,y,z) drdydz.
Q

Da R(P) < oo (R(P) C R”), ist R(P) = R(P) und deshalb ist
Pt :R(P)® N(P*) =R! — Ly(Q)
mit
PV .= P*r = fi7» (wobei r die Lésung von PP*r = g~ ist)

nach Satz 3.5 d) stetig.
Wir haben damit also eine eindeutige Losung gefunden, die stetig von den Daten ab-
héngt.

Anmerkung 3.8. Anstelle der Moore-Penrose-Losung hétten wir z. B. auch die regu-
larisierte Tikhonov-Phillips-Losung nehmen kénnen.
Man miisste in diesem Fall

IPf=g" " 1P+ f 1

mit dem Regularisierungsparameter v > 0 minimieren.
Die Losung - analog zum den vorherigen Betrachtungen - wére in diesem Fall

fip = P*r mit (S +~1)r =g=°".

44



3 Das D-C-Modell (Grundmodell) und ein darauf beruhender Bildrekonstruktionsansatz

Diese Art von Algorithmen, bei denen Messungen g;7°" als beschriinkte (stetige) lineare

Funktionale g;X%V = P, f auf Ly(Q) angesehen werden, heifen ” direct algebraic algo-
rithms”, kurz: DART.

Wie wir gesehen haben, miissen wir bei diesem Ansatz eine ” Lésung” des unterbestimm-

ten Systems
"V =prf i=1,...1

bestimmen. Dies kann - abhéngig von den Anforderungen, die wir an unser f stellen
- z.B. die Moore-Penrose-Lésung oder aber auch die regularisierte Tikhonov-Philips-
Losung sein. (Weitere Losungen sind moglich, werden jedoch hier nicht weiter erwidhnt
werden).

Zu den Vor- und Nachteilen von DART nehmen wir im néchsten Abschnitt Stellung.

3.4 Diskussion des Losungsansatzes DART und
einige Randbemerkungen

Die Anregungen zur folgenden Diskussion entstammen ebenfalls aus [10] S. 5 und [11]
S. 125.

Zu den Vorteilen von DART zédhlen wir, dass die Strahlengeometrie leicht modelliert
werden kann und dass es keine Diskretisierungsfehler gibt.

Die Nachteile sind, dass die Implementierung nicht ganz einfach ist und sehr grofe Ma-
trizen, abhéngig von der Scan-Geometrie, vorberechnet und gespeichert werden miissen.
Das Hauptproblem liegt also in der Notwendigkeit, das grofse, nicht-wenig besetzte, li-
neare System Sr = g~V zu konstruieren und zu 16sen, um r zu erhalten. Die Berechnung
der Matrixelemente S; ; ist ebenfalls keine triviale Aufgabe. Fiir 3D Geometrien benétigt
dieser Ansatz, verglichen mit anderen Bildrekonstruktionsmethoden aus 3D-Daten, eine
tibertrieben Menge an Berechnungen. Die Matrix S ist sehr grof (I x I, wobei I die An-
zahl der verschiedenen Messungen ist) und dicht (relativ wenig Elemente sind Null), weil
die Funktionen h;(x,y, z) nicht lokalisiert sind. Diese Funktionen sind Basisfunktionen,
die iiberlagert werden, um das Bild zu gestalten (f;;p(,y,2) = Sor_, hi(z,y, 2)ry).
Dieselben Vor-und Nachteile hat man auch bei der regularisierten Tikhonov-Phillips-
Losung. Zuerst muss man auch hier eine Variante des linearen Systems Sr = g%V 16sen.
Die Dimension dieses Systems entspricht ebenfalls der Anzahl der Messungen und ist
normalerweise sehr grof. Damit ist eine direkte Losung dieses Systems ebenfalls nicht
realisierbar.

Zum Ende dieses Kapitels nun noch einige Randbemerkungen zu den Basisfunktionen

und zu einer nichtlinearen Rekonstruktionsmethode:

Anmerkung 3.9. e Die h}s sind charakteristische Strahlenfunktionen, d. h. fiir die
Strahlen typische, charakteristische Funktionen endlicher Breite/Ausdehnung.
Die h.s konnen auch allgemeinere, von den Strahlen unterstiitzte Funktionen sein,
die die uneinheitliche Detektorsensitivitat und &dhnliches modellieren.
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e Basisfunktionen, die den Integrationskernen des Messprozesses in der Tomography
entsprechen heissen ” natiirliche Pixel” und ihr Gebrauch bei linearen Rekonstruk-
tionsmethoden hat eine solide Grundlage in der Theorie der linearen, inversen
Probleme mit diskreten Daten.

Dieser lineare Inversionsansatz ist ziemlich allgemein, jedoch sind die meisten Ent-
wicklungen in Richtung Rekonstruktion in der SPECT gerichtet.

e Eine nichtlineare Rekonstruktionsmethode wurde auch formuliert und wird weit-
gehend in gewissen nicht-medizinischen Anwendungen der tomographischen Bild-
gebung benutzt, wo nur eine kleine Anzahl an Messungen notwendig ist.
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Der Ansatz des C-C-Modells (continous-countinous model) fithrt zu schnelleren Metho-
den, die weitgehend in der Praxis verwendet werden. Allerdings ist ihre Durchfiihrung
sicherlich weniger optimal, da dies lineare Methoden sind, die weder detaillierte Modelle
der Physik des Messprozesses noch die signalabhéngige Statistik der Messungen bertick-
sichtigen. Im Folgenden konzentrieren wir uns auf die Geometrie der Datenerfassung,
die zu parallelen Projektionen fiihrt, da dieser Fall von grofer praktischer Bedeutung in
der PET ist. (Andere Datenerfassungsgeometrien, die zu Projektionen fiihren, die aus
nichtparallelen Strahlen bestehen, findet man in der SPECT).

In den weiteren Abschnitten wollen wir nun das C-C-Modell vorstellen und dann auf
dieser Grundlage sowohl im 2D als auch im 3D Fall eine altbekannte Inversionsformel
(FBP) mit Hilfe des Projektionssatzes herleiten. Wichtig ist hier, dass wir, im Gegensatz
zum vorangegangenen und zum folgenden Kapitel, genaustens zwischen 2D und 3D PET
unterscheiden miissen und die beiden Falle nicht einfache durch 7 analoge” Betrachtung
ineinander iibergehen. Schlieflich wollen wir uns dann mit Verfahren beschéftigen, die
man unter dem Begriff Rebinningverfahren zusammenfassen kann. Ein Vergleich der
vorgestellten Verfahren miteinander beendet auch dieses Kapitel.

4.1 Das C-C Modell

Die Ideen zu diesem Abschnitt stammen aus [6] und [10].

Die Herleitung des C-C-Modells aus dem D-C Ausdruck (3.1) beginnt mit der Inter-
pretation der Komponenten §;“% des gemessenen Vektors als eine Realisation einer im
Messraum stetigen Funktion.

Die néchsten Schritte bestehen nun darin, Vereinfachungen an dem D-C Modell vorzu-
nehmen, bis man ein C-C Modell erhélt, fiir welches eine analytische Inversionsformel
hergeleitet werden kann.

Die erste Vereinfachung beinhaltet das ” Schrumpfen” jeder Tube-geformten Region der
Integration auf eine unendlich lange diinne Linie. Dies hat zur Folge, dass das 3D In-
tegral iiber dem Volumen des Tubes durch ein 1D Integral entlang einer Linie ersetzt
wird. Als néchstes wird der Integrationskern h;(z,y, z) auf denselben konstanten Wert
fiir alle Punkte entlang der Linie und fiir alle Linien ¢ = 1,..., I gesetzt.

Diese Vereinfachung approximiert das LSV-Modell nicht nur durch ein lineares, raumli-
ches invariantes (LSI-linear, spatially invariant) Modell, sondern auch durch einen spe-
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ziellen Fall des LSI-Modells, ndmlich den, der die Integration von f(x,y, z) entlang von
Linien mit sich bringt.
Dieser sogenannte C-C Ansatz fiihrt uns in Richtung paralleler Projektionen.

Um den Ort der Linie im 3D Raum zu bestimmen, definieren wir uns Rotationsko-
ordinaten (z,, Y, 2,), die wie folgt entstehen:

e Rotation der Originalkoordinaten (x,y, z) um den Winkel 90° — ® um die z-Achse
in negativer Richtung, gefolgt von

e ciner Rotation um den Winkel 90°—# um die neue entstandene x-Achse in negativer
Richtung und schlieflich

e cine Rotation um 180° um die neue z-Achse (um die positive Richtung der neuen
a- und y-Achse zu dndern).

In der Matrixschreibeweise bedeutet das also nichts anderes, also dass

Ty —sin¢ cos ¢ 0 x
yr | = | —cos¢singd —singsinfh cosb Yy (4.1)
2y cospcosf)  singcosf  sind z

ist.

Projektion:
g(xpyr.9.6)

Abbildung 4.1: 2D Projektion. Wir definieren eine 2D Projektion als die Sammlung aller
parallelen Linienintegrale fiir feste Winkel ¢ und 6. Quelle: [6] S. 14.

Wir definieren die Linie im Raum also als Parallele zur z,-Achse, die durch den Punkt
(r, Yr, 0) geht. Somit wird die Linie durch die vier Parameter (.., y,, ¢, ) bestimmt.
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Wir erhalten nun das C-C Modell fiir 3D Daten in der ”sehr simpel ausgedriickten”
Form

9" 2y, yr 6, 6) — / f(2.y, =) dor, (4.2)
R

wobei (z,y, z) die Koordinaten eines Punktes in dem urspriinglichen System sind, der
Punkt auf der Integrationslinie L liegt und durch (z,, y., 2,) in den rotierten Koordinaten
spezifiziert wird.

Die Funktion ¢g¥%V (z,, ., ¢, 0) ist eine in den Variablen des Messraumes stetige Funktion
und die physikalische Komponente der i-ten Messung ist der Wert dieser Funktion im
Punkt (z,,, yr,, @i, 0;) des Messraumes.

Ersetzen wir nun (x,y,2)" durch:

x —sing —cos¢sinf cos¢cosl Xy
y | = cos¢ —singsind sin¢cosd Yy (4.3)
z 0 cos sin 6 Zr

dann gilt:
gLSI(xTvyT7¢70) — /f(x,y,z) dZT
R

= /f(—a:rsingb — Y, cos ¢psinf + z,. cos ¢ cos @, x, cos ¢ — y,. sin ¢ sin
R

+ z.sin ¢ cos B, y, cos @ + z,.sin ) dz, (4.4)

= R/fa+tw

(P a),
mit
—sin¢ — cos ¢ sin @ cos ¢ cos
a=x, cos ¢ +y. | —singsinf | undw = | sin¢gcosd |. (4.5)
0 cos 0 sin 6

Wir kénnen nachrechnen, dass
a € wt liegt

und erkennen, dass unsere vorliegenden Daten nichts anderes als die in Definition (2.29)
eingefithrte 3D Rontgentransformation beschreiben.

Da wir in diesem Kapitel eine einheitliche Notation benutzen wollen und gerade fiir die
Beweise bei dem Rebinningverfahren FORE-J (4.4) die sinnvollere Parametrisierung ist,
wollen wir im Folgenden (4.4) beibehalten, aber trotzdem immer im Hinterkopf behal-
ten, dass man das Ganze auch anders notieren kann (was z. B. bei der Durchfiihrung
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einiger Beweise, die nicht zu FORE-J gehoren, durchaus von Vorteil ist und in diesen
speziellen Féllen dann auch angewendet wird).

Da wir unsere Betrachtungen zuerst im 2D durchfiihren wollen, bevor wir den 3D Fall
angehen, stellen wir nun an dieser Stelle noch kurz das C-C Modell fiir den 2D Fall vor.
Analog zum 3D Fall gilt:

Um den Ort der Linie in der 2D Ebene zu bestimmen, definieren wir Rotationskoordi-
naten (z,,y,), wobei diese Koordinaten durch Drehung der Originalkoordinaten (zx,y)
um den Winkel ¢ gegen den Uhrzeigersinn entstehen. Das bedeutet also, dass

T\ cos¢ sin¢ x
()= (250 &) () =

ist.

&~ Projektion: g(x;, )

Xr

adlk— Sinogramm: s{x,¢)

- -ef}- cinzelne Projektion

U <~ von einer Punktquelle
erzeugte Sinuskurve

Xxr

Abbildung 4.2: 1D Projektion. Idealisierte Beschreibung einer 1D Projektion eines 2D
Objektes als die Sammlung aller paralleler Linienintegrale fiir einen Win-
kel ¢. Die Beziehung einer Projektion zum Sinogramm wird im unteren
Teil des Bildes verdeutlicht. Quelle: [6] S. 13.

Wir definieren die Linie in der Ebene als Paralllel zur y,-Achse, die durch den Punkt
(2,,0) geht. Somit wird die Linie durch die zwei Parameter (z,., ¢) bestimmt.
Das C-C Modell fiir die 2D Daten lautet daher:

9" (z,,¢) = /f(ﬂf,y) dyr, (4.7)
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wobei (z,y) die Koordinaten eines Punktes im urspriinglichen System sind, der Punkt auf
der Integrationslinie L liegt und durch (z,,y,) in den rotierten Koordinaten spezifiziert
wird.

Die Funktion g“%(x,, ¢) ist eine in den Variablen des Messraumes stetige Funktion und
die physikalische Komponente der i-ten Messung ist der Wert dieser Funktion in dem
Punkt (x,,,¢;). Auch hier haben wir einen ”alten Bekannten” vorliegen. Ersetzen wir

niamlich (x,y)" durch:
x \ [ cos¢ —sing i
<y>_<sinq§ cos ¢ ) (yr ) (4.8)

dann gilt:
o ane) = [ fe)dy
R
= / f(x, cos ¢ — y,sin ¢, x, sin ¢ + y, cos @) dy, (4.9)
R
= / fa,0 + yrwt) dy,
R
(R w,)
mit _
w= ( ZTSZ ) und wt = ( _Cslsnf ) . (4.10)

Ist im 2D Fall der Winkel ¢ € [0, 7] und sind im 3D Fall die Winkel ¢, 6 € [0, 7] fest
vorgegeben, so bezeichnet man die Funktion der verbleibenden Variablen z, bzw. x, und
y. als die Parallelprojektion von f(z,y) bzw. f(x,y, z) fir diese gegebene Richtung
der Integrationslinien.

Wir schreiben:

go(xr) = g(z,0) = g"(x,,9), (4.11)
9s0(Tr, ) = g(zr,yr, 0,0) == g" (21, yr, 0, 0). (4.12)

Fiir Parallelprojektionen gibt es eine einfache Beziehung zwischen der 1D bzw. 2D Fou-
riertransformation einer Projektion bei gegebenem Winkel ¢ bzw. gegebenen Winkeln
¢ und # und einer entsprechenden Linie bzw. Ebene innerhalb der 2D bzw. 3D Fourier-
transformation der Funktion f(x,y) bzw. f(z,y, 2).

Auf diese Beziehungen werden wir in den Abschnitten 4.4 und 4.5.1 der Arbeit noch
genauer eingehen.

Bevor wir jedoch damit beginnen, wollen wir zuerst einmal kléren, in welchem Format
die Daten gesammelt werden und die damit in Beziehung stehenden Begriffe erlautern.
Dies fiihrt uns zum néchsten Abschnitt.
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4.2 Datenformate, Projektionen und Sinogramme
Dieser Abschnitt entstand mit Hilfe von [6], [7] und [10].

Es gibt zwei verschiedene Methoden, wihrend eines PET-Scans Informationen iiber die
Ereignisse zu sammeln. Bei der fiir die PET gebrauchlicheren Methode wird im Spei-
cher des Computers ein 3D Feld fiir jedes LOR, das wiahrend des Scans gemessen wer-
den kann, bereitgestellt. Anfanglich sind alle diese Elemente auf Null gesetzt. Fiir jede
Koinzidenz, die wahrend des Scans detektiert wird, wird das dem LOR entsprechende
Feldelement um Eins erhoht. Dieses Feld, das die gesamten Zahlungen als eine Funktion
von Positionsvariablen speichert, bezeichnet man als Histogramm. Die individuellen
Speicherelemente nennt man Bins. Wird der Datenraum also in I Bins aufgeteilt, so ist
I die Anzahl von Paaren, bestehend aus entgegengesetzten Detektorelementen.

In der Praxis ist die Anzahl I der Histogrammbins jedoch gewthnlich viel kleiner als die
Anzahl der Paare entgegengesetzter Detektorelemente, die normalerweise 75-200 Mil-
lionen bei klinischen Scannern betrégt. Es wire nicht effizient, diese riesige Anzahl an
Histogrammbins zu speichern und zu bearbeiten, da die Anzahl der gemessenen Koinzi-
denzen gewohnlich viel kleiner ist (normalerweise liegt sie nur bei 20-50 Millionen).
Der Gebrauch einer kleineren Anzahl an Histogrammbins resultiert jedoch in einem
gewissen Verlust an rédumlicher Auflésung, da die Zahlungen, die mit einer Anzahl
benachbarter Linien im Raum assoziiert werden, (alle) zusammen in demselben Histo-
grammbin gesammelt werden.

Bei der zweiten Methode, bekannt als List-Mode-Methode, werden die Detektorko-
ordinaten fiir jede einzelne Zahlung in einer langen Liste abgespeichert und zwar in der
Reihenfolge, in der Photonenpaare detektiert werden.

List-Mode Daten konnen einige Zeit nach der Datensammlung ins Histogrammformat
tiberfithrt werden und dann durch herkémmliche Algorithmen rekonstruiert werden. Die
Rekonstruktion kann aber auch direkt von den List-Mode Daten gemacht werden.

Es gibt jedoch nur eine beschrinkte Anzahl von Algorithmen fiir die Bildrekonstruktion
von List-Mode Daten in der PET, im Gegensatz zu einer breiten Auswahl an Algorith-
men fiir Daten, die im herkémmlichen Histogrammformat vorliegen. Das Problem der
Rekonstruktion von List-Mode Daten fiihrt zu einer ML Formulierung (siche Genaueres
dazu in Abschnitt 5.3.1) und schlieflich zu Algorithmen, die die ML-Losung bei gegebe-
nen List-Mode Daten schitzen.

Als einen notwendigen ersten Schritt fiir die Bildrekonstruktionsalgorithmen in diesem
Kapitel nehmen wir an, dass die Daten im Histogrammformat vorliegen. (In Kapitel 5
werden wir dahingegen annehmen, dass die Daten im List-Mode Format vorliegen).
Diese Histogrammbinwerte entsprechen dann den zugehorigen Linienintegralen durch
das Objekt.

Die 2D Daten koénnen in ein 2D Feld (Matrix) gespeichert und angezeigt werden. Dieses
Feld (Matrix) wird durch x, und ¢ indiziert und wird Sinogramm genannt, da eine
Punktquelle im FOV des Scanners zu einem auf die Seite gedrehten Sinuskurvenmus-
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ter fiihrt. Genauer gesagt bedeutet dies, dass wenn man bei einer grofen Anzahl von
LOR’s, die alle von demselben Punkt bzw. Pixel im FOV des Scanners ausgehen, die
Histogrammbinwerte der entsprechenden LOR’s an die dafiir vorgesehene Stelle in dem
2D Feld eintragt, eine halbe, auf die Seite gedrehte Sinuskurve erhélt. (siehe Abbildung
4.2).

Da man i. Allg. komplizierte Objekte betrachtet, die {iber mehrere Pixel hinweggehen,
besteht das zugehorige Sinogramm aus einer groften Anzahl sich {iberlappender Sinus-
kurven.

Jeder Pixelwert entlang einer Reihe im Sinogramm entspricht also der Summe aller Er-
eignisse, die entlang des zugehorigen LOR’s stattgefunden haben. Solch eine Sammlung
von LOR-Summen in einer Reihe entspricht geméfs unseres C-C Modells der Sammlung
aller, zu einer vorgegebenen Richtung paralleler, Linienintegrale und fithrt uns wieder
zu dem Begriff der Parallelprojektion.

Die in (4.9) vorgestellten 2D Projektionsdaten werden also in einem Sinogramm gespei-
chert und angezeigt. Jede Reihe im Sinogramm entspricht der Parallelprojektion von
f(z,y) mit dem der Reihe entsprechenden Projektionswinkel ¢.

Zusammengefasst kann man also sagen, dass ein Sinogramm die 2D Darstellung aller 1D
Projektionen einer Objektschicht ist. Dabei ist die eine Koordinate dieser Darstellung
die Ortskoordinate der Projektion, die andere der Projektionswinkel. Die Daten werden
nur fiir die Winkel 0 < ¢ < 7 gespeichert, da fiir 7 < ¢ < 27 die Projektionen folgende
Symmetrien aufweisen:

g(-rra ¢+ 7T) = g(_xr>¢)'

Im Gegensatz zur 2D PET-Bildgebung gibt es zwei Formate, die fiir die Speicherung
der 4D Projektionsdaten in der 3D PET verwendet werden. Diese werden in der folgen-
den Abbildung illustriert. Wir bezeichnen sie als Projektions-Modus und schriger
Sinogramm Modus.

(a)

Abbildung 4.3: Die beiden Formate fiir die Speicherung der 4D Projektionsdaten, die in
der 3D PET Bildgebung gesammelt wurden sind: a) das Projektionsfor-
mat (siche auch Abbildung 4.1) fiir einen festen Wert (¢, 6) und b) das
schriage Sinogrammformat fiir einen festen Wert von (y,.,0). Quelle: [6]
S. 15.
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Beide Formate représentieren dieselben Daten, jedoch mit einer unterschiedlichen An-
ordnung der Parameter. Welches der beiden Formate nun benutzt wird héngt von der
gewdhlten Datenverarbeitung ab.

In der 3D PET sind Projektionen 2D Mengen paralleler Linienintegrale mit gegebenem
azimuthalen Winkel ¢ und copolaren Winkel 6.

Auf die exakte Beziehung zwischen den beiden Formaten wird nun im Folgenden genauer
eingegangen.

Um das Sampling-Muster in einem Sinogramm besser zu verstehen, betrachten wir die
folgende Abbildung:

(a) LOR Sampling (b)

T Sinogramm Sampling

b
——————— B S ol e
o +++++H -

Xr

Abbildung 4.4: Sinogramm-Sampling-Muster fiir einen Scanner mit einer geraden An-
zahl horizontaler Detektorelemente. In b) werden die LOR’s durch eine
Verschiebung von nur einem der beiden Detektorendpunkte verdndert.
Die urspriinglichen LOR’s sind durch gestrichelte Linien dargestellt. a)
Die zwei zentralen LOR’s iiberbriicken das genaue Zentrum des FOV.
b) Ein LOR geht durch das genaue Zentrum des FOV. Dies fiihrt zu
einem Versetzen der x,-Koordinate bei benachbarten Reihen um Az, /2
im horizontalen Sampling-Muster. Quelle: [6] S. 18.

In der axialen Richtung wird das Sampling im Wesentlichen durch den Zentrum-zu-
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Zentrum Abstand Adz der Detektorelemente in axialer Richtung bestimmt, wobei

Lp
Adz = =2
z N,

wobei Ny die Anzahl der Detektorringe und Lp die Hohe des Detektors ist.
Damit erhiilt man N3 mdogliche Ringkombinationen fiir schriige LOR’s.

—»

NS ;

5

{
N

//

Abbildung 4.5: Die (z, Ar) Koordinaten eines schriagen Sinogramms. Quelle: [6] S. 19.

Diese Kombinationen kénnen durch (7, r2) Koordinaten oder durch (z, Ar) Koordinaten
mit einer durchschnittlichen axialen Koordinate z = (11 +73)/2 und der Ringdifferenz
Ar = (r; — re) dargestellt werden. Die Beziehung zwischen Projektionen und schriagen
Sinogrammen ist gegeben durch:

g(xTJ ym (b7 0) - S(IL’T, ¢7 ZJ AT)?
Ar

2R3 — 12

mit y, = zcosf und tanf = (4.13)

wobei Rp der Radius des Ringdetektors ist.
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D_I

Ar

Abbildung 4.6: Erklérung des Nenners von tan = P/t
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zZsmnao

Ly

Yy

Abbildung 4.7: Erklarung der Variablen y,..

Wenn der Radius des FOV, R, und die maximale axiale Ausdehnung des Tomographen
- verglichen mit Rp - klein sind, dann kann man tan # durch tan 6 ~ % approximieren.
Dadruch ist 0 nicht langer von z, abhingig und jede Reihe im Sinogramm ist eine 1D
parallele Projektion.

So kann ein schriges Sinogramm fiir gegebene z, Ar-Werte dadurch entstehen, dass man
fiir festes y,, = z cos @ (mit = arctan 2%;) eine Reihe aus einer Originalprojektionsebene
mit festem Winkel ¢ herausnimmt und diese Reihe bei der entsprechenden ¢-Koordinate

im Sinogramm einsetzt (siehe nachfolgende Abbildung).
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+Yr

Smogramm mit Z =y / cos

Projektion mit ¢ = @

*Vr

Projektion mit ¢ = ¢

0 fixiert Z, Ar fixiert

Abbildung 4.8: Ubereinstimmung zwischen Projektionen und schrigen Sinogrammen in
dem Falle, wo die Approximationen | z, |, | y, |< Rp giiltig sind. Quelle:
[6] S. 20.

Wenn die oben genannten Approximationen nicht gelten, miissen die schrigen PET-
Sinogramm-Daten interpoliert werden, um echte parallele Projektionen zu erzielen.
Von nun an nehmen wir an, dass die 2D und 3D Projektionen exakt die wahren Orte
der LOR’s reflektieren.
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4.3 Datenreduktion

Wir folgen [6] und erkennen Folgendes:

Die gesamte Groke der Projektionsdatenmenge ist ungefihr Ny ~ N3 X (Ng/2) X Ny,
wobei N, die Anzahl der Bytes pro abgespeichertem Bin und Ny die gerade Anzahl der
horizontalen Detektorelemente ist.

Wegen des grofen Umfangs einer gesamten 3D PET Datenmenge ist es wichtig, iiber
das Reduzieren der Grofe der Datenmenge und die damit verbundenen Auswirkungen
Bescheid zu wissen.

In der Praxis wird die maximale raumliche Frequenz, die wiedererlangt werden kann,
normalerweise durch eine Abschneidefrequenz v, < vy (vy ist die Nyquistfrequenz)
eingeschrinkt, um den Effekt des statistischen Rauschens zu reduzieren. In diesem Fall
kann die Anzahl der abgetasteten Winkel N, reduziert werden, ohne die Bildqualitét
unglinstig zu beeinflussen.

Die reduzierte Anzahl Nj ist typischerweise durch Nj = Ny - 27™ mit A¢’ = Ag2™
gegeben, wobei m = 0,1,2... ist.

Um die Anzahl der abgetasteten Winkel um den Faktor 2 zu reduzieren (m = 1), wird
jede zweite Zeile im Sinogramm zu der vorhergehenden Zeile dazuaddiert und so die
Anzahl der Reihen im Sinogramm halbiert. (Die Anzahl der Zahlungen pro Reihe steigt
hingegen). Diese Methode wird als Sinogramm-Mashing bezeichnet.

Das bedeutet, dass die Originaldaten, die im Sinogramm vorliegen, nur noch halbso-
viel Speicherplatz benétigen. Sinogramm-Mashing wird in Faktoren von 1/2 durchge-
fithrt. Der Mashing-Faktor gibt an, wie viele dieser Faktoren angewendet wurden. Ein
Mashing-Faktor von 1 (2 oder 3) reduziert die Daten also um den Faktor 2 (4 oder 8).
Es wire ebenso moglich die Anzahl der Abtastungen in z,-Richtung durch wachsendes
Az, zu reduzieren, jedoch ist die Bildqualitdt empfindlicher gegeniiber diesem Typ der
Datenreduktion und deshalb wird er selten angewendet.

Fir die 3D PET Bildgebung ist die Analyse zur Bestimmung eines aus- bzw. hin-
reichenden Samplings in allen vier Koordinaten sehr komplex, und eine vollstdndige
Analyse ist bis jetzt noch nicht veréffentlicht. Die Anzahl der Abtastungen in den x,-,
y--Koordinaten wird i. Allg. nicht (von der eigentlichen Datensamplinggrofe) reduziert.
Fiir die ¢-Koordinate kann man Mashing, wie oben beschrieben, durchfiihren. In der 6-
Richtung ist die Situation allerdings ein wenig komplexer. Ein verwendbares Hilfsmittel
um Mashing in der #-Koordinate graphisch zu illustrieren, ist das Michelogramm. Dies
ist die graphische Darstellung der Menge aller erlaubten axialen Datenkombinationen,
wobei die Detektorringe der einen Seite des Scanners auf der z-Achse und die Detek-
torringe der gegeniiberliegenden Seite auf der y-Achse aufgetragen werden. Erlaubte
Koinzidenzen werden durch einen Punkt in dem Késtchen markiert, das den Schnitt-
punkt von Zeile und Spalte, die mit der speziellen Detektorringkombination assoziiert
werden, reprasentiert.
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Abbildung 4.9: Tllustration eines Michelogramms fiir einen hypothetischen 32-Ring Scan-
ner. Jeder Punkt reprisentiert das Sinogramm fiir das Ringpaar (11, 72).
Sinogramme mit denselben z-Werten und angrenzenden 6-Werten wer-
den zusammengefasst /gruppiert, um ein in 6-Richtung grokeres Bin zu
formen. Dieses Zusammenfassen wird durch die diagonalen Linien, die
die Punkte miteinander verbinden, angezeigt. In diesem Beispiel wurde
ein Span von 7 gewéhlt, was zu 7 Segmenten (Ar = {0, £7, £14,+21})
und einer maximalen Ringdifferenz Ar,,,, von 24 fiihrt. Quelle: [6] S.

21.

Um die Anzahl der #-Abtastungen zu reduzieren, werden in 6-Richtung benachbarte
LOR’s zusammengefasst. Dabei wird die Gréfse Aé des Projektionsbins in der #-Richtung
Span genannt. Er ist also ein Ausdruck, um das Ausmafs der axialen Datenkombina-
tionen zu beschreiben. Die maximale axiale Ausdehnung von Koinzidenzen, die in der
3D PET erlaubt ist, heift maximale Ringdifferenz. Dieser maximale Wert von Ar
kann auch auf einen Wert geringer als Np — 1 reduziert werden, obwohl es einen Ziel-
konflikt zwischen allgemeiner Sensitivitdt und Rekonstruktionszeit gibt. Nachdem man
einen maximalen Wert fiir Ar gewahlt hat sind nur noch gewisse Spans moglich, da das

resultierende Ny ein Integer-Wert sein muss.
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Als einen abschliefsenden Punkt hierzu sollten wir noch bemerken, dass wachsendes A6
nicht notwendigerweise zu Aliasing-Artefakten (durch untersampeln) fiihren muss, da
das Bild nur von den geraden Projektionen (¢ = 0) rekonstruiert werden kann, in-
dem man 2D Rekonstruktionsmethoden benutzt (siche néchster Abschnitt). Wenn A6
wachst, wird das Bild unter geometrischen Verzerrungen und Unregelméafbigkeiten leiden,
die dhnlich zu denen sind, die durch SSRB-Methoden (Single-Slice-Rebinning-Methoden,
siehe Seite 116) verursacht werden.

4.4 2D PET

Auch in diesem Abschnitt - inklusive Unterabschnitte - richten wir uns ausschlieBlich
nach [6].

Werden PET-Daten auf eine Art und Weise erworben, so dass sie schon von sich aus
in einer Menge paralleler, 2D, horizontaler Schichten organisiert sind und konnen diese
Schichten unabhéngig voneinander mit 2D Algorithmen rekonstruiert werden, so wird
dies als 2D PET bezeichnet.

Wir konnen die 2D Bildrekonstruktionsmethoden in zwei Klassen einteilen:

e iterative Methoden und
e transformierte oder analytische Methoden.

Transformierte Methoden basieren auf diskreten Implementierungen analytischer Losun-
gen und liefern eine ” Einschrittlosung”. Das bedeutet, dass die Bildschétzung direkt von
den Daten berechnet wird.

Iterative Methoden dagegen beziehen die diskrete Natur des Datensamplings und des
Rekonstruktionsproblems sowie statistische Modelle des Datenerwerbsprozesses mit ein.
Das so erhaltene Gleichungssystem ist jedoch so grofs, dass man bei diesen Methoden
versucht eine akzeptable Losung durch eine Reihe nacheinander gebildeter Schatzungen
anzunahern.

Das bei den transformierten Methoden zu Grunde liegende Modell ist das in Abschnitt
4.1 vorgestellte C-C Modell. (Auf die iterativen Methoden werden wir erst in Kapitel 5
genauer eingehen).

Eine der bekanntesten und gebrauchlichsten transformierten Bildrekonstruktionsmetho-
den im 2D ist die 2D gefilterte Riickprojektion (filtered backprojection, kurz: 2D FBP).
Alle anderen 2D transformierten Methoden koénnen zu der 2D FBP-Methode in Bezie-
hung gesetzt werden. Aus diesem Grund wollen wir im néchsten Abschnitt das Verfah-
rend der 2D FBP herleiten und im tibernidchsten Abschnitt zeigen, wie die 2D FBP zur
CBP-Methode (convolution with backprojection) in Beziehung gesetzt werden kann.

61



4 Das C-C-Modell und darauf beruhende Bildrekonstruktionen

4.4.1 2D FBP

Um dieses Verfahren herzuleiten bendtigen wir als erstes das Resultat des Projekti-
onssatzes 2.26 fiir den Fall n = 2, welcher besagt, dass die 1D FT einer Projektion
mit festem Winkel ¢ den Werten auf der Geraden durch den Ursprung (mit demselben
Winkel ¢) der 2D FT von f(z,y) entspricht.

Im Falle n = 2 mit w = (cos ¢,sin¢) " und v,, := o lautet der Projektionssatz 2.26 also:

91 (Vg , @) = (2#)1/2f2(vm COS @, Uy, sin @), (4.14)

S

:(27")1/2];2(71:&1’1/)‘1)7” =0

wobei wir auf der linken Seite die 1D FT bzgl. x, und auf der rechten Seiten die 2D FT
bzgl. x und y haben.

g(xr. ¢)

g(vxr.9)

VXr
Xr

)

vy [ Aquivalent

Projektion
Vx
f(x.y) f(vx,vy)

Abbildung 4.10: Hlustration des 2D Projektionssatzes. Quelle: [6] S. 23.

Um nun f(z,y) bestimmen zu kénnen benétigen wir g(x,., ¢) fiir alle | z, |< R und fir
alle o mit 0 < ¢ < 7.

Dies folgt, da die FT auf S(R?) eine bijektive Abbildung ist, denn hat man g (v,,, )
fiir alle ¢, so kann man mit Hilfe des Projektionssatzes (4.14) fy(v,, v,) fiir alle (v, v,)
bestimmen und somit kann man, da F~! bijektiv ist, auf jedes f(z,y) eindeutig zuriick-
schliefsen.

Anmerkung 4.1. Im Folgenden nehmen wir nun an, dass f € S(2), Q FOV, f =0
aukerhalb des FOV und somit g = 0 fiir z, > R ist. Ausserdem soll g(z,,¢) fiir alle
| z, |[< Rund 0 < ¢ < 7 gemessen worden sein, also bekannt sein.

Dies bedeutet, dass die Daten fiir den 2D Fall komplett sind. (Eine genauere Erklarung
des Begriffes "komplett” kann in Abschnitt 4.5 nachgelesen werden.)
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4 Das C-C-Modell und darauf beruhende Bildrekonstruktionen

Satz und Definition 4.2. (2D FBP und Ramp-Filter)
Es gelten die Annahmen aus Anmerkung 4.1. Dann gilt:

flz,y) = (2m)"%? 91(Va,,0) | Vs, | €770 dug, d. (4.15)
[/

In diesem Fall heisst | vy, | der Ramp-Filter.
Man nennt diese Rekonstruktionsmethode die 2D gefilterte Riickprojektion, kurz: 2D
FBP.

Beweis. Wir wenden die inverse FT (2.6) an und erhalten:
ry) =m0t [ Qe de
f@,y) = @2m)=" [ f(&)e"™ dE
=T R2

Wenn wir nun das Integral iiber R? durch ein Sphérenintegral ausdriicken, indem wir
Polarkoordinaten einfiihren, dann erhalten wir fiir § = ow mit w € S*

12] s. A =
[ ]i 188 (271')_1 /0_ / f(o_w)ez(z,aw> dw do
0 S1

G em)! / o / (2m) " (Ru ) (0)e ) dw do
0 &
Fiir v,, := ¢ und w wie gehabt erhalten wir (da 7'w = z, und (R, f)}(0) = §1(0, ¢))

2w oo

= 0 [ [ le e
0 0

Wir substituieren im Integral von 7 bis 27 v,, = —v,,., ¢ = ¢ + 7 und benutzen die
Symmetrie §1(—vy,, ¢ + 7) = §1(vs,, ¢) und erhalten schlieflich:

— (2m) / / 31(Vars 8) | Ve, | €70 dy, dob
0 R

]

Der Wert des Bildes im Punkt (z,y) kann also durch Filterung der Projektion im Fre-
quenzraum mit dem Ramp-Filter, 1D inverser F'T der gefilterten Projektion und an-
schlieflender Riickprojektion erzielt werden.
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Man beachte, dass die Riickprojektion fiir n = 2 mit w = (cos ¢, sin ¢) " folgendermaken
lautet:

* (2£5) ~T
(R*g) (z,y) = /g(w,x w) dw
=T S1 =Zr
= /g(wa 1'7») dw
Sl

™

- / o(er, 6) do. (4.16)

0
Algorithmus
Der Algorithmus besteht also also folgenden Schritten:
1. Fouriertransformation der Projektion fiir ein gegebenes ¢:

91 (Uz7-7 Cb) = (271‘)—1/2/9(xr’ qs)e—ix,-vwr dz,

R

[\

. Filterung der Projektion im Frequenzraum:
gf(vl’r7¢) :| Vg, | gl(vxr’ ¢)

3. Inverse Fouriertransformation der gefilterten Projektion:

o (21, 6) = (2m) / §F (0, 8) e duy,
R

4. Riickprojektion der gefilterten Projektion:
fla,y) = f(a,y) + (Dog" (2, ) (4.17)

5. Wiederhole die Schritte 1)-4) fiir jedes ¢ mit 0 < ¢ < 7.
6. Multiplikation von f(z,y) mit (2r)~!

In Gleichung (4.17) erhalten wir x, durch das Losen des Gleichungssystems (4.6). Da ¢
fest ist ist die 2 x 2-Matrix bekannt und wenn wir den Punkt (x,%)" haben wollen dann
miissen wir das entsprechende z, dazu ausrechnen.
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Allerdings gibt es mehrere Probleme mit diesem Algorithmus:

1. Obwohl die Dichte als nicht negativ bekannt ist, liefert der Algorithmus negative
Werte, insbesondere, wenn die Daten verrauscht sind.

2. Modelle fiir die Detektorantwort miissen rdumlich invariant sein und konnen nur
als eine Faltung mit begleitender Rauschverstéarkung in den Algorithmus integriert
werden.

3. Das Powerspektrum der exakten, rauschfreien Projektionen féllt typischerweise
schneller als das entsprechende Powerspektrum des statistischen Rauschens. Des-
halb wird die FT von ¢ (v,,,¢) oberhalb gewisser Frequenzen, welche vom Ver-
héltnis Signal-zu-Rauschen (Signal-to-noise ratio, kurz: SNR) abhéngen, vom Rau-
schen dominiert und die Anwendung des Ramp-Filter auf hohere Frequenzen re-
sultiert in einer Verstiarkung der Rauschstirke, was wiederum die SNR des rekon-
struierten Bildes vermindert.

Um diese Probleme zu vermeiden wird ein Tiefpass-Filter W (v,,) benutzt. Somit
werden die Beitrige von Frequenzen iiber einer vorbestimmten Abschneidefrequenz
v, eliminiert. Die geeignete Wahl von v, wird durch die Samplingdistanz Az, und
die Photonenstatistik bestimmt. Die Wahl der Funktion W (v, ) und der Abschnei-
defrequenz v, wird die raumliche Auflésung des rekonstruierten Bildes sowie seine
Rauschcharakteristik bestimmen.

Eine typische ” Window-Funktion”, die fiir PET-Rekonstruktionen benutzt wird,
ist das allgemeine Hamming-Window:

MUz,

Wi(vs,) = a—l—(l—a)cos(U—C) s vg, < e
e 0 ;| Ve, |2 v,

wobei a (1/2 < a < 1) die Form und v, < vy die maximale Frequenz kontrolliert.

Korollar 4.3. Es gelten die Annahmen aus Anmerkung 4.1. Damit folgt:

fla,y) = (2m) 72 / / §1(Ve,, ) | Vs, | W (v, )™ dug, do, (4.18)
0 R
wobei W (v,,) ein Tiefpassfilter ist (z. B. das Hamming- Window).

In obigem Korollar wurde die Gleichheit durch eine Schétzung ersetzt, was auf den
Verlust der hochfrequenten Terme, verursacht durch den Gebrauch von W (v,, ), zuriick-
zufithren ist. (4.18) représentiert nun den 2D FBP Algorithmus, der die gebrauchlichste
Methode der Bildrekonstruktion in der 2D PET Bildgebung ist.

Der abschliefsende Schritt besteht nun darin, aus den 2D Bildern ein ” Volumenbild” zu
gestalten.

Dabei werden mit Hilfe von Septen benachbarte Ebenen dargestellt, wobei jede die-
ser Ebenen separat rekonstruiert wurde. Diese rekonstruierten Ebenen werden dann
7 gestapelt”, um ein Volumenbild zu erhalten.
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[VI: Ramp-Tilter

W(v)

H(v) = W(v) IV

Ve

Abbildung 4.11: Modifikation des Ramp-Filters durch Multiplikation mit einem
Hamming-Window. Quelle: [6] S. 28.
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4.4.2 2D CBP

Um dieses Verfahren herzuleiten und in Beziehung zur 2D FBP zu setzen, miissen wir
uns als erstes das Resultat des Faltungssatzes (2.3) in Erinnerung rufen. Dann kénnen
wir folgenden Satz formulieren:

Satz und Definition 4.4. (2D CBP)

Es seien dieselben Voraussetzungen wie in den Satzen zuvor gegeben. Dann gilt:

™

flz,y) ~ (27?)’3/2 /g(acr, ®) * h(x,) do, (4.19)

wobei h(w,) = (F7'W(vy,) | ve, |)(2,) ist.
Diese Rekonstruktionsmethode wird Faltung mit Rickprojektion (convolution with
backprojection, kurz: CBP) genannt.

Beweis. Aus (4.18) folgt:

f(z,y) —3/2 / / 91(Vg, ) | Vg, | W (0, )€™V duy, do. (4.20)
R

>

=) (F7 W (Vo) e 91 (Ve D)) (r.0)
z.z.: (2m)"2g(wy, @)« Fr H{W (vs,) | vs, [} = F H{W (va,) | vs, | Fi{g(ar, ¢)}}

dazu: Aus dem Faltungssatz folgt:
Filgan )+ F W (02,) | v, [} = @0)2F {g(ar, 6)} - FAFT W (02,) | 0, [}

~~
:W(UIT ) IUIT ‘

Damit folgt:
FrH{FAg(@r, 0) « FrHW (ug,) [ ve, 33} = FHEm2F{g(a, 0)YW (vs,) | v, [}

und wir erhalten:

9z, ) * FyHW (vg,) | v, [} = 20)PFHW (v,,) | ve, | Fi{g(zr, ¢)} )
Setzen wir diese Uberlegungen in die Gleichung (4.20) ein so ergibt sich:

™

fle,y) = (27T)_3/2/(QW)l/szl{W(vxr) | va, | Fi{g(ar, @)} }(ar, @) dob

0
m

= @) [ g(on )« F W) | v, [} o) do

0

™

= n) ¥ [ glan,6) x har) .

0
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4.5 3D PET

Ebenso wie in den Abschnitten zuvor folgen wir hier [6] und [10].

Wie im 2D Fall ist auch hier bei den transformierten Methoden das zu Grunde lie-
gende Modell das in Abschnitt 4.1 vorgestellte C-C Modell. Bei dem auf diesem Mo-
dell beruhenden Bildrekonstruktionsansatz hat die Geometrie der Datensammlung einen
Haupteinfluss auf alle Aspekte des Ansatzes, ndmlich auf das Modell selbst, auf die auf
dem Modell basierende Inversionsformel und die numerische Beurteilung der Inversions-
formel.

Im Folgenden behandeln wir nun einige der spezifischen Probleme, die im 3D Fall auf-
treten, wenn der Ansatz auf dem C-C Modell basiert.

Die zwei Hauptunterschiede zwischen der 2D und der 3D PET Bildgebung sind die
Datenredundanz und die rdumliche Varianz. Diese beiden Punkte verkomplizieren
die 3D Bildrekonstruktion im Vergleich zum 2D Fall. (Aufer den beiden oben genannten
Unterschieden gibt es natiirlich auch noch andere Abweichungen, z. B. die wachsende
Anzahl an Streukoinzidenzen im 3D, etc. Wir nehmen jedoch an, dass diese Effekte
bereits korrigiert wurden und das die Projektionsdaten weiterhin den Linienintegralen
tiber die 3D Tracerverteilung entsprechen, siehe (4.4)).

Um die Datenredundanz der 3D PET Bildgebung zu verdeutlichen, betrachten wir die
normale 2D Bildgebung eines Volumenbildes. Dort (siehe z. B. 2D FBP (4.15)) hatten
wir ausreichende Informationen, um die Tracerverteilung zu rekonstruieren. (Zur Erin-
nerung: Zur Erhaltung eines Volumenbildes rekonstruierten wir jede der 2D parallelen
Ebenen mit Hilfe einer 2D Rekonstruktionsmethode separat fiir sich und "stapelten”
dann diese 2D parallelen Ebenen zu einem Volumenbild). Bei der Durchfithrung der 3D
Bildgebung desselben Volumenbildes sammeln wir also eine Obermenge der 2D Daten.
Deshalb miissen die zusétzlich zu den 2D Daten gesammelten Daten aus redundanten
Informationen bestehen. Der springende Punkt hierbei ist, dass die Sammlung dieser
redundanten Informationen entlang der zusétzlichen LOR’s die Bild-SNR durch eine
Reduzierung des statistischen Rauschens verbessern kénnen.

Das zweite geometrische Hauptproblem, das bei der PET paralleler Projektionen mit
schrigen Winkeln (6 # 0) auftritt, ist die endliche axiale Ausdehnung des Scanners.
Wie wir in der nachfolgenden Abbildung erkennen konnen, beinhalten Projektionen in
schrage Richtungen Regionen, markiert durch x im Schaubild, die schrégen Linien ent-
sprechen, bei denen eines der Photonen den Detektor verfehlt. Solche Projektionen be-
zeichnet man als ” abgeschnitten”.
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Abbildung 4.12: lllustration der geometrischen Anordnung von Projektionsdaten fiir
Photonenpaare, die nicht streuen. a) représentiert ein Photonenpaar,
das in nicht-schréiger Richtung (6 = 0) ausgestrahlt wird (die Ausstrah-
lung ist senkrecht zur z-Achse). b) reprisentiert ein Photonenpaar, das
in schrager Richtung (0 # 0) ausgestrahlt wird. Dabei wird jedes der
beiden Photonen auch detektiert. ¢) représentiert ein Photonenpaar,
das in schrager Richtung ausgestrahlt wird und wobei eines der beiden
Photonen nicht detektiert wird. Quelle: [10] S. 13.
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Um die Theorie und die Algorithmen, die zur Rekonstruktion der Tracerverteilung be-
notigt werden zu entwickeln, miissen wir annehmen, dass g(x,,y,, ¢, 0) fiir alle
(z,,y,) € R? bekannt ist. In anderen Worten miissen wir alle LOR’s messen, die parallel
zu

%, 1= w = (cos ¢ cos f, sin ¢ cos 0, sin §) "

sind und den Bereich Dy = {(z,y, 2); f(x,y,2) # 0} schneiden.

Wenn die Projektionen nicht abgeschnitten sind, werden sie komplett genannt.
Wiren alle Projektionen komplett, dann wére die Sensitivitat des Scanners unabhéngig
von der Position im FOV, das Rekonstruktionsproblem wére also verschiebungs-invariant
und koénnte mit Standard-Fourier-Entwicklungstechniken geldst werden. Im Gegensatz
dazu ist das 2D Rekonstruktionsproblem bei einem Multi-Ring-Scanner, der mit ausge-
fahrenen Septen operiert, verschiebungs-invariant.

Wie wir in den Abbildungen 4.13 und 4.14 erkennen kdénnen, ist eine 2D Projektion, die
von einem zylindrischen Scanner gemessen wird, nur dann komplett, wenn | 6 |< 6, ist,
wobei 0. von der Grofe der Region Dy relativ zu der Scannerdimension abhangt.

abgeschnittene
abgeschnittene Daten fiir Daten

O <16l < Op

Z

s,

Yoy,
"

nichtgemessene Region,
zuriickzufithren auf die
axialen Enden des Scanners

Querschnitt: 5 ﬂ
? -"‘A —_”-‘- ®C

»
lp j L
v I‘ =N
SE \.{E)D

> | 2Rp

v/

Abbildung 4.13: Illustration der Region des kompletten Datenerwerbs fiir einen 3D PET
Scanner. Quelle: [6] S. 32.
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e

AN

Abbildung 4.14: Nochmalige Darstellung des Winkels O¢.

Gewohnlich erstreckt sich Dy axial iiber das FOV des Scanners hinaus und 6, ist dann
gleich Null. In solch einem Fall sind die einzigen kompletten Projektionen diejenigen,
die einer Ringdifferenz von Ar =0 oder Ar = +1 entsprechen.

Durch die Abgeschnittenheit wachst die Komplexitéit der Rekonstruktion, weil die gefil-
terte Riickprojektion nicht auf unkomplette Daten angewendet werden kann. Die Stan-
dardlésung zu dieser Schwierigkeit besteht nun darin, in einem ersten Schritt die abge-
schnitten Daten zu schéitzen und somit eine Menge kompletter 2D Projektionen entlang
aller Richtungen

2.(¢,0) = (cos ¢ cos b, sin ¢ cos ,sin h) " 0<op<m|0|<O

zu erhalten.
Der Schitzungsschritt und die Wahl von © (6, < © < ©p) werden nach dem néchsten
Abschnitt diskutiert werden.

Als néchstes beschreiben wir den zweiten Schritt, die Rekonstruktion von f(z,y, z) von
kompletten Projektionen.
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4.5.1 3D FBP fiir komplette 2D parallele Projektionen

Dieser Abschnitt beschreibt die Theorie und die Algorithmen, die zur Rekonstruktion
der Tracerverteilung f(z,y,z) aus 3D PET-Daten, die aus einer Menge 2D paralleler
Projektionen bestehen, benétigt wird.

Wir nehmen in diesem Abschnitt an, dass g(x,, y,, ¢,0) fir 0 < ¢ <, | # |< O und fiir
alle (x,,y,) € R? bekannt ist, die Projektionen also komplett sind.

Der Grundstein der 3D Bildrekonstruktion ist der 3D Projektionssatz der Rontgentrans-
formation 2.31, welcher den 2D Projektionssatz aus Abschnitt 4.4.1 verallgemeinert. Die-
ser besagt, dass die 2D FT von einer Projektion mit festen Winkeln ¢ und € den Werten
auf der Ebene durch den Ursprung senkrecht zu z, der 3D FT von f(x,y, z) entspricht.

Wir haben also fir n = 3 mit

cos ¢ cos 6 Uy —Uy, sin ¢ — vy, cos ¢ sin b
w= | sin¢gcosf undv:=| v, | = Uy, COS @ — Uy, sin ¢sin 6 , veEwt
sin 6 U, Uy, cos 0
den Projektionssatz in folgender Form:
(2m)' 2 fa(v) = Go(vr,s 0y, 6,6). (4.21)
—_———

—(2m)1/2 f3 (Vg 0y 02, —0

Abbildung 4.15: Tllustration des 3D Projektionssatzes. Quelle: [6] S. 33.
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Fiir eine gegebene 2D Projektion senkrecht zu Z.(¢, 0) kann die Gleichung

g?(vl’r7 Uyr: ¢7 9) = (271')1/2]?3(1)17 va Uz)

Uz, =0

also dazu dienen, die 3D FT des Bildes fiir eine beliebige Frequenz (v, vy, v,), die in der
Ebene v, liegt, zu berechnen. Wie man leicht sieht, ist jede solche Frequenz orthogonal
zur Projektionsrichtung Z,.(¢, ). Geometrisch bedeutet dies, dass eine 2D parallele Pro-
jektion ausreicht, um fg(v) auf einer Ebene, die den Ursprung enthélt und orthogonal
zu Z.(¢,0) (im 3D Bildfrequenzraum) ist, zu erhalten.

Um noch einmal genauer auf die Redundanz der 3D Daten einzugehen, betrachten wir
die Abbildung 4.16.

Projektionen mit 6 =0

Abbildung 4.16: Illustration, wie der 3D Projektionssatz benutzt werden kann, um
f3(Vs, vy, v,) aus g(z,, yr, ¢, 0) zu rekonstruieren, indem man nur Pro-
jektionen mit 6 = 0 benutzt. Quelle: [6] S. 34.

Beim 2D Erwerb, bei dem g(z,, y,, ¢, #) nur fir § = 0 gemessen wird, liefert der 3D Pro-
jektionssatz (4.21) fiir jedes ¢ € [0, 7] f3(v) auf einer Ebene, die die v,-Achse enthilt.
Fiir abweichende ¢ € [0, 7| rotiert diese Ebene um die v,-Achse und tastet so den ge-
samten 3D Frequenzraum ab. Das erlaubt einem, die 3D FT von f(z,y, z) zu berechnen
und daher das Bild selbst zu rekonstruieren.

Im 2D Fall kann eine gegebene Frequenz v = (v,,v,,v,)" von einer einzigen Projektion,

definiert durch ¢ = arctan <—Z—z> wiedergefunden werden. Deshalb sind die 2D Daten

nicht redundant und dies resultiert in einem, bis auf die Wahl des Regularisierungsfens-
ters, eindeutigen Ramp-Filter.
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Um das Sampling der 3D FT in dem allgemeineren Fall der 3D PET Bildgebung zu
verstehen, ist es hilfreich die von Orlov 1976 eingefiihrte Notation zu benutzen. Wie in
Abbildung 4.17 Teil a) gezeigt wird, kann die Orientierung einer einzelnen, 2D Projek-
tionsebene durch die Lokalisation des Endpunktes des Einheitsvektors Z,.(¢, ) auf der
Einheitssphére beschrieben werden. Die Menge solcher Endpunkte wird mit {2 bezeich-
net. In Teil b) der Abbildung wird €2 fiir die einzelne Projektion aus Teil a) angegeben.
Qg aus Teil ¢) entspricht den Projektionen aus der vorhergehenden Abbildung, wihrend
Teil d) Qg fiir die generelle 3D Bildgebung zeigt.

Qo={2(0.6)10<0<7®,0=0} Qo={2(.6)0<¢<m,[0]<O}
(c) (d)

Abbildung 4.17: Orlov-Sphéren fiir verschieden Scan-Geometrien. Quelle: [6] S. 35.

Betrachtet man nun die 3D Datenmenge

g(xrayr?¢a9) :/f(a:,y,z) dz,

R

dann folgt: )
fiir gegebenes U := (v, vy,v,)" kann man f3(v) durch die Anwendung des 3D Projek-
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tionssatzes auf einer 2D gemessenen Projektion errechnet werden, wobei Z,.(¢, §) ortho-
gonal zu U sein muss.
Wir haben also:

T 2.(¢,0) = v, cos ¢ cos O + v, sin ¢ cos § + v, sinf = 0 (4.22)

Im Allgemeinen hat diese Gleichung eine Reihe von Losungen innerhalb des gemessenen
Ranges 0 < ¢ <, | 6 |<©, © € [0,7/2[. Deshalb sind die 3D Daten redundant.

Satz 4.5. Wird eine gegebene Frequenz 0 = (v, vy, v.)" mit Hilfe von Polarkoordinaten
(v, v, ¥) ausgedrickt, dann wird aus der Gleichung (4.22) mit | 6 |[< © und © € [0,7/2]
die Gleichung:

cos(¢p — a) = —tane tan 6, v# 0,9 €l —7n/2,7/2]. (4.23)
Diese Gleichung hat genau dann eine Losung fir ¢, wenn | sinf |<| cos | ist.
Fiir ¢ € [0, 7] ist diese Losung dann auch noch eindeutig.
Beweis. Wenn wir U in Polarkoordinaten ausdriicken, so erhalten wir:
U = (Ug,vy,0,) | = (veosacosth, vsinacosy,vsing) .
Aus der Gleichung (4.22) wird also

Uy COS ¢ cos 0 + vy sin g cos O + v, sinf = 0

& v €os o cos P cos ¢ cos § + v sin acos P sin ¢ cos @ + vsiny sinf = 0
Z COS (v cOS 1 cos ¢ cos B + sin v cos Y sin ¢ cos 6 + sin sinf = 0
& (cos 1) cos 0)(cos acos ¢ + sin asin ¢) = — sin ) sin 6
¥, 0€]-% .= . . sin ) sin 6
Ll COS (L COS ¢ + sin v sin ¢ = — v
cos ) cos 0
Addtiggreme cos(¢ — a) = tan ) tan
= Sei | sin@ |<| cos® |, dann folgt:
sin? @ < cos® 1. (4.24)
Da
(4.24)

cos’f =1—sin’0 > 1—cos’t) =sin®¢

folgt:
| siny) |<] cos |

und damit erhalten wir: 0 ine
sin sin

|<1und |
cos Y

< 1.
cos <
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Es gilt also:
sinfl | siny sin ) sin

| pr— |
und daher hat die Gleichung

|=| tane tanf |< 1,

cos 6 cos 1) cos 0

cos(¢p — a) = —tane tand
eine Losung fiir ¢.
"= Sei | sin® |>| cos® |, dann folgt analog zur Riickrichtung, dass
| sine) |[>] cos@ |
ist, und ebenfalls analog zur Riickrichtung erhalten wir dann:
| tane tan 6 |> 1,
und daher hat die Gleichung:
cos(¢p — a) = —tan tan

keine Losung fiir ¢.
O

Anmerkung 4.6. Im Folgenden nehmen wir an, dass komplette Projektionen vorlie-
gen, d.h. dass fiir jedes 0 < ¢ < mund | 6§ |< O, g(x,,y,, ¢,0) fir alle (z,,y,) € D,
gemessen wurde, also bekannt ist. Dabei ist D, der Tréger der Projektion des Objektes.
Der Tréger der orthogonalen Projektion eines Zylinders entlang einer Richtung Z,.(¢, 0)
wird in Abschnitt 4.5.2 genauer spezifiziert werden.

Des Weiteren nehmen wir an, dass f € S(Q2), Q das FOV und f = 0 auferhalb des FOV
ist.

Lemma 4.7. Die Projektionen seien komplett, ¢ €] — 5, 5[ und © € [0, Z[.
Dann kann

fg(U) = (27r)_3/2 /g(:pmyr, 0, H)Bi(x"“””ﬁyr”y’“) dx, dy, (4.25)
RQ

mit einer beliebigen Projektion (¢,0) berechnet werden, wobei 6 € [—Opim, Oum| ist, ¢
die eindeutige Losung von Gleichung (4.23) und

© ; [ |<5—-0©
Olim =19 » ’ 2 4.26
w={5y | IEiTe (4.20)

15t.
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Beweis. 1. Sei | ¢ | < g — ©, dann ist nach Definition

N~~~
0.3 '
2 E]O,f}
™

Oim = © und da der Kosinus streng monoton fallend in [0, 7] ist folgt:

cos | ¢ |= cosp > cos(g —0) =sin®O. (4.27)
Wir haben also 0 € [—©, ©] beliebig, aber fest.

e Wenn 0 € [0,0] ist dann folgt, da der Sinus streng monoton wachsend in
[0, ] ist, dass:
(4.27)
sinfl <sin® < cos.
e Wenn 0 € [—0,0] ist dann folgt, da der Sinus streng monoton wachsend in

[—%,0] ist, dass:
sin —© < sind

= sin® > —sinf
: . (4.27)
= —sinf <sin® < cos.

Insgesamt erhalten wir also:
| sind |< cosp =| cos v |

und damit hat die Gleichung (4.23) eine eindeutige Losung fiir ¢ € [0, 7). Fiir festes
6 mit | 6 |< © und zugehoriges ¢y € [0, 7|, welches Gleichung (4.23) eindeutig 16st,
sind die Daten nach Voraussetzung fiir alle (z,,y,) € D, bekannt (auferhalb gilt:
g = 0), und deshalb ist die Integration iiber z, und y, moglich und wir erhalten
mit Hilfe des Projektionssatzes der Form (4.21)

~

Fo(@) = (2m) 2 / AT Yo, 6, 0)c V= F0mv) gy (4.28)

RQ

Dabei berechnet sich v,, und v,, durch:

Uy, —sing cos ¢ 0 Ty
Uy, = | —cos¢sinf —singsinf cos6 Yr
U,, = cospcosf  singcosf  sinf 2y

2. Seinun | v |> 7 — O, dann fithren wir dieselben Uberlegungen vollstéindig analog
zum Fall 1) durch und erhalten ebenso die Behauptung.
O
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Die folgende Abbildung verdeutlicht die Wahl von ©y;,,, in Lemma 4.7:

Abbildung 4.18: Koordinaten fiir die Filtergleichung. Quelle: [6] S. 36.

Die Schnittmenge von (2g mit den Losungen der Gleichung
zZv =20
fiir gegebenes U ist die Menge von Projektionen, von denen fg (U) berechnet werden kann.

Wenn die Daten konsistent wéren, dann wiirden alle diese unabhéngigen Schatzungen
von f3(T) gleich sein.

(Fiir jedes 6 und dazu entsprechende ¢y bekiimen wir unabhéingig Schétzung von f3(7).)
Da wir jedoch Rauschen in den Daten haben, sind die Daten nicht konsistent und eine
optimale SNR wird durch Mittelung iiber alle verfiigharen Schatzungen von fg,(U) er-
reicht.

Der Standardansatz fithrt uns zu einem gewichteten Mittel mit einem Gewichtungs-
faktor von
cos 6

\V/cos? 1) — sin? 6

und einem Normierungsfaktor von H (0, ), welcher sicherstellt, dass fg = 1 ist, wenn
gg =1 ist.
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Wir erhalten also:
®lim

fam) = H(O,v) / G2(vs,, vy, 6, 0) 2cosb do. (4.29)

\/cos? i — sin® 0
7@lim

Lemma 4.8. Der Normierungsfaktor ist:

1 4 arcsin <Sin9> ; |y |<Z -0
S — cos ’ 2 4.30
H(©,v) {27? ; | |> 5 —0O. (4:50)

Beweis. Sei go(vy,, vy, , ¢,0) =1, dann soll gelten:

Olim
H(O, ) 20086 gp—1.

\/cos? 1) — sin? 6

—Olim

Daraus folgt:
®lim

1 _ 5 cos 20

H(©,¢) \/cos? 1) — sin® 6

7@lim

] sin @\ 194
= 2 |arcsin
cosy ) | Ouim

sin @lim
cos 1

= 4 arcsin (

: in © .
4 arcsin <ig;w> ;Y3 —-©

Lemma 4.7 =cos|t)|

) sin(C— | v )

)

_ { 4 arcsin (igﬁ) ;Y <

3
A7 =2m C =5 -

4 arcsin(
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Die nachfolgende Abbildung zeigt die zwei verschiedenen Regionen im Frequenzraum
und die Bogenléngen, die dem Normierungsfaktor fiir das Sampling der 3D FT entspre-
chen.

Abbildung 4.19: Quelle: [6] S. 36.

Satz und Definition 4.9. (3D FBP)

Es gelten die Annahmen aus der Anmerkung 4.6. Somit erhalten wir:

0
f(x,y,z) _ (2ﬂ)_3///§2(vxr,vyr,¢,9) /U%T+UZTH(@a@D)ei(mwxr—i_ywyr)

,@ORQ

cos 0 dv,, dv,, dodf. (4.31)

In diesem Fall heifst:
He(va,, vy,,0) = \[vZ, + vy H(O,1) (4.32)
der Colsher-Filter.

Diese Rekonstruktionsmethode wird die 3D gefilterte Riickprojektion, kurz: 3D FBP
genannt.
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Beweis. Wir wenden die inverse FT (2.6) an und erhalten:

f(@,9.2) - (2m) 2 / e
Natterer [12] 5. 190 -3/2 (@)
= (2m) |S—1| |0 | f3(n)e' ™™ dn dw
S2 wl
roj.satz 2. 1 )~
Proj :t 2.31 (271_)—3/2%// | n | (27T)_1/2(f2Pf>(w,77)61<x’n) dndw
S2 wt

= (2m)~ //\77] (FoPf)(w,n)e “Em dp dw
S2 Wt

~ e [ [ Il E@EPH @ e dy do
S2 "’il Filter |

::G\(:u,:i)

_ (27) / G(w, ) dw

271'2

= (2m)~ // w, ) cos @ db do.

-z
2

(FoPf)(w,m) = g2(vxr7vyr7¢a 0)

und
— U, sin ¢ — v,,. cos ¢ sin O

r Yr
n= Uz, COSP — vy, singsing |, also |7 |= /v +v2

Uy, cos 0

ist, der Filter wie folgt aussieht:

F(n) = H(©, )W (vg,, vy, ),

und das Skalarprodukt
<177 '{E> = xrvxr + yrvyr

ergibt, erhalten wir:

Cw.7) = / 1| E)(FP ), m)e® dn

= /QQ(U%, Uy, §,0)y /02, +v2 H(O, )W (v, vyr)ei(o:rvwryww) dv,, dv,,.

RQ
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Damit folgt also mit ¢ € [0,7) und | 0 |< ©, dass

e
flzy,2) = (2m)° / / / G2(Vay s Uy 6, 0)4 /02, + 02 H(O, )W (vg, , vy, )e!@romrturtu)

-0 0 R2

cos 0 dv,, dv,, d¢ do

ist.
O]

Der Wert des Bildes im Punkt f(x,y,2) kann also durch Filterung der Projektion im
Frequenzraum und Multiplikation mit dem Normierungsfaktor, 2D inverser F'T der ge-
filterten Projektion und anschliefender Riickprojektion erzielt werden.

Man beachte, dass die Riickprojektion fiir n = 3 mit w = (cos ¢ cos 6, sin ¢ cos @, sin )"
folgendermafen lautet:

(P*g) (x,y.2) 2" /g(w,EwaE)

=T S2

/ / w, B,%) cos 0 df d (4.33)

Da © € [0,%) und ¢ € [0, 7) folgt:

™

e
//g , E,T) cos B df do.
0 -©

Da
—x,sin ¢ — y, cos ¢ sin @
E,i=%— (3 ww= 2, oS ¢ — v, sin ¢ sin 6
Y cos 0
folgt:
T ©
(P*g)(Z) = / / g(w, E,7) cos 6 df d¢
-0

_ 4.4
_f]R Ew$+2rw) dZ'r( = )g(xmyr@ﬁ)

(€]
_ //gxr,yr(ﬁ, cos 0 d¢ db.
-0 0

Abgesehen von der hoheren Dimension ist der 3D FBP Algorithmus dhnlich zu dem 2D
FBP Algorithmus:

3
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Algorithmus
1. Filtern der Projektionen fiir festes (¢, 6):

a) 2D FT der Projektion:

02(Vs,, vy, $,0) = (2m) 7! / 9(Tr, Yr, @, 0) Ve TV dop dy,
RQ

b) Multiplikation mit einem 2D Filter Ho und einem 2D Window W, die beide
weiter unten noch genauer beschrieben werden:

g; (U:EM Uyﬂ ¢7 9) = g?(vxrv /Uyrv ¢7 Q)HC(UIN Uyrv Q)W(Umw Uyr)
¢) 2D inverse F'T um eine gefilterte Projektion zu erhalten:
9" (rs16.0) = @) [ 6 (0000, 0)E 00 o o,
RQ
2. 3D Riickprojektion der gefilterten Projektionen:

flz,y,2) = f(x,9,2) + (cosO A O A d)g" (w9, 6, 0) (4.34)

3. Wiederholen der Schritte 1)-2) fiir jedes ¢ mit 0 < ¢ <7
4. Wiederholen der Schritte 1)-3) fiir jedes # mit —© <6 < O

5. Multiplikation von f(z,y, z) mit (27)72.

In Gleichung (4.34) erhalten wir x, und y, durch das Losen des Gleichungssystems (4.1).
(Da ¢ und 0 fest sind ist die 3 x 3-Matrix bekannt und wenn wir f in dem Punkt (z,y, 2)
haben wollen, dann miissen wir die entsprechenden z, und y, dazu ausrechnen.)

Der 2D Filter He(vy, , vy, 0) beachtet die Redundanz der Daten und steht in Beziehung
zum Normierungsfaktor des gewichteten Mittels aus Gleichung (4.29), H(©,) haben
wir in Gleichung (4.30) dargestellt und ¢ kann mit Hilfe der Projektionsfrequenzen v,
und v, dargestellt werden:

Da
Uz7-:0 . .
Uy = —Ug sin¢g — v, cospsind
Uy = Uy, COS¢Q — Uy singsind (4.35)
v, = vy cosl
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folgt:
v
tan ) = ‘
()
Uy
und damit erhalten wir:
2
v
taney = -
v+ US
(4.35) U;T cos? 6

Den Winkel ¢ bekommen wir also durch:

= arctan Uy, 5 (4.36)
B V2 + 02 sin®6 | '

Die Winkel- und Radialabhéangigkeiten des Colsher-Filters werden deutlich in Gleichung
(4.32) getrennt. Der radiale Faktor ist der Betrag der Frequenz

_ 2 2 2 _ 2 2
‘,U |_ \/er+vyr+ UZT _ \/Ux'r—i_vyr

=0

und dhnelt dem Ramp-Filter | v,, | in der 2D FBP.

Um die Rauschverstarkung des Colsher-Filters zu drosseln, wird W (v, ,v,,) konstru-
iert. Wie in der 2D Bildrekonstruktion hiangt die Wahl von W vom Grad des Rau-
schens (Rauschlevel) ab und wird gewdhnlich empirisch bestimmt. Ublicherweise be-
nutzt man das ” Hamming-Window ” mit einer geeigneten Abschneidefrequenz, entweder
in der Form eines Kartesischen Produktes Wy (v, )Wg(v,,) oder als ein radial sym-
metrisches ” Window” Wy (y/vi + v ). Die erstgenannte Wahl erlaubt die Auswahl
derselben ” Apodisation” wie in der 2D Rekonstruktion, wihrend die letztere Wahl mit
der 3D Natur des Problems konsistent ist.

4.5.2 Der 3D Riickprojektions-Algorithmus (3DRP)

Als erstes wollen wir uns kurz mit der Frage beschéftigen: ” Was ist Abgeschnitten-
heit und wie beeinflusst sie die Rekonstruktion?”. Danach stellen wir eine 3D gefilterte
Riickprojektionsmethode vor, den 3DRP Algorithmus, der durch Diskretisierung einer
analytischen Rekonstruktionsformel erzielt wird und bei dem die vom Scanner nicht ge-
messenen Daten geschétzt werden.

Im vorangegangenen Abschnitt sahen wir, wie das Bild f(z,y,z) aus den 2D paral-
lelen Projektionen g(x,., y,, ¢, 0) rekonstruiert wurde, die fiir eine Menge von Richtungen
Qo ={(0,0);0< ¢ <m,|0|< O} gemessen worden waren. Der 3D FBP Algorithmus
wurde unter der Annahme hergeleitet, dass komplette Projektionen vorlagen, was be-
deutet, dass fiir jede Richtung 2,(¢,0) € Q, g(z,, y., ¢, 0) fiir alle (z,,y,) € D, gemessen
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worden war, wobei D, der Trager der Projektion des Objektes ist. Z.B. ist der Trager
der orthogonalen Projektion eines Zylinders entlang einer Richtung Z.(¢, 0):

Dy = {(@n,90); | 20 |< B, |y |< 22574 | sinf | /RS — a2} (4.37)
wenn f(x,y,z) # 0 in einem Zylinder mit derselben Lénge Lp wie der Scanner und
einem Radius R < Rp ist.

Man beachte, dass D, unabhingig von ¢ ist, was auf die Rotationssymmetrie des Scan-

ners zuruckzufithren ist.

Ein zylindrischer Scanner misst die Projektion ¢(z,,y,, ¢,6) jedoch nur in der Region
M,:

Lpcost .
M, ={(z,,y.); |z [< R,y |< —5 | sinf | \/ R% — x2}. (4.38)
Ersichtlich wird die Abschatzung fiir M, aus Folgendem:
. 0€l0,5
| Yy |(4:13)| z || cost | e[zg[’ z | cosf.
(442) | '
Da z fiir | z | < 5= gemessen wird folgt:
L A
E S — |Z‘COS9§7DCOS(9—| 2T|c059
13) L tand | 2/ R}, — 22
WY 2D s — | tand | DT cosh
2 2
L
= TDCOSQ— | sinf | \/R% — a2.

Fiir D, kénnen wir analog rechnen, nur sind die Daten komplett, d.h. | z |< LDJ“T‘AT‘.

Man beachte bei M, dass im Zentrum des FOV (z, = 0) y, mit wachsendem 6 sinkt
und verschwindet, wenn | 6 |= ©p ist.

61 =cosf| = Lot L 0
2 = “PP7 1 sing | Rp |

61 =|sind|l = |[sind|+/R%H1 2
Wie man in Abbildung 4.13 und fiir 6 # 0 sieht, gilt:
M, C D,.

Die gemessene Region M, enthdlt nicht die Projektion des Objektes D, und daher ist
die Projektion abgeschnitten.
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Wendet man den 3D FBP Algorithmus auf die abgeschnittenen Projektionen an, so
weist das resultierende Bild f(z,y, z) heftige Artefakte auf, welche hauptséchlich die
Abnahme der Scannersensitivitit reflektieren, wenn man sich vom Zentrum (z = 0) in
Richtung Ecken des FOV (z = iLTD) bewegt. Leider kann man diese Artefakte nicht
dadurch korrigieren, dass man einfach in jedem Punkt die FBP Rekonstruktion durch
die Sensitivitat in diesem Punkt dividiert.

Der 3D-Riickprojektions-Algorithmus (3D reprojection algorithm, 3DRP) ist nun die
Standardmethode, die zur Rekonstruktion abgeschnittener 3D PET-Daten benutzt wird.
Bei dieser Methode erzielt man komplette 2D Projektionen (gy¢(x,,y,) ist 2D, da nur
x, und gy, Variablen sind), indem man g¢(z,,y,,®,0) in der nicht-gemessenen Region
{(@r,yr); (zr,y,) € Dy, (2,,y,) & My} schitzt. Die gefilterte Riickprojektion kann dann
auf die kompletten Projektionen angewendet werden, die zum Teil gemessen und zum
anderen Teil kiinstlich synthetisiert (hergestellt) sind.

Die abgeschnittenen Daten werden durch die Berechnung des Linienintegrals

g(xr,y,«,gzﬁ,@)—/fw(x,y,z) dzy (439)
R

tiber fop(x,y,z) geschitzt, wobei fop(z,y,z) aus den 2D Projektionen mit 6 = 0 re-
konstruiert wird (z.B. aus der Datenteilmenge, die dem 2D Erwerb entspricht). Diese
Projektionen sind nicht abgeschnitten, denn fiir 8 = 0 gilt:

D, = M,

und wir kénnen dann fop(z,y, 2) z. B. unter Verwendung der 2D FBP rekonstruieren.

In der Praxis werden die 2D Projektionen fiir diskrete Werte des Winkels 6 gemes-
sen, die den Integerwerten der Ringdifferenz entsprechen (sieche Abbildung 4.9). Bei der
Implementierung des SDRP Algorithmus benétigen wir die Angabe der Datenteilmenge,
die zur Rekonstruktion von fop(x,y, z) benutzt wird. Die minimale Teilmenge besteht
aus den Koinzidenzen mit den Ringdifferenzen Ar = 0 und Ar = +1, welche ausrei-
chend sind um das gesamte FOV zu rekonstruieren. Um die statistische Genauigkeit des
geschétzten Bildes zu verbessern, nimmt man gewohnlich auch Koinzidenzen mit grofe-
ren Werten von Ar, z.B. | Ar |< 5 hinzu (dabei folgen wir den standardméfigen 2D
Rekonstruktionsverfahren, die angewendet werden, wenn der Scanner mit ausgefahrenen
Septen operiert). Die Wahl des maximalen Wertes von Ar fiihrt zu einem Kompromiss
zwischen systematischen und statistischen Fehlern fir fop(z,y, 2).

Empirische Erfahrungswerte haben gezeigt, dass die Qualitdt des endgiiltigen Bildes
f(z,y, z) nicht so stark von dem maximalen Wert von Ar abhéngt, der zur Schitzung
von fop(x,y, z) benutzt wird.

86



4 Das C-C-Modell und darauf beruhende Bildrekonstruktionen

Algorithmus
Der 3DRP-Algorithmus besteht aus folgenden Schritten:

1. Auswahl/Entnahme der 2D Daten aus der gesamten Datenmenge (um die 2D Re-
konstruktion durchfithren zu kénnen)

(41)

0=0 Z=Yr = g(xr,yrzz,gb,é’:()):gygjoz(xr,gzﬁ)

2. Rekonstruktion einer vorlaufigen Bildschéatzung fop(x,y, z) durch Anwendung der
2D FBP fiir jede Ebene z:

f2D<m7y72) = f (l’ y
(4;5 271' 3/2// ,er’ |Ua: |€zx,vw dUz d¢

= e / [ o andle e o, Lo, | € d, do
0 R2

3. Durchfiihrung der nachfolgenden Schritte fiir jede Projektion (¢, ) mit 0 < ¢ < 7
und | 0 |[< ©:

a) Schitzung der abgeschnittenen Daten mit Hilfe der Gleichung (4.2):

g(xT7yT7¢7 6) = /fQD(IvyVZ) dZT fur {(xﬁyT); (xTﬂyT) S Dg? (‘TTvyT) g Mg}

b) Zusammenfassen der geschétzten und gemessenen Daten (= komplette Da-

ten)
Die nachfolgenden Schritte entsprechen der 3D FBP Methode:

c¢) Berechnung der 2D FFT um ga(vs,,vy,, ¢, 6) zu erhalten
d) Multiplikation von §s(v,, vy, ¢, ) mit dem apodisierten Colsher-Filter:

HC(UIM Uyw 9)W<U$r7 Uyr)

e) Berechnung der 2D inversen FFT um g% (x,,v,, ¢,0) zu erhalten
f) Riickprojektion durch das 3D Volumenbild entsprechend Gleichung (4.34)
g) Multiplikation des erhaltenen f’s mit (27)~2

Den Schritt 3.a) bezeichnet man auch als Vorwértsprojektion.
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Inkomplette Projektion: @¢< |8 < ©
Datenerwerb

Scanner
Komplette Projektion: |6} < ©¢
(a)
g2(XpYr$.0)
Rekonstruktions-Matrix fiir Rickproj ektiqn k(')mpletter
das Erstbild gefilterter Projektionen

Ny

Komplette Projektion: {68} < ©¢

(b)
O oF(xyr.0.6)
Komplette Projektion: ©¢ < (6] < ©
Erstbild
fap(x,y,z)

g(XDYI'v‘p:e)

Riickprojektion

/

Komplette Projektionen: {6} <©

? gF(erYr,‘Pve)

Zweitbild
f(x,y,z)

Abbildung 4.20: Der 3DRP-Algorithmus. a) Sammlung der abgeschnittenen Projek-

tionen durch den Scan. b) Rekonstruktion des vorldufigen Bildes
fop(z,y, z) unter Verwendung der kompletten Projektionsdaten

| 0 |< ©,. c¢) Schétzung der abgeschnittenen Projektionsdaten durch
Vorwirtsprojektion durch das vorldufige Bild. d)Rekonstruktion des
endgiiltigen Bildes f(z,y,2) unter Verwendung der kompletten Pro-
jektionsmenge. Beachte, dass beim Schritt b) in der Praxis O, = 0 ist!
Quelle: [6] S. 41.
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Der maximale Wert von 6, der in der Rekonstruktion beriicksichtigt wird bzw. auftritt,

0, ist gewohnlich kleiner als die Scanneroffnung ©p = arctan (2%;)

Abbildung 4.21: ©p = arctan (L—D>

2Rp

Der Grund dafiir ist folgender:

Wenn | |~ Op, dann ist die gemessene Region M, wesentlich kleiner als die bendtigte
Region D, (siehe Gleichung (4.37) und (4.38) und Abbildung 4.13). Fiir grofe | 6 | be-
stehen also die kompletten Projektionsdaten hauptsachlich aus geschétzten Daten und
nicht aus gemessenen Daten. Reduzieren wir den Wert von ©, sparen wir erhebliche
Rechenzeit ohne auf viel Sensitivitat verzichten zu miissen. Eine maximale Ringdifferenz
von 17 ist typisch fiir einen 24-Ring-Scanner, was einem Winkel © von 12° entspricht.
In diesem Fall sind volle 93% der Daten in die Rekonstruktion miteinbezogen.
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4.6 Rebinningmethoden

Im Folgenden richten wir uns - bis nichts anderes vermerkt wird - nach dem Paper von
Michel Defrise, [14].

Rebinningmethoden sind, wie wir gleich sehen werden, Methoden, die wir zum Teil zur
3D PET und zum anderen Teil auch zur 2D PET zdhlen konnen. Aus diesem Grund
widmen wir ihnen einen eigenen Abschnitt.

Die beachtlichen Erfahrungswerte, die wir seit 1990 mit dem 3DRP-Algorithmus gemacht
haben, da er in den meisten PET-Zentren, die 3D Daten erwerben, zum Einsatz kam, ha-
ben die Genauigkeit und Robustheit dieses Algorithmus nur bestétigt. Es wurden jedoch
trotzdem weitere, alternative Algorithmen entwickelt, entweder um die Rekonstruktions-
zeit zu verringern oder um die Bildqualitét zu erh6hen. Die Zeit, die zur Rekonstruktion
3D Daten mit dem 3DRP-Algorithmus benotigt wird ist um ein Vielfaches langer als die
Zeit, die man zur Rekonstruktion 2D Daten, die mit Septen erworben wurden, benétigt.
Dies ist auf den beachtlichen Zuwachs der Anzahl der LOR’s im 3D Datenerwerb, die
riickprojeziert werden miissen, zuriickzufithren. Des Weiteren sollte man die Menge an
Speicherplatz, die beim 3D Datenerwerb bendtigt wird, nicht aufer Acht lassen. Ein
weiterer Grund fiir die wachsende Komplexitét ist der, dass die Rekonstruktion des 3D
Bildes beim 3DRP nicht in die Rekonstruktion einer Menge unabhangiger Ebenen zer-
legt werden kann. Signifikante Verbesserungen bei der Rekonstruktionszeit wurden nun
dadurch erreicht, dass verschiedene Kombinationen der drei folgenden Ansétze benutzt
wurden:

1. Die Einfiihrung schnellerer, aber auch teurerer Hardware und die Optimierung der
Implementierung des 3DRP-Algorithmus.

2. Eine Reduzierung des Sampling der 3D Daten um die Anzahl der LOR’s, die
zuriickprojeziert werden miissen, zu verringern.
Reduziertes Sampling wird durch das Zusammenfassen von Gruppen angrenzender
LOR’s erzielt und zwar so, dass der resultierende Verlust raumlicher Auflésung fiir
einen gegebenen Studientyp ”akzeptabel” bleibt. (siehe Sinogramm-Mashing in

Abschnitt 4.3).

3. Die Einfiihrung approximativer bzw. exakter Algorithmen, die auf dem Rebinning
der 3D Daten in eine 2D Datenmenge basieren.

Die Rebinningoperation wird aus dem C-C Modell hergeleitet.

Unter einem Rebinning-Algorithmus versteht man einen Algorithmus, der 3D Da-
ten in einen Stapel 2D Datenmengen sortiert (engl.: rebins), wobei fiir jede transaxiale
Schicht die 2D Daten als Sinogrammdaten angeordnet sind.

Diese rebinnten Daten sind zu den Daten, die im konventionellen 2D Modus erwor-
ben wurden geometrisch dquivalent und kénnen deshalb durch die separate Anwendung
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eines beliebigen 2D Rekonstruktionsalgorithmus auf jede Ebene rekonstruiert werden.
Rebinning zerlegt also das 3D Rekonstruktionsproblem in eine Menge unabhangiger 2D
Radontransformationen.

Vorausgesetzt das Rebinningverfahren selbst ist effizient, so wird die Rekonstruktion
" fast so schnell” wie im 2D Modus, wohingegen jedoch die durch den 3D Erwerb ge-
wachsene Sensitivitat beibehalten wird. Dies liegt daran, dass die komplette Menge der
3D LOR’s fiir die Rekonstruktion benutzt wird.

Im Folgenden wollen wir nun drei der aktuellsten Rebinningmethoden, die aus den ver-
gangenen 6-7 Jahren stammen, vorstellen:

¢ FOREX:

— zerlegt das 3D Rekonstruktionsproblem in eine Menge 2D Probleme

— exakter Algorithmus (d.h. beruht auf der Diskretisierung einer exakten In-
versionsformel)

— die nicht gemessenen Teile der Projektionen (abgeschnittene Daten) miissen
geschétzt werden (es wird also derselbe zeitaufwendige Vorwértsprojektions-
schritt wie bei der 3DRP benétigt)

e FORE:

— ahnliche Zerlegung wie bei FOREX
— approximativer Algorithmus

— operiert direkt (ohne einen Schétzungsschritt) auf den axial abgeschnittenen
Daten

— nur geeignet, wenn der maximale Winkel zwischen LOR’s und transaxialen
Ebenen (Winkel6ffnung) 25° nicht iibersteigt (diese Schwelle hingt natiir-
lich vom Rauschlevel und der Natur des Bildes ab!)

e FORE-J:

— dhnliche Zerlegung wie bei FOREX und FORE
— exakter Algorithmus
— operiert direkt auf den axial abgeschnittenen Daten

(es werden also die Vorteil von FOREX und FORE kombiniert)

Im Anschluss an die exakte Herleitung der drei Verfahren werden wir ihren Zusammen-
hang untereinander kldren und in einem abschliefenden Schritt alle Verfahren dieses
Kapitels miteinander vergleichen.
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4.6.1 FOREX

Da wir die ganze Zeit iiber Daten im Projektionsformat betrachtet haben, bei Rebin-
ningverfahren jedoch die Daten in Sinogrammen vorliegen, werden wir zu Beginn dieses
Abschnitts noch einmal kurz auf die Geometrie der Sinogrammdaten eingehen (zur Er-
innerung: die Beziehung zwischen Projektionen und schrigen Sinogrammen wurde in
Abschnitt 4.2 beschrieben), bevor wir die Frage behandeln: ” Was ist ein Rebinning-
Algorithmus?”, eine exakte Rebinningformel herleiten und die entsprechende Implemen-
tierung beschreiben.

Sinogrammdaten fiir einen zylindrischen PET-Scanner

Abbildung 4.22: Geometrien eines zylindrischen PET-Scanners. Transaxiale Sicht (links)
mit den Standard-Sinogramm-Variablen z, und ¢, die die gerade Linie
AB parametrisieren. Lingsschnitt (rechts) mit den axialen Variablen z
und Ar. (Man beachte, dass die - und y-Achse fir illustrative Zwecke
gedreht /rotiert wurden). Quelle: [14] S. 146.

e Wir betrachten einen zylindrischen Scanner mit Radius Rp und Lange Lp.

e Die z-Achse definiert die axiale Richtung.
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Jede zur z-Achse orthogonale Ebene wird transaxiale Ebene genannt.

Wir betrachten ein zylindrisches FOV (2 mit Radius R < Rp und derselben Lange
Lp wie der Scanner.

gesucht: die Verteilungsfunktion des Kontrastmittels f(z,y, z) € S(R?) mit
supp [ C €.

Das Linienintegral (3D Rontgentransformation) zwischen den beiden Detektoren
A und B wird folgendermafen parametrisiert (die zylindrische Geometrie repré-
sentiert):

S(Tp, @, 2, AT) = /f(:chcosng—ktux,:vr sin ¢ + tuy, z + tu,) dt, (4.40)
R
wobei
1 A !
T . r
U= (Uy, Uy, u) = — sin ¢, cos ¢, ———
e 6,05, _R%_ﬁ)
4<R2sz%)

ein Einheitsvektor entlang der Integrationslinie ist, z = B2 Ar = (r; — ry),
x, die Distanz zwischen z-Achse und der Projektion der Linie in eine transaxiale
Ebene ist und ¢ der Winkel zwischen dieser Projektion und der y-Achse ist.

Wir erkennen also, dass z die axiale Koordinate des Mittelpunktes zwischen den
beiden Detektoren und Ar der axiale Abstand zwischen den zwei Detektoren ist.

Wir definieren eine Datenmenge, die einem festen Paar (z,Ar) entspricht, als
schriages Sinogramm.

Wenn Ar = 0 ist wird das Sinogramm gerades Sinogramm genannt.

Bei einem PET-Scanner mit N Ringen entspicht jedes Ringpaar einem festen Paar
(z, Ar) und daher setzen sich die Daten, die im 3D Modus erworben wurden aus
insgesamt N? Sinogrammen zusammen. (N gerade Sinogramme und N(N — 1)
schrige Sinogramme).

Fiir die vier Variablen gilt:

—-R< 2z, <R
0< ¢ <m
|A7’| S LD

Lp—| A
2| < %
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L
AT g o 147l
2 2
L
//—-/ Z=——D+@
2 2

Abbildung 4.23: Verdeutlichung der Variablen | z | und | Ar |.

e Wegen der endlichen Lénge des zylindrischen Scanners héngt z von Ar ab und
bedeckt nicht das gesamte FOV (ausgenommen fiir Ar = 0). Abgeschnittenheit
der 3D Daten: Verkleinerung von z mit wachsendem Ar.

Die Rebinningformel, die nun hergeleitet werden soll, basiert auf folgender Parametri-
sierung:

s(xy, ¢, z, Ar = 204/ R% — 22)

= /f(xrcosqb—t\/ﬁsinqb,xrsin(b—i—t\/ﬁ

R

cosg,z+t

) a
V1402

Wir substituieren ¢ = \/#, dividieren beide Seiten durch /1 + 62 und erhalten:

(2. 6.2.6) s(x,, ¢,z A r=20\/R% — 12)
P\Tr, @, 2, =
V1402

= / f(x, cos¢ — tsin ¢, z,sin ¢ + t cos ¢, z + £4) dt, (4.41)

R
wobel § := tanf = 5 s; — und 6 der Winkel zwischen dem LOR und einer transaxia-
D~ Tr

len Ebene ist.

Da in einem Multiringscanner die Variable § proportional zur Differenz zwischen den
Indexen der zwei Koinzidenzringe ist, nennt man auch 9 - mit einem kleinen Missbrauch
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der Terminologie - die Ringdifferenz.
Fiir z und 4 gilt nun:

Lp | Ar| Ar=26\/Rh—a2 Lp
) 2 N 2
Lp

< —.
~ 2y/R% — a2

Aus Vereinfachungsgriinden benutzen wir den maximalen Wert, der unabhéngig von z,
ist (z, = 0) und erhalten:

| 2]

— 6] /RS a2, (4.42)

| 4| (4.43)

L
2] < 21| R, (1.4
Lp
ol < —. 4.4
0] < 5 (1.45)

Was ist ein Rebinning-Algorithmus?

Wenn ein Scanner im 2D Modus operiert, liegen die gemessenen LOR’s in einer tran-
saxialen Ebene, und zwar so, dass r; = ry ist. Deshalb wird eine 2D Datenmenge auch
durch (4.41) beschrieben, aber mit ¢ = 0:

preb($r7¢72) = p(xrv(b?ZuO)' (446)

Diese 2D Daten konnen wir in geraden Sinogrammen anordnen (fiir jede Schicht z ein
Sinogramm), welche durch 2D FBP und unabhéngig voneinander rekonstruiert werden
konnen. Es ist nicht weiter verwunderlich, dass die Ebene-um-Ebene Rekonstruktion ei-
ner 3-Parameter-Datenmenge schneller als die Rekonstruktion einer 4-parametrigen 3D
Datenmenge mit dem 3DRP-Algorithmus ist.

Diese Betrachtung fithrt zu einem alternativen Ansatz der 3D Rekonstruktion, bei dem
die 3D Daten nicht direkt konstruiert werden, sondern dazu dienen, die 2D Daten zu
schatzen, aus denen dann das Bild durch Benutzung irgendeines 2D Rekonstruktionsal-
gorithmus (z. B. 2D FBP) konstruiert werden kann. Deshalb definieren wir einen Rebin-
ningalgorithmus auch als eine Methode, um p,e(z;, @, z) aus p(z,, ¢, z,0) zu schitzen.
Ein niitzlicher Rebinning-Algorithmus sollte wie folgt sein:

1. schnell (ansonsten wiirde man keinen Vorteil in Hinsicht auf andere Techniken

haben),
2. genau und im Idealfall auf einer exakten analytischen Inversionsformel beruhend,

3. stabil in Hinsicht auf das Rauschen (wie bei der 3SDRP Methode).
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N Ring Scanner

q
— 3D Erwerb

3D Bild
2N-1 Ebenen

2 "
N” schriige
Smogramie

o
I Xy

REBINNING

2N-1 gerade
Sinogramme

¢
Xq

Abbildung 4.24: Das Prinzip eines Rebinning-Algorithmus, dargestellt anhand des typi-
schen Ebenen-Samplings eines Multi-Ring-Scanners: N gerade Ebenen,
die in den Ebenen der N Detektorringe liegen und N — 1 Ebenen, die
zwischen benachbarten Detektorringen liegen. Quelle: [14] S. 147.

C:D -_
— 2D FBP

Man beachte die Wichtigkeit der letzten Forderung:

Rauschfreie 3D PET Daten sind in dem Sinne redundant, dass die geraden Sinogramme
(0 = 0) fiir eine exakte Rekonstruktion ausreichend sind. Folglich kénnte, ohne Forderung
3., Rebinning trivialerweise durch das Herausnehmen der direkten Sinogramme aus den
gesamten 3D Daten erreicht werden (geméfs (4.46)). Da wir jedoch nicht von rauschfreien
Daten ausgehen konnen, wiirde dieser Ansatz (Herausnehmen der direkten Sinogramme)
den Vorteil der wachsenden Sensitivitédt, der durch den 3D Erwerb erreicht wurde, wieder
zunichte machen. Eine optimale SNR im rekonstruierten Bild kann nur erreicht werden,
wenn die Rebinningmethode die gesamten 3D Daten miteinbezieht, so wie es der 3DRP-
Algorithmus macht.

Zwei Herleitungen einer exakten Rebinningformel

Im Folgenden zeigen wir nun zwei Moglichkeiten auf, die Gleichung, die die Basis des
FOREX-Algorithmus ist, herzuleiten. Bei der 1. Herleitung nehmen wir die Besselfunk-
tion und ihre Eigenschaften zur Hilfe, bei der 2. Herleitung den 3D Projektionssatz.
Diese Basisgleichung des FOREX-Algorithmus ist dann nicht nur Bestandteil der In-
versionsformel, sondern kann auch zum Schétzen der abgeschnittenen Daten benutzt
werden.
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Herleitung 1:

Das inverse Problem, welches durch Integral (4.41) definiert ist, ist rotationsinvariant
um die 2-Achse und translationsinvariant entlang der radialen Variablen x,. Diese In-
varianzen konnen benutzt werden, um fiir jedes feste Paar (z,d) die kontinuierliche FT
der schriagen Sinogramme fiir die Variablen x, und ¢ zu berechnen.

Lemma 4.10. Mit den Bezeichnungen wie zuvor gilt:

p(Tr, ¢+ m,2,0) = p(—x, 0,2, —0). (4.47)
Beweis. p(x,, ¢+ m,2,0)

= /f(xrcos(¢+7r) —tsin(¢ + ), @, sin(p + w) + tcos(¢p + ),z + t0) dt

= /f(—xT cos ¢ + tsin ¢, —x, sin ¢ — t cos ¢, z + tJ) dt.

Substituieren wir nun ¢ = —t, so erhalten wir:

= /f(—a:r cos ¢ — tsin ¢, —x, sin ¢ + tcos ¢, z + £(—6)) dt

R
= p(_ﬂfr, ¢> Z, _5)
UJ

Anmerkung 4. 11 Sei T := {(z,¢,2,0); |z, [< R, 0< ¢ <, |2z|< 22—
| 0 | Rp, | 0 |< 34 3=} In Zukunft - wenn es nicht anders erwidhnt wird - sei p fiir alle

(2, 0,2,0) € T? bekannt Wegen Lemma 4.10 ist p somit auch bekannt fiir alle | z, |< R,
0<¢<2m|z|<E—|§|Rpund |4 |< . Das bedeutet, dass wenn wir p in
Zukunft bzgl. ¢ 1ntegr1eren dass wir dies von 0 blS 27 tun konnen.

Lemma 4.12. Sei p bekannt fiir alle (x,, ¢, z,6) € T*.
Dann lautet die 2D kontinuwierliche F'T in Bezug auf die Variablen z, und ¢:
T R

a) po(w, k,z,0) = (27?)_1/e‘ik‘b/e_i“x’"p(xr,qﬁ,zﬁ)

0 -R

+ (_1)k it (xra ¢7 2, )dxr d(ba

R
b) ]A)Q(w?k"Z’(S) = (271')_1///ge_ikﬁe—i(k¢+wacos¢)'
0 0 O

flocosB,osin 3,z — gdsin @) do df do.
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Beweis. Aus der Voraussetzung folgt:
2r R
]A)Z (w7 k) 2y 6) = (27T)_1 / / e—i(k(b—i-wacr)p(xm Qb, Z, 5) d{lfr dgf),
0 -R

wobei w € R die radiale Frequenz und k € Z der Fourierindex ist.

a) Da die schrigen Sinogramme nur fiir ¢ € [0, 7| gesampelt sind, wird die obige Glei-
chung in der Praxis unter Verwendung der Symmetrie aus dem vorangegangenen Lemma
berechnet:

T R
po(w, k,2,0) = -1 / / emikorwan) (b 2, 8) da, do
-R
27 R
/ / ikorwer)yy (g &, 2, 8) da, do.
™ —R
Wir substituieren im 2. Summanden ¢ = ¢ + 7 und z, = —, und erhalten:
T R
]52(("); ka 2 5) = (27T)_1 / / e_i(k¢+er)p(I'T, Qb, Z, 6) dl‘r dq§
0 —-R
T —R
+(2m) 1//6_Zk¢ ek el (g b+, 2,0)(—1) da, do
k} Vo
0 R 1) Lem'ﬂéa 4'10p($r,¢,2,—5)

R
~ (2m) / ¢ iko / (3, 6 2. 0) + (— 1T p(zs 6, 2, —6) d, d.
"R

0

R
alu, k. 2,0) [ et 0,2.0) dov do
R
//6 (ké+ar) £ (g, cos ¢ — tsin @, z, sin ¢ + t cos ¢,
“R R

z 4 t0) dt dz, d¢.
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Wir setzen x, = xcos¢ + ysin¢ und t = —xsin ¢ + ycos ¢ und erhalten fiir die Funk-

tionalmatrix Do(x,y):
- cos¢  sin¢
Dé(x,y) = < —sing cos¢ > '

Die Determinante dieser Matrix ist 1 und somit erhalten wir:
27
= (2m)7} / / / eTikomiw@eos@tysing) £ (0 g 2 4 §(—zsin ¢ + y cos ¢)) dx dy dep.
0 Q

Wir benutzen nun ebene Polarkoordinaten und substituieren x = o cos 3,
y = osinf mit o €]0, R] und (§ €]0, 27] und erhalten:

2w R 27

= (2m)! g ko—iwcos(B=9) f (5 cos 3, o sin 3, 2 — do sin (¢ — () dp do d3.
[

Wir substituieren nun ¢ = ¢ + 3 und somit wird das obige Integral zu:

R 27 27—

= (2n)! / / / ge MPeTikBpmiwa st £ cos 3, orsin B, 2 — do sin @) dp dB do.

00 -8

Das Integral von —f3 bis 27 — 3 zerlegen wir in die Summe der Integrale von —( bis 0
und von 0 bis 27 — 3, dann substituieren wir den ersten Summanden mit ¢ = ¢ — 27
und erhalten dasselbe Integral wie zuvor, nur in den Grenzen von 27 — 3 bis 27. Die
Summe dieses neuen Integrals mit dem alten zweiten Summanden kann man auch als
das Integral von 0 bis 27 zusammenfassen und somit haben wir:

R 27 2w

= (2m)7! / / / ge ke hBmiwacosd (5 cos 3, osin 3, 2 — do sin ¢) dep d3 do.
000

]

Wegen der abgeschnittenen Daten ist (4.41) nicht invariant fiir axiale Translation, da
die gemessene z-Variable auf | z [< 22— | § | Rp eingeschréinkt ist.

Zur Erinnerung: der 3DRP-Algorithmus iiberwindet dieses Problem, indem anfangs die
noch fehlenden Daten geschétzt werden und somit anschliefsend die Daten fiir alle z mit
| z |< £+ | § | Rp vorliegen. Das Schéitzen der abgeschnittenen Daten wurde durch
Vorwartsprojektion verwirklicht.

Ahnlich dazu nehmen wir jetzt hier an, dass die Daten fiir alle z extrapoliert wurden. Die
Invarianz fiir axiale Translation ist somit wiederhergestellt und wir kénnen das folgende
Lemma formulieren:
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Lemma 4.13. Sei f € S(R?), supp f C Zylinder mit Radius R, p(x,,®,z,d) bekannt
fiir alle —R<x, < R,0< ¢ <, ‘Z’SLTD—i—’é’RD und!é!ﬁfTD
Dann lautet die 3D FT in Bezug auf die Variablen x,, ¢ und z:

R 27
ﬁg(w,k,wz,d) 3/2/ UefzkﬁF O’ ﬁ, wz) —zkarctan( )27'(( ) .
0 0
52002
Je(o | w | =) dBdo, (4.48)
wobei
Lp/2
F(o,B,w,) == / e_i“’zzf(a cos B3,0sin 3, z) dz (4.49)
—Lp/2
und

1
_ z/2(z—1/2) —k—ld
o / :
C

die Besselfunktion ist. Dabei ist k € Z, C ein Kreis mit Radius r um den Ursprung
und wenn wir z = re'® setzen, 0 < ¢ < 2w, dann kénnen wir Jy, auch in folgender Form
ausdricken:

2T
Jk — irk/ex/2(re’¢— ) zk¢d¢
2T
0
Beweis.
p3(w, k,w.,0) = (27r)_1/2/6_”‘”z 2(w, k,z,0) dz

2m 2w

R
Lemma412b) 3/2////Uezzwz zkﬁ zkzz) —iwo cos ¢
0 0 R

f(ocosB,osin 3,z — odsin¢) dz de df do.

Wir substituieren jetzt z = Z+ 04 sin ¢ und beriicksichtigen, dass f(z,y, z) = 0 ist, wenn
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(x,y,2) €  ist und erhalten dadurch:

R 27 2m Lp/2
— (27_‘,)73/2 / //O_ei(wzaésin¢+kﬁ+k¢+wacos¢) / ef'izwzf<0, COS 67 asinﬁ, Z) dz
0 0 0 —Lp/2
= (0,3.2)
dé d do
R 2w 2w
_ (27T)—3/2/O_/e—ikﬁF(o_75’wz)/e—i(k¢+wacos¢+wza6sinq§) dgbdﬁda
0 0 0
Da
27 27
/6ik¢>iwocos¢iwzaésin¢> d¢ — e*““d’ e*iHv\\(ve,w(qﬁ)) d(b
0 0 =Yi(9)
mit
[ cos¢ - wo
w<¢>_(singb)’ U_<wza5>’
| v ||=| w | o—,/1+°’§§2 und v, = ﬁv, konnen wir Formel (3.19) aus [12] S. 198

anwenden und erhalten mit n = 2:

2w

/Yk(d))ei”(”e’“(¢)>d¢ = 2r(=)" ([l v ) Ya(ve)

0

v
ik arctan e,2
—e Ve,1

2,2
wzo(5|w|0\/1+6#

. w
ik arctan| —M————

2,2
wo‘|w|a‘\/1+5—u2)7i
w

)" Ty
)" Ty

= 27 (ol
2m( (I vl

mit arctan : R —| — 7, 7[. Damit folgt die Behauptung.

—1 e
i )6ik arctan( 5:? )

v )

]

Die exakte Rebinningformel ist eine direkte Konsequenz aus (4.48). Wir beachten, dass
der zweite Exponentialfaktor und die Quadratwurzel unabhéngig von den Integrationsva-
riablen o und 3 sind und schreiben (4.48) fiir den speziellen Fall des geraden Sinogramms
mit 0 = 0:
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Satz 4.14. (Basisgleichung des FOREX-Algorithmus)
Es gelten dieselben Voraussetzungen wie in Lemma 4.13.
Dann gilt fiir die Beziehung zwischen der 3D FT der schrigen und der geraden Sino-

gramme:
52 2
)pg(w 1+ 2% kw.,6=0). (4.50)

-~

—preb(“]\/ 1+ wz ka)

ol | W' [>] bw, | und arcsin ] — 1,1] — [—%, 5] ist die obige Formel

v, 2.2
) p(w ,/1_‘5(’/‘;,kw2,5) (4.51)

—ik arctan(

ﬁi’r(wa ka Wz, 5) =€

Fird =w
aquivalent zu:

eik arcsin(

ﬁreb(w,a ka wz) =

Beweis. Aus Lemma 4.13 folgt fiir § = 0:

2

R
Bren( oy w2) = (27) 2 / - / e (0, B,0.)2m(—i) Jo(or | o ) dBdo.  (4.52)
0 0

Wir setzen in (4.52) ' = wy/1+ 2% (d h. w und W’ haben dasselbe Vorzeichen),

—ik arctan(%

multiplizieren beide Seiten der Glelchung mit e ) und erhalten:

¢tk arctan (% )preb(w\H +— 5%)2 Jkyw,)
R 2n
_ (27T)—3/2/U/e—ikﬂF(a,@wz) —ik arctan (2= )QW(—Z)k
0 0
2,,2
Je(o | w | z)dﬁda

Lemma 4.13

]53((4), ka Wz, 6)

62w

Fir o :==wy/1+ w; mit | w |>] dw, | gilt:

W = ? 4§22
und somit gilt fiir w (da w und w’ dasselbe Vorzeichen haben):

(52 2
w=0u 1—w—,°‘;Z. (4.53)
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Setzen wir (4.53) in

| 2,42
ﬁg(w,k,wz,é) —e zkarctan( )preb<w 1 4+ 2% 5 Wy ]{j wz)

ein, so folgt:

. 52w?
p3(w, 11— ,22,]{},(,()2,6)
ik arctan( \/ 5 ) 62 5 52 5
54w
. w’y/ 1 o Z “ / . w CU
g
Da
dw dw
2 sin(arcsin 2 )
— = w = ( 6wz) = tan(arcsin i,z)
w \/1 _ 0% \/1 — sin?(arcsin 822 cos(arcsin 2 w
erhalten wir:
~ - rctan (52(,02
pS(wa k7wza 5) =¢€ iarcta ( )preb(w I+—F k wz)
d2w?
<~ ﬁB(w/ I ,2 7k wm(s) = e—zkarctan( 6 )preb(w k Wz)
92w?

. o (0wWz A ~
& eharesinCE )b (W /1 — 2k, w,, 0) = Prep(W, Ky w,).

Herleitung 2:

Bei dieser Herleitung halten wir uns an die Vorgaben von [15].

Auch hier nehmen wir zuerst einmal an, dass die Daten fiir alle z,, und z bekannt sind,
denn dann kénnen wir die 2D FT der 2D parallelen Projektion, die einem fixierten Paar

(¢, 9) entspricht, berechnen.
Um die exakte Rebinningformel herleiten zu konnen, starten wir mit dem 3D Projekti-

onssatz.
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Satz 4.15. (Projektionssatz fiir den 3D Fall und Daten im Sinogrammformat)
Sei f € S(R®), supp f C Zylinder mit Radius R, p(x,, p, z,8) bekannt fiir alle

—R<z, <R 0<¢<m, |z|<E2+|0|Rp und|5|§%, dann gilt:

Po(w, d,w,,0) = (277)1/2f3(w oS ¢ + w,d sin ¢, w sin ¢ — w,d cos P, w., ), (4.54)
wobei auf der linken Seite die 2D FT bzgl. x, und z und auf der rechten Seite die 3D
FT von f(x,y,z) steht.

Beweis. Aus dem Projektionssatz 2.31 mit

—sin¢ X, COS ¢ w coS ¢ + w, 0 sin ¢
w = cos ¢ , a=| x,sing |, n=| wsing —w,dcose
) z W,
folgt:
palwidiond) = @m [ bl om b)) o ds
RQ
= (2r)~! /(Pf)(w,a)e_““’") da
wt
Proj.satz 2.31 o
= (2m)'72 fs(n).
]
Korollar 4.16. Fir Gleichung (4.54) gilt:
Po(w, ¢, w., 8) = (2m)/2 f3(w cos(¢p — 0),w'sin(¢ — o), w,), (4.55)
wobet o 1= arctan (‘%) und W' = wy/1+ 63‘2}5 ist.
Beweis. 1. Sei %= >0, also o € [0, Z].
Da

Weos(p—0o) = wyV1l+tan®?ccospcoso + w1+ tan?osingsino

= wecos ¢/ cos? o + tan? o cos? o 4w sin ¢\\/sin2 0 4 tan? o sin® o

~~ ~\~
=1

=+Vvtan? o=

62u§

V2

= wcos® + dw, sin ¢
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und

Wsin(g —o) = wv1+tan?osingcoso —wyV 1+ tan?ocosdsino
— wsing Vcos? o + sin? ¢ —w cos pVtan® o

=1

= wsin¢ — dw, cos ¢

folgt die Behauptung.

2. Fir ‘5% < 0, also 0 €] — 7,0[ erhalten wir analog zum obigen Fall dieselben
Ergebnisse und so folgt auch hier die Behauptung.

]

Die Rebinninggleichung wird erzielt, indem man die 1D FT von (4.55) bzgl. der Varibalen
¢ berechnet.

Lemma 4.17. Es seien dieselben Voraussetzungen wie in Satz 4.15 gegeben.
Dann lautet die 3D FT in Bezug auf die Variablen x,, ¢ und z:

2
p3(w, k,w,,0) = e_ik"/fg(w’ cos ¢, w' sin ¢, w, e " dep, (4.56)
0

wobei o und W' wie im vorangegangenen Korollar definiert sind.

Beweis. Aus Korollar 4.16 und anschliefsender Substituion von ¢ = o + « erhalten wir:

27
p3(w, k,w;,0) = fg(w’ cos(¢p — o), w' sin(¢p — o), w,)e * dg

0

0

_ £ I —iko ,—iko

= f3(w' cosa,w'sina, w, e e " da
2m—

—0
e
+ / f3(w' cos o, w'sin ar, w, e * e da.,
0
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Substituieren wir nun im 1. Integral o = ¢ — 27 so folgt:

ﬁ3 (w, k, Wy, (5) = / f3 w COS((b — 27T> w Slﬂ((ﬁ 27T) wz) —iko *lk‘d) Zk‘2ﬂ' d¢
vV V
2r—o =cos ¢ =sin qS =1
2r—o

- / f3(w cos a,w'sin o, w, e *T e doy

0
= _”‘”"/ W' cos ¢, w' sin ¢, w, e dp.
0

]

Setzt man in der Gleichung (4.56) § = 0 und vergleicht dieses Resultat mit der Gleichung
fiir beliebiges 4, so fiihrt uns dieser Vergleich ebenfalls zu der Basisgleichung der FOREX-
Algorithmus und wir erhalten wieder Satz 4.14.

Beweis. Hier wollen wir nun Satz 4.14 mit Hilfe des Lemmas 4.17 beweisen:

Aus Lemma 4.17 folgt fiir 6 =0 und o’ = wy/1+ 62“)2 :
2m
. 56 ; 0 0 . »
p3(W kyw,) 4.56) eo/fg(u)’\/ 1+ 5 €08 oW1+ s Sii b, w.)e " dg
0 N >y

:w"c,oscb w’gﬁujz
4.56 kg A
( = : emo—p?)(wa ka Wz, 5)
. 0%w?
ko ~
=  "p3(wy/1— w’Z’k W, 0).

Der Beweis der Aquivalenz ist vollkommen identisch zur ersten Version des Beweises von
Satz 4.14.
O

Der FOREX-Algorithmus

Ab hier orientieren wir uns wieder an [14].

Das Ziel eines Rebinning-Algorithmus ist es, aus den 3D Daten (4.41) einen Stapel ge-
rader Sinogramme p,.,(z,, ¢, z) zu schitzen.

Wie wir gerade gesehen haben liefert die Basisgleichung des FOREX-Algorithmus fiir je-
den Wert der Ringdifferenz ¢, der der Bedingung | w’ |>]| dw, | gentigt, eine unabhéngige
Schétzung von p3(w’, k,w,,0). In Abwesenheit von Rauschen sind alle diese Schitzungen
gleich.
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Da die Daten jedoch verrauscht sind, sollte man die rebinnten Daten unter Verwen-
dung der gesamten 3D Datenmenge schitzen, um eine grofere SNR zu erhalten. Der
FOREX-Algorithmus erreicht dieses Ziel durch Mittelung iiber alle Schétzungen:

01

~ 1 ~ 52(4}2 ik arcsin( 2z
Prep(W' kyw,) = o) /pg(w’\/ 1— 2 Sk w,, d)e (% )dé, (4.57)
0
wobei § <| :‘j—; | und | 0 |< 2%’3 ist, also
/ Lp
(o) e min (12 Lo
1((,0,(4)) min (’ w, | 2RD)

ist.

Wir beachten, dass in (4.57) nur positive Werte von ¢ erscheinen. Dies liegt daran, dass
die Sinogramme mit negativen J bei der Berechnung der 2D FT von Lemma 4.12 a)
darin verschmolzen sind.

Leider kann Gleichung (4.57) wegen der abgeschnittenen Daten nicht direkt benutzt
werden (da die Daten p(z,, ¢, 2, # 0) nur fir | z |< LTD— | 6 | Rp bekannt sind, kann
die axiale FT nicht durchgefiihrt werden). Deshalb miissen, wie auch beim 3DRP, zuerst
die abgeschnittenen Daten geschétzt werden, um komplette 2D Projektionen zu erhalten.
Fiir diese Schitzung der abgeschnittenen Daten kann die 2D Datenmenge p.cp(z,, ¢, 2)
und somit die Basisgleichung des FOREX-Algorithmus verwendet werden. Dies fiihrt
uns zu folgendem Algorithmus:

Algorithmus
1. Initialisiere eine Menge rebinnter, fouriertransformierter Sinogramme:
Prev(W's kyw,) = 0.
2. Berechne die 3D FT (bzw. 3D FFT) der gemessenen 2D Sinogrammteilmengen

preb(xru ¢7 Z):
R 2rn Lp/2
Pren(W' kyw.) = (2m) 72 / / / Drep(ry b, 2)e TR G0 4 d,
~R 0 —Lp/2
(da fiir 6§ = 0 die Daten komplett sind, also z € [—£2, L2]).
3. Betrachte der Reihe nach jeden Wert von § und berechne:

a) Berechne die 2D FT (bzw. 2D FFT) der Daten bzgl. 2, und ¢ um ps(w, k, 2, §)
fiir alle gemessenen z: | 2z |[< £2— | § | Rp zu erhalten:

R 27

Pl k. 2, 8) = (27) / / D, 6, 2, 8)e 49 g d,

—R 0
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b) Schitze pI=M (W, k, w.,0) aus pre(w’, k,w,) unter Verwendung der Basis-
gleichung:

. . Wz 62 2
ﬁgeschatzt(w7 k:,wz, 6) _ efzkarctan<5w )ﬁreb(wﬁ 1+ %, k:,wz).
—

¢) Berechne die inverse 1D FT (bzw. 1D FFT) von pi=“(w k, w., §) bzgl. w.,
um eine Schétzung von po(w, k, z, ) tiber dem fehlenden Bereich von z:
Lo | § | Rp <| 2 |< 22+ | 6 | Rp zu erhalten:

ﬁgeschiitzt(w7 k, 2, 5) _ (271_)71/2 /ﬁgesch&tzt<w, k,wz, 5)eiwzz dwz.
R

d) Nimm die Resultate aus 3a) und 3 ¢) zusammen, um po(w, k, 2, d) tiber dem
kompletten Rang von z: | z |< 2+ | 6 | Rp zu erhalten.

e) Berechne die 1D FT (bzw. 1D FFT) bzgl. z um ps(w, k,w,, ) zu erhalten:

ﬁ3(u)7 k7wz75) = (271')_1/2 /ﬁZ(w, /{Z,Z,(S>€_inZ dz.
R

f) Rebinning: Fiir jedes (', k,w,) benutze die Basisgleichung, um die rebinnten

62w?2

Daten prep(w’ = wy/1 4 —5, k,w.) zu erzeugen:

ik arctan( Swg )

w

preb(w/a ka wz) = ﬁ?)(wa ka Wz, 5)6
(Bei diesem Schritt verwendet man eine 1D Interpolation in w.)

4. Wegen der verrauschten Daten berechne p3(w’, k,w,) als Mittelung tiber alle in f)
errechneten Py, (W', k,w,):

o1

N 1 ~ 52("‘)3 ik arcsin ( 2z
p3(W's by w.) == i@ o) /ps(wl\/ 1— 2 k,w,, 8)e*aresin(F) g5,

0

5. Berechne die inverse 3D FT (bzw. 3D FFT) von ps(w', k,w,):

preb(ﬂfm ¢’ Z) _ (27T)_3/2 /ﬁg(w/, k’wz)ei(w’xr-‘rk(b-&-wzz) dwz dk dw’.
R3

Wir erhalten also einen Stapel rebinnter Sinogramme:
pTeb(xTa ¢7 Z) = p(xm gbu 2, 0= O)

6. Rekonstruiere jede Ebene separat und unabhéngig voneinander unter Verwendung
irgendeines beliebigen 2D Rekonstruktionsalgorithmus.

7. Stapele die rekonstruierten Ebenen, um ein Volumenbild zu erhalten.

Die Schritte 3b) - 3d) entsprechen dem Vorwértsprojektionsschritt im 3DRP-Algorithmus.
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4.6.2 FORE

Die Datendarstellung bei FORE und FOREX ist identisch. Die einzige Verdnderung
besteht darin, dass aus der exakten Rebinningleichung FOREX eine Approximation,
FORE, hergeleitet wird, die zu einer schnelleren Implementierung fiihren soll.
Wir setzen:

Ow,

a = (4.58)

w

Ad(a) = karctana Phasenshi ft (4.59)
x(a) = V14 a? (4.60)

und aus unserer Basisgleichung fiir den FOREX-Algorithmus (4.50) wird:

Ba(w, k, w2, 8) = e 2V g (wx (@), k, ws). (4.61)

Eine Klasse von Rebinning-Algorithmen mit wachsender Genauigkeit erreichen wir, in-
dem wir die abgeschnittene Taylorentwicklung um Null in o des Phasenshifts und von
X () betrachten.

Fourier Rebinning Approximation
FORE ist ein Algorithmus, der darauf beruht, dass wir nur bis zum linearen Term o

entwickeln.

Satz 4.18. (Taylorentwicklung)
Fiir x(a) und A®(«) wie oben definiert gilt:

x(a) =1+ 0(a?), A®(a) = ka + O(a?).

Beweis. Taylorentwicklung ist moglich, da x(«), A®(a) € C=(R).
Wir erhalten also:

n+1

X0+ a) Z X( X(n+ )(v) e M Z X( o
—,_/
oo

und somit gilt:

ERVIO) ,
xO0+a) = ZX ,<O)oﬁ

1=0
2 (i)
X' (0)
= 1 0 1 i
a0+ +; g
= 1+0(a?)
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Mit denselben Uberlegungen erhalten wir:

= ADD(0)

Ad(a) = Z Tai
i=0
o? o? = ADD(0) |
= ak+O0(a?).
L]

Satz und Definition 4.19. (Basisgleichung des FORE-Algorithmus)
Ausgehend von Gleichung (4.61) kénnen wir zeigen, dass gilt:

. . ko

po(w, k,2,0) =~ pa(w, k, z — — 0). (4.62)

-~

::ﬁreb(kavzf%é)

Diese Gleichung heiffit Fourier-Rebinning-Approximation.

Beweis. Ausgangsgleichung ist Gleichung (4.61). Setzen wir nun dort, wie in Satz 4.18
gezeigt, x(a) =1+ O(a?) und A®(a) = ka + O(a?) so folgt:

N—— ~
=1+0(a?) =e~iwrw(14+0(a?))

R
ﬁg(W, k,wz, 5) — e*'ika ein(a:") (27_[_)71/2 /ﬁreb(mm k,wz) \efixr(w(lJrO(aZ))z dil’)r
-R

= e %14 0(a?)) [ﬁreb(u), k,w,)(1+ O(Oz2))}
= e " (W, k,w.) + 0(®) + O(a?) + O(a®)

= e_iko‘ﬁreb(w, k,w,)+ O(aQ).

Damit erhalten wir:

. 0wz

Pa(w, k,z,6) = (27)1/2/ [eﬂk  Prep(w, kyw,) + O(a?)| 7% dw,

R
N <27r)_1/2 /ﬁ'f‘eb(w, k’ wz)ein(z_%) dwz + O(QQ)(QW)_l/Q / eiwzz dwz
® R
ko
~ Are 7]{37 - —).
Drev(w, k, 2 5 )
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Diese Basisgleichung bringt die 2D FT eines schrigen Sinogramms (z, §) mit der 2D FT
des geraden Sinogramms einer Ebene - axial geshiftet durch einen frequenzabhéngigen
Ausgleich Az = —%‘S - in Verbindung.

Im Gegensatz zum exakten Rebininng, basierend auf der Basisgleichung des FOREX-
Algorithmus (4.50), benotigt Fourier-Rebinning keine FT bzgl. z. Dies fithrt zu einer
beachtlichen Vereinfachung der Implementierung und zwar nicht nur wegen der kleine-
ren Anzahl an FFT’s, sondern eher wegen der Daten, die nicht langer fiir alle Werte von
z bekannt sein miissen. Somit bendtigen wir also keine Schétzung der abgeschnittenen
Daten, was wiederum den Aufwand der Implementierung stark reduziert.

Schatzung der Genauigkeit von Fourier-Rebinning

Entwickeln wir bis zum Term a? so kommen wir auf folgendes Ergebnis:

Satz 4.20. (Taylorentwicklung bis zum Term o?)
Fiir x(a) und A®(a) wie in Satz 4.18 gilt:

x(a) =1+ %2 + O(a), A®(a) = ka + O(a?).

Beweis.

=0
a? ol ot x@(0)
~ 1 T i
ta 04 o 14 0-3, z; i
2
= 1+ —+0(a?

Fiir den zweiten Term konnen wir dieselbe Rechnung wie im Beweis von Satz 4.18
durchfiithren und erhalten die Behauptung.
O

Satz 4.21. Ausgehend von Gleichung (4.61) kénnen wir des Weiteren zeigen, dass gilt:

ko 6 9 0 . ko
— k’Z__

p2(w>k7275> ~ prab(wy k,Z - w ) - %a_w@preb@‘% W )

(4.63)
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Beweis. Ausgangsgleichung ist auch hier Gleichung (4.61). Setzen wir nun dort, wie in
Satz 4.20 gezeigt, x(a) = 1+ % + O(a*) und Ad(a) = ka + O(a?) so folgt:

2

~ —i(ka « ~ a
p3(w, k, 2,0) = e katO( 3))pmb(w(l + 5 +0(a*), k,w.)
=e—tka1O(ad) ~ ~~ -

—prep(@(1+22) kws)+O0(a)

2
_ €_ilm]5reb(w(1 + %)’ ]{;,wz) + O(as) + O(a4) + O(Oﬂ)

2

_ e=*p, o (w(l + %), k,w,) + 0(a®)

2,2
Taylorentw. um w _jkbwz 0“w? 0

« (ﬁreb(wykywz) + Z_ﬁreb(wakuwz)> +O(OZ3)

2w Ow

Damit erhalten wir:

ﬁ2(w’k?z76) = (27r)_1/2/ﬁreb(wakawz)eiwz@_ﬁf) dtdz
R

%ﬁrab(w, ]i], wz)eiwzz dwz + O(Oég)

k 2 , k
= ﬁreb(w7 k), z = _6) - (27T)_1/25_£ /ﬁreb(wa kawz)elwz(27£)<_wg> dwz

w 2w Ow Z

TV
R 2 iy (z— KO
= 8622 preb(wzkawz)elwz (=)

+0(a?)

ko 5% 0 0? , ko
5 Y= o2 |5 iwz(2— ) )
preb(wv k7 z w ) 2 aw 822 ( 7T) /preb(wv k)wz>e dwz

Q

R

~~

:ﬁﬁ"eb(w7k72_%6)

]

Der zweite Term auf der rechten Seite von Gleichung (4.63) ist eine Korrektur der Basis-
gleichung FORE (4.62) und seine Grofe ist eine Schéatzung der Genauigkeit der Fourier-
Rebinning- Approximation.

Das Verhalten des Korrekturterms bei niedrigen Frequenzen w kann durch die Betrach-
tung der Konsistenzbedingung fiir die 2D Radontransformation verstanden werden.
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Satz 4.22. (Konsistenzbedingung)
Fiir die 2D FT eines Sinogramms (z,0 = 0) gilt:

k
pralw k)0 fiir |w)< ] (4.64)

wobei R der Radius des FOV ist.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes fiihrt zu weit, nachzulesen ist er in: ” P. R. Edholm, R.
M. Lewitt and B. Lindholm, Novel properties of Fourier decomposition of the sinogram,
Int. Workshop on Physics and Engineering of Computerised Multidimensional Imaging
and Processing (SPIE 671), 1986, pp. 8-18.”

]

Die Gleichung (4.64) zeigt, dass fiir grofse Werte von k die Konsistenzbedinung die Daten
zwingt, genau in der niedrig-w-Region, wo die Fourier-Rebinning-Approximation wegen
der % Abhéngigkeit im Korrekturterm von (4.63) ungiiltig wére, Null zu sein.

Drei andere Eigenschaften lassen sich ebenfalls aus Gleichung (4.63) ableiten:

1. Fourier Rebinning ist exakt, wenn f(z,y, z) linear von z abhéngt. In diesem Fall
NN . . . 2 .
ist po(w, k, z,0) auch linear in z und daher verschwindet %preb(w, k,z— %‘S)

2. Der zweite Term auf der rechten Seite von Gleichung (4.63) (=Korrekturterm) ist
proportional zum Quadrat der Ringdifferenz ¢ (6 = tan @). Die Fourier-Rebinning-
Approximation ” bricht daher zusammen”, wenn die axiale Offnung des Scanners
zu grofs wird. In diesem Fall sollte der exakte Rebinning-Algorithmus anstelle der
Fourier-Rebinning-Approximation benutzt werden. (Fiir grofse 6 wird der Korrek-
turterm zu grof und damit ist das Weglassen des Korrekturterms, um die Basis-
gleichung des FORE zu erhalten, nicht mehr gerechtfertigt).

3. Die tatséchliche Berechnung des Korrekturterms (um die Genauigkeit der Rekon-
struktion zu verbessern) ist unpraktikabel, da die zweite Ableitung nach z das
Rauschen sehr verstarken wiirde.

Das Prinzip des Algorithmus

Wie wir in dem Abschnitt ” Fourier-Rebinning-Approximation” gesehen haben, basiert
Fourier-Rebinning auf einer Hochfrequenz-Approximation. Deshalb ist es notig, die ho-
hen und niedrigen Frequenzen getrennt zu behandeln. Dazu unterteilen wir die (w, k)-
Ebene in drei Regionen, die durch die beiden Parameter k;,,, und wy;,,, definiert werden.
In jeder Region wird eine andere Methode zur Schétzung von p,..,(w, k, 2) angewendet.
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Region 1

K. B

lim

Region 3

!
@

lim
Abbildung 4.25: Ein Quadrant der (w, k)-Ebene und seine Unterteilung in drei Unter-
regionen. In Region 1 wird Fourier-Rebinning, in Region 2 die Kon-

sistenzbedingung und in Region 3 SSRB angewendet. Quelle: [14] S.
152.

Region 1: In dieser Hochfrequenzregion werden die rebinnten Daten mit Fourier-Rebinning
geschatzt.
Fiir jedes 9 liefert

ko

Z32(('&)7 k? Z, 5) ~ ﬁreb(w, k, Z — E = ZO)
bzw.
o . ko
preb<wak>20) %pg(w, k,ZO+ 375) (465)
eine unabhéngige Schitzung von pyey(w, k, 20 = 2 — %)

Lage kein Rauschen vor, dann wéren alle diese Schitzungen gleich (bis auf die Ge-
nauigkeit der Fourier-Rebinning-Approximation). Da die Daten jedoch verrauscht
sind, mitteln wir wieder iiber alle Schiatzungen, um die SNR zu verbessern. Die
rebinnten Daten werden also wie folgt berechnet:

01

1 ko
Dreb(W, K, 20) = ———— [ Pa2(w, k, —,0)dé, 4.66
e o) = 5 [ dnlerkoz+ 20 (4.66)
0
fir | £ |< R und (| k |> kym oder | w [> wyin). Es gilt weiter (siche Gleichung
(4.44)):
L D) ko 2) L
24+ |8|Rp<z=2+—<—=—|8|Rp
2 w 2
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Region 3:
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und somit folgt:

L

1) —TDw—zowgk(S—|5|RDw:5(k‘—RDw)
<0
Lp
(—+z0)w
S< 2 T/
= - RDw—k ’
L
2) zow—i—kégTDw—]é]RDw
Lp
= 0(k+ Rpw) < | — — 2 |w
N 2
>0
(5 ~ 2
= §< 2 0
k:+RDw
Damit erhalten wir fiir d;:
Lp _ Lp
01 (w, k, 2o) :min{R2 +ZIS, R2 +Zko, 5max}, (4.67)
p+ ILip—

wobei Rp der Radius des Detektors und 6,,,, die grofte Ringdifferenz (0,4, < 2%;)
ist.

Es erscheinen auch nur positive Werte von ¢ in Gleichung (4.66), da das Sino-
gramm mit negativem & bei der Berechnung der 2D FT, siehe Lemma 4.12 a),
miteinbezogen wurde.

In dieser Hochfrequenzregion ist die Konsistenzbedingung nicht erfiillt und daher
gilt:

k
Drev(w, k,2) =0 fir | " |> Rund (| k |> kiim oder | w |> wyim,) -

In der Niedrigfrequenzregion ist Fourier-Rebinning nicht anwendbar. Deshalb wer-
den wir in dieser Region die Rebinningdaten nur unter Zuhilfenahme der schragen
Sinogramme mit einem kleinen d-Wert, 6 < 0, geschétzt.

Wegen der kleinen Werte von ¢ kann der axiale Shift vernachléssigt werden und
daher gilt:

62
ﬁreb(wyka Z) = 5 ( )/ﬁ2(w7k7275> dé fUT | k |§ klzmund |w |§ Wiim s
2\ %
0
(4.68)
wobei gilt:
Lp (L_D_ | 2 |)
< —=—14 <2z -7
Bl<2-10lRy > o=
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N
= 52(2) =mm<{ ——, 5lim . (469)

Gleichung (4.68) beruht auf der SSRB-Approximation (SSRB=Single-Slice-
Rebinning). Setzen wir in Gleichung (4.61) a = 0, so erhalten wir:

ﬁ?)(wa k7 Wz, 5) = ﬁreb(w; k?, wz) + O(OZ)
und wenn wir die 3D inverse F'T in Hinsicht auf w, £ und w, berechnen folgt:

(s, &, 2,0) = prep(Tr, @, 2). (4.70)

und diese Gleichung (4.70) heisst nun SSRB-Approximation.

Wir miissen d;;,,, klein genug wéhlen, um die systematischen Fehler, die auf den
Gebrauch der SSRB-Approximation zuriickzufiihren sind, zu minimieren. Ublicher-
weise wahlt man dasselbe ¢, wie dieses, welches die Datenteilmenge definiert, die
gewohnlich zur Schitzung der abgeschnittenen Daten im 3DRP-Algorithmus be-
nutzt wird.

Der Algorithmus héngt also von den drei Parametern wy,,, ki, und 6, ab. Diese
Parameter miissen so gewahlt werden, dass sie einen guten Kompromiss zwischen dem
systematischem Fehler (Genauigkeit) und dem statistischer Fehler (Rauschen) liefern.
Die Moglichkeit eine Menge von Parametern zu finden, die eine Bildqualitat liefern, die
vergleichbar mit der ist, die beim 3DRP-Algorithmus erzielt wurde, héngt von den zwei
folgenden Beobachtungen ab, die auf einer groffen Anzahl von Simulationen basieren:

1. Obwohl die Fourier-Rebinning-Approximation im Prinzip eine asymptotische Be-
ziehung ist, die nur bei hohen Frequenzen giiltig ist, stellte es sich heraus, dass
diese Approximation sogar iiberraschenderweise gute Ergebnisse bei sehr niedri-
gen Frequenzen fiir gewisse PET-Scanner-Geometrien hervorbringt.

2. Die Tatsache, dass die Niedrigfrequenzkomponenten in Region 3 unter Verwendung
einer kleinen Teilmenge aller verfiigharer Daten (§ < dy;,,) berechnet werden hat
nur einen kleinen Einfluf auf die SNR. Dies liegt daran, dass Rauschen in einer to-
mographischen Rekonstruktion hauptséachlich aus Hochfrequenzverstarkung durch
den Ramp-Filter entsteht.

Deshalb sollten kleine Werte von wy;,, und ki, gewahlt werden. Mit Scannern wie dem
ECAT EXACT HR wurden gute Rekonstruktionen mit kj;,, = 2 und wy;,, = 2 A w
(Aw= Frequenzsampling) erzielt. Jedoch gibt es keine systematische Optimierung der
drei Parameter wy;,, ki und 0, und allgemeiner gesprochen, der Aufteilung der (w, k)-
Ebene.

Algorithmus

Eine Diskretisierung des J-Integrals (4.66) mit einer Standardquadratur wiirde dazu
fithren, dass nicht jedes schrage Sinogramm unabhéngig bearbeitet werden kann. Deshalb
folgen wir bei der Implementierung von FORE dem unten angegebenen Ansatz:
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1. Initialisiere eine Menge rebinnter, 2D, fouriertransformierter Sinogramme:
ﬁreb(wa k: ZO) = 0.

2. Betrachte der Reihe nach jedes Paar schriger Sinogramme (z,d) und (z, —9):
a) Wenn nétig, fiille in x, auf und interpoliere in ¢, um geeignete Dimensionen
N, und Nj zu erhalten (Erklirung dazu siehe unten).

b) Berechne die 2D FT (bzw. 2D FFT) bzgl. z, und ¢:

™

R
ﬁz(w, k«‘72,5) Lemma:4.12 a) (27r)_1 /e—ik¢/e—iwxrp($r’¢7z75)
—R

0

+ (=1)*e™* p(x,, ¢, 2, —6) dx, dé.

c) Fiir jedes Paar (w,k) in Region 1 berechne z = zy + * und man benutze
lineare Interpolation zwischen den 2 am néchsten gelegenen Ebenen, um den
Wert von py.ep(w, k, 29) zu erhdhen:

Fiir z; < 2z < 25 folgt somit:

Po(w, k, 29,0) (2 — 21) + po(w, k, 21,0) (22 — 2)

ﬁreb(wa k; ZO) - pATeb(wy k: ZO) +
Zo — 21

d) Wenn § < 0y, dann betrachtet man jedes Paar (w,k) in Region 3 und
berechnet:

ﬁreb(wa ka ZO) = ﬁreb(wa ka ZO) + ﬁQ(W7 k? 205 6)

3. Normiere die rebinnten Daten p,.,. Der Normierungsfaktor wird bestimmt, indem
wir 2¢) - 2d) auf die Einheitsdaten ps(w, k, z,9) = 1 anwenden.

4. Berechne die inverse 2D FT (bzw. FFT) von p,e(w, k, 29) um eine Menge rebinnter
Sinogramme p,.c(x,., ¢, z0) zu erhalten:

Drev(Try &, 20) = (2#)_1/@65(@,]@ 20)e™r et dk dw.

R2

5. Rekonstruiere jede Ebene separat und unabhéngig voneinander unter Verwendung
irgendeines beliebigen 2D Rekonstruktionsalgorithmus.

6. Stapele die rekonstruierten Ebenen, um ein Volumenbild zu erhalten.
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Erklarung zu 2a):

Die diskrete 2D FT py(w, k, 2, 0) wird durch Gruppierung von Paaren schriager Sinogram-
me mit entgegengesetzten 6-Werten, Lemma 4.12 a), berechnet. Jede schrige Sinogramm-
Matrix hat NV, radiale Werte und N, Winkelwerte mit
Ng

N¢ — W,
wobei Ny die Anzahl der Detektorringe und 2™ der Mashing-Faktor ist (Integerwert,
durch den die Samplingrate in ¢-Richtung reduziert wird).
Der FFT-Algorithmus ist nur dann effizient, wenn die Dimensionen N, und Ny Zwei-
erpotenzen entsprechen oder zumindest einem Produkt einer Zweierpotenz mit einem
kleinen Faktor (< 10) entsprechen.
Wenn N, dieser Einschrénkung nicht geniigt, dann kann die Sinogramm-Matrix mit
Nullen aufgefiillt werden, um ein gréferes Feld mit einer Dimension N, zu erhalten, die
einer Zweierpotenz am nachsten an N, entspricht.
Leider ist das Auffiillen von Nullen (”Zero Padding”) nicht in der ¢-Richtung mog-
lich, da das Sinogramm periodisch in ¢ ist und die Transformation eine Fourier-Reihe
ist. Um dieses Problem zu 16sen, interpolieren wir linear in ¢, um ein Sinogramm mit
einer Dimension N} zu erzielen, die gleich der am néchstgelegenen Zweierpotenz groker
als N, ist.

4.6.3 FORE-J

Im Folgenden halten wir uns an [16].

In diesem Abschnitt leiten wir den exakten Rebinning-Algorithmus FORE-J unter Zu-
hilfenahme der Gleichung von John her.

Wir betrachten dieselbe zylindrische Geometrie und dieselbe Darstellung des Linienin-
tegrals wie in den beiden Abschnitten zuvor. Ebenso ist f € S(R?), supp f C Zylinder
mit Radius R und g € S(T*). Dabei gilt auch hier:

L L
T4:{($T7¢7Z76)7|xT’<R7OS¢<ﬂ-7|Z‘§_D_‘5‘RD7‘5‘S_D}
2 2Rp

und des Weiteren wurde g fiir alle (z,, ¥, ¢,d) € T* gemessen und kann somit als bekannt
vorausgesetz werden.
Wir haben also wiederum die Darstellung der 3D Rontgentransformation in der Form:

p(z,, ¢, 2,0) = /f(xr cos ¢ — tsin ¢, x, sin ¢ + t cos ¢, z + o) dt. (4.71)
R

Die 2D Radontransformation in Schichten senkrecht zur z-Achse impliziert auch hier
0 = 0 und es gilt:
preb(£ra¢72> = p(xr7¢7270>7 (472)

Wobeihier]:nr]<R,O§¢<7rund—LTD§z§LTDist.
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Satz 4.23. (Konsistenzbedingungen)
Fiir die oben definierten Daten gilt:

a) Prev(Tr, @, 2) = Prep(—Tp, ¢ + T, 2) VO<op<m
& e ha(w, k, 2) = Prap(—w, k, 2) VkeZ, weR.

b) Da das x,.-Integral von pep(x,, ¢, z) unabhingig von ¢ ist gilt:
Prev(w = 0,k, 2) / / Prev(Ty, &, 2)e" 0 da, e dgp = 0 fiirk # 0.
Beweis. a) " =" Sei prey(Ty, ¢, 2) = Prep(—2y, ¢ + 7, 2), dann folgt:

e prap(w, kb, 2) = (2#)_1//preb(xr,gb, 2)e RO g e 7w .
Substituieren wir z, = —&, und ¢ = ¢ + 7 so erhalten wir mit Hilfe der Voraussetzung
e prep(w, b, 2) = (2m)7* //Wpreb(a:r, ¢, 2)e * e dg du,.,

R —n

und wenn wir nun nocheinmal x,, = —, setzen so folgt:

Zkﬂﬁreb(wv ka 2) = (27T)_1 //preb(_l'r, Qb, Z)e_ikd)t?_i(_w)(_mr) dgb dl’r
R

= ﬁreb<_w7 k? Z)

" <" Es sei e* p,op(w, k, 2) = Prep(—w, k, 2) . Das ist dquivalent mit:

2m
(ZW)_l//eik“]ﬁTeb(w,k, 2)e*® dk e duw
R 0

- (27T)_1 / /ﬁreb<_w7 k:, Z>€Zk¢ dk ei(_w)(_xr) dw

= preb(xT7¢+7Ta Z) :preb(_xra¢7 Z)

b)
2
Prev(w =0,k,2) = (2m) ! / /preb(xr, b, 2)e 0% dy,. e dp = 0 kE#0
0 R
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Der konstante Term folgt aus den Konsistenzbedingungen von Helgason-Ludwig (Satz
2.28) und da die e-Funktion 27-periodisch ist, wird das Integral insgesamt Null.
m

Satz und Definition 4.24. (John’s Gleichung)
Sei p die 3D Rontgentransformation wie in (4.71), dann gilt:
p gentigt der partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung:

aQP(xT7¢7275> + 82p(x7'7¢7275) 582p(x7"7¢7'27 6)

9200 o960z, 7 522 =0.

Diese Gleichung heifit John’s Gleichung.

Beweis. Da wir Differentation und Integration vertauschen konnen folgt:

0? 0?
(828¢+6x,,85+$r )/f (,cos ¢ — tsin @, x,.sin ¢ + t cos ¢, z + td) dt

. *f . 2
= / {(—xr sin ¢ — t cos ¢) D26m + (z, cos ¢ — tsin @) 9203

R

>’f 0% >*f
—|—tcos¢axaz —i—tsmgbayaz +:cT68Z2] dt

_ O *f 0*f
= / [—szm¢azax +wrcos¢a 9y +x 5%} dt
R

dof

Korollar 4.25. (Basisgleichung fiir FORE-J, FOREX und FORE)
Es seien dieselben Voraussetzungen wie in Satz 4.24 gegeben. Dann gilt:

8p2(w k,z,0) N Opa(w, k,2,0) _583132(w,k,z,5)
0z e dwdz2

(4.73)

Insbesondere ist fir eine Schicht zy und fir ein w # 0 :

Opo(w, k, z0+ 8.9) _ 6(9 Po(w, k, zo—l— 8.9)
00 W Owdz2 ’ (4.74)
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Beweis. Es gelte John’s Gleichung. Bilden wir nun die FT bzgl. der ersten beiden Argu-
mente, vernachlissigen die multiplikative Konstante (27)~!, Nutzen die Aditivitit des
Integrals aus und ziehen die unabhéngige Ableitung heraus, so ist John’s Gleichung
daquivalent zu:

//8p $T7¢7Z 6 —1k¢d¢ —iWTr dxr+_//ap xru(b z 5) —u,_;xr dx e—zk¢d¢

J/ J/
-~

Lemma 2.19b) .

emma 2190, (2r.k,2.)

= - ;//pr Ty, b, 2,0)e” " dx,. e R0 dgp.
0

J/

iwp1 (w,6,2.0)

-~

Lemmu. 2.19 a) .
la P1(w,$,2,0)

Damit erhalten wir nun folgende dquivalente Gleichung;:

. 8 N . 6 ~ . agﬁZ(w7k7275)
Zk&]?g(&), k,z0)+ Zwa—épg(w, k,z,8) = —id 92200,

und teilen durch i liefert uns die Gleichung (4.73).

Gleichung (4.74) folgt direkt aus Gleichung (4.73).
[

Aus den beiden Gleichungen aus Korollar 4.25 lassen sich nun die drei Rebinningmetho-

den FORE, FOREX und FORE-J ableiten.

Integration der Gleichung (4.74) von 0 bis §; liefert uns exaktes Rebinning mit in z-
Richtung abgeschnittenen Daten:

Satz 4.26. (Rebinninggleichung)
Es seien die Voraussetzungen wie in Satz 4.24. Dann gilt:

01
. . k 5 Ppo(w, k, 2o+ X6,
preb(w, k, ZD) = pg(w, k, 20 + ;(51, (51) + / — 2( 8w8022 = ) d5 (475)
0
fiir alle 01 € [0, Opmaz(w, k, 20)] mit:
( Lp
2 —2Rp2
L
Rp+ —
5max(wak720) = LD w
o A k _ —2Rpzo
k e < Lp
Rp— —
\ w

Spezialfall: prep(0, k, 29) = p2(0, k, 29, 0).
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Beweis. e Wenn wir Gleichung (4.74) auf beiden Seiten von 0 bis §; integrieren, so
erhalten wir folgende Aquivalenz:

01

o1
aﬁQ(w7k7ZD+k§75) d5 o 583ﬁ2(w7k720+%6,5) d5
[t = [
0 0
01
ko ) aSA ,k, + k_575
& bk + 1 5) ~ palor k20 0) = [ Dol 2o +5,0) 4
w —_— w Owdz?
:f)reb(kavzo) 0

und daraus folgt die Behauptung.

® 0,4 wird dadurch bestimmt, dass alle Frequenzkomponenten im Definitionsbereich
sind, der durch
O<5<L—Dund |z|<2—\5\RD
~ T 2Rp - 2
bestimmt wird.
( Wir haben dieselbe Herleitung wie auf Seite 115 fiir:

ko
z=2z0+—2>0
w

o 0<zb 0oy Mo
2 —_— Z
=0 w 0 2RD(4}
—202RD < E’
LD T w
und fiir:
ko
2=z +—<0
w
k —202RD
& < — .
w LD )

e Die Nullfrequenzkomponenten der Rebinningdaten kann nur von der § = 0 Teil-
menge bestimmt werden, denn fiir

01

w—0 = e — 0 :>/
0

§ Ppa(w, k, 2o + £ 6)

w Ow0z?

dé — 0.

Wie immer erhélt meine eine Verbesserung der SNR, wenn man mittelt:
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Satz 4.27. (Verbessertes Rebinning)
Es seien die Voraussetzung wie in Satz 4.24, dann gilt:

1 [ OémaxﬁQ(W,k,ZO_F%é,é)dé

5m(lx
Smazx 83po (w,k, 20+ %2 .5
ﬁreb(w> k? zO) = + fO <5ma:c B 6)%% dé] ’ w 7& 0
ﬁ2(07072070> ; w=k=0
0 (Gleichung (4.64)) 7 w=0,k#0.

Beweis. Durch Mittelung und anschliefende partielle Integration erhélt man:

5771&.’1)
ittelun 1 N ]’C(S
ﬁTeb(w7 k?’ZO) Mtt:l I 5 / p2(w7kazo + 71751) d51
¥maz ) .
—A
6mam 51
1 683]52(“)7 k>Z0+ k_5’(5)
= 1 -] = = dé do
+5maw / v / w Owoz? !
=Uu 0
—o(51)
t. Int 1 5 e 51 33]52((,0 k Zo—i-k—al 51)
part. Integr. mas s vy w !
- A + 5max [61U(51)]0 B / 61; 86()822 d(Sl
0
1 maz52 83ﬁ2(w,k,20+%6,5)
- A + 6ma:v 5maxv(5ma$) B O B / ; &uazQ d6
0
1 6"““”(5 — 5)8 pa(w, k, 20 + £ 6)
_ A+ / mazx » w? ds.
5max w Owdz?
0

]

Der FORE-J Algorithmus kann direkt auf die abgeschnittenen Daten angewendet werden
(ohne sie vorher zu schétzen), da keine FT in z-Richtung gemacht wird und der Wert
von 0,4, sicherstellt, dass nur wirklich gemessene Daten benutzt werden.

Algorithmus

Die Implementierung des FORE-J Algorithmus folgt der Implementierung des FORE
Algorithmus. Der einzige Unterschied besteht in der Addition des zusétzlichen Termes
(. Ansonsten haben wir dieselbe Einteilung der Frequenzkomponenten w und %k und
betrachten dieselben Regionen 1, 2 und 3 wie beim FORE-Algorithmus. Normalerweise
setzen wir auch hier ki, = 2, wym = 2 Aw und 4, = 2 A z/Rp, wobei Aw das radiale
Frequenzsampling ist.
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1. Initialisiere eine Menge rebinnter, 2D, fouriertransformierter Sinogramme:

ﬁreb(wa ka 20) =0.

2. Betrachte der Reihe nach jedes Paar schréger Sinogramme (z,d) und (z, —0) und
vereinige sie, um ein 27-Sinogramm p(x,, ¢, z,d) zu bilden.:

a)

b)

)

Wenn nétig, fiille in x, auf und interpoliere in ¢, um Matrixdimensionen zu
erhalten, die einer Zweierpotenz entsprechen.

Berechne die 2D FT (bzw. 2D FFT) bzgl. x, und ¢:

™

R
ﬁg(w, /{J,Z,(S) Lemma:4.12 a) (271')_1 /e—ik¢> / e‘iwmfp(xT, ¢,Z,5)
"R

0

+ (=D)*e™  p(x,, ¢, 2, —0) dz, d.

Berechne den Term Q(w, k, z,0) wie folgt:

Qw, k,z,0) = —ié Omaz(w, k, 2z — —ké) -0
w w
——

=:20

2w
2
(27r)—1//€—iwxr€—ik¢xr8p(xﬁ(b”z?(s) d¢de
R O

022

mit §,,4, Wie in Satz 4.26 und approximiere Pperd:29) qupch;

0z2
a2p(x7“7¢7 275) ~ p(xr,qﬁ,z + A'Z?(S) +p($7«, ¢7Z - A'Z?(S) - 2p('r7’7 ¢7Z75)
022 Az2 ’

wobei Az dem axialen Sinogramm-Sampling entspricht.

Fiir jedes Paar (w, k) in Region 1 berechne z = z + % und man benutze
lineare Interpolation zwischen den 2 am néachsten gelegenen Ebenen, um den
Wert von py.ep(w, k, 29) zu erhdhen:

Fiir z; < z < z, folgt somit:

Drev(w, k,20) = Drev(w, k, 20) + {[P2(w, k, 22,0) + Q(w, k, 22, 0)] (z — 21)
+ [ﬁQ(W, ka 21, 5) + Q(w7 ka 21, 6)] (22 - Z)} /(22 - Zl)'

Wenn ¢ < §j,, dann betrachtet man jedes Paar (w,k) in Region 3 und
berechnet:

ﬁreb(wa ka ZO) = ﬁreb(wa kv ZO) + ﬁZ(wv k» 20, 5)
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1

3. Normiere die rebinnten Daten. Der Normierungsfaktor ist der Faktor Sl

aus Satz 4.26.

Da eine diskrete Implementierung jedoch auch die Effekte der Interpolation in
Schritt 2d) beriicksichtigen muss, benutzt man lieber einen genaueren Normie-
rungsfaktor, der sich durch die Anwendung der Rebinningprozedur (Schritt 2d)-
2¢)) auf die Einheitsdaten po(w, k, z,d) und Q(w, k, z,9) = 0 ergibt.

4. Berechne die inverse 2D FT (bzw. 2D FFT) von pe(w, k, 29) um fiir jede tran-
saxiale Ebene zy ein rebinntes Sinogramm p,.e (., ¢, 29) zu erhalten:

preb<xr7 ¢7 ZO) = (2’”)71 /ﬁreb(w7 ka ZO)eiwxreik(b dk dw.

RZ

5. Rekonstruiere jede Ebene separat und unabhéngig voneinander unter Verwendung
irgendeines beliebigen 2D Rekonstruktionsalgorithmus.

6. Stapele die rekonstruierten Ebenen, um ein Volumenbild zu erhalten.

4.6.4 Zusammenhang zwischen FORE, FOREX und FORE-J

Fiir alle drei Algorithmen kann Gleichung (4.73) bzw. (4.74) als Ausgangsgleichung
angesehen werden:

FORE-J: e Integration der Gleichung (4.74) von 0 bis §; tiber §
e Mittelung
= FORE-J
FORE: e Wihle 4 klein genug
= Rechte Seite von Gleichung (4.74) wird durch Null approximiert
e Integration dieser neuen Gleichung (rechte Seite ist Null) von 0 bis ¢; tiber §
und daraus folgt:
. . kd
preb(wak7Z0) %p2(w7 k7Z0+71a51) w#o
e Mittelung:
Jmaz
1 )
ﬁreb(w7k7 z(]) ~ / ﬁ2(w7k7 20+_75) dd
5mam w
0
FOREX: e Annahme, dass die Daten komplett sind oder durch Vorwértsprojektion be-

kannt sind
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e F'T von Gleichung (4.73) bzgl. z (beachte Lemma 2.19 b) ):

= _szﬁg(w7 k7wz7 5) + Zw8p3(w7 k’,CUz, 5) _ ng(sapg(w, k” Wy, 5)
N 00 Ow .

~
Hauptteil der Dgl.

(4.76)

e Losen der Differentialgleichung:

_wO
p3(w, k,w,,0) = e \/uﬂ + 0%w2, k,w, w>0

2, 2
)preb(wv 14+ —= 5 s Jkyw,),

=
pa(w, k,w,,8) = ¢ \/w2 + 02wk, w, w<0

e—zk arctan(

und

62 2
_ e—zkarctan( )preb( 1 + %7 k? WZ)’

wobei das Losen der Differentialgleichung und U im folgenden Lemma 4.28,
Satz 4.29 und Korollar 4.30 erklért werden.

e Mittelung
= FOREX

Um also die obige Differentialgleichung zu 16sen, benotigen wir noch ein paar Zusatzin-
formationen:
Fiir jedes feste Paar (k,w, # 0) sind die charakteristischen Kurven dieser partiellen Dif-
ferentialgleichung 1. Ordnung (4.76) konzentrische Ellipsen w? + §*w? = w? in der (w, k)
Ebene und zwar fiir alle wy € (0,00). Wenn wir einen festen Wert wy betrachten und
die Position entlang der entsprechenden Ellipse parametrisieren, so konnen wir die par-
tielle Differentialgleichung in eine gewthnliche Differentialgleichung iiberfithren, von der
man die exakte Losung kennt. Riicksubstitution liefert dann die Losung der partiellen
Differentialgleichung.
Lemma 4.28. Es seien k, w, # 0 fiziert, wy € (0,00) fest, g die 3D Rontgentransfor-
mation. Weiterhin seien:

w:=w(t) :=wgcost, 0§:=9(t):= 0 sint t €[0,2m),

Wy

dann gilt: Gleichung (4.76) kann geschrieben werden als:

d

Ep?)( ()7k7w275(t)) = _ikﬁ?)(w(t)vkawza(s(t))' (477)
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Beweis. Gleichung (4.77) ist dquivalent zu:

(—u)() sin t) apg(W(t), k’ We 5(t)) + (ﬂ cOS t) 8pg(bd(t), kv Wz, 5(t))
—— Oow W, 96
=—0(t)wz ——

= —ikps(w(t), k,w:,6(t)),

und wenn wir nun diese Gleichung auf beiden Seiten mit ‘w, durchmultiplizieren, so
erhalten wir Gleichung (4.76) als dquivalente Gleichung.

O
Satz 4.29. Die Lisung von Gleichung (4.77) ist:
pa(w(t), k,w,,0(t)) = e MU (wy, k,w.),
wobei U(wy, k, w.) = Prep(wo, k,w.) = e * P, (—wo, k, w.) ist.
Beweis.
d , ,
— | e U(wo, k,w.) | = —ike * U (wo, k, w.).
dt ———
unabh. von z
An sich kann U eine beliebige glatte Funktion fiir wy > 0 sein.
Spezifiziert wird U jedoch durch das AWP:
]53((,()(0),]{?,(,02,(5(0)) = ]53((,{)0,]5,&)2,0)
—_—
:ﬁreb(w07k7wz)
= U(wo, k,w,).
Es folgt daher:
U(wo, k,w) = Prev(wo, k, w.)
Satzi23 “ e_ikwﬁreb(_wm ka wz) fUT‘ wo > O
O

Korollar 4.30. Die allgemeine Lisung von Gleichung (4.76) lautet:

efikarctan(‘s:’]z)U( /W2 + (52(4()37 k7wz) , w > 0

Da(w, b, w:,0) = q gibmikarctan(S) (210202 kw,) 5 w<0
——
-

wobei U(wo, k,w,) = prev(wo, k,w,) eine glatte Funktion ist.
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Beweis. Riicksubstitution ergibt:

) 1 sint Ow,
— = = arctan =t

w  w,cost

w
und ,
Vw? + 62w? = (Wi cos® t + w—g sin? tw?) 12 = | w2 “20 .
wZ
Aus Satz 4.29, t und wy wie gerade gezeigt, folgt dann die Behauptung. m

4.7 Vergleich der Algorithmen dieses Kapitels

Die nun folgende Diskussion orientiert sich an den Ideen und Ergebnissen aus den Pa-
pern [14], [15], [16] und [41].

Der Ubergang vom 2D zum 3D Erwerb fiihrt uns zu einer wesentlichen Verbesserung der
Scanner-Sensitivitat. Die ist auf die wachsende Anzahl der gemessenen LOR’s zuriick-
zufiihren.

Gewohnlich werden die 3D-Daten unter Verwendung des 3DRP, eine 3D gefilterte Riick-
projektionsmethode, die man durch Diskretisierung einer analytischen Rekonstruktions-
formel erzielt, rekonstruiert. Wegen der beachtlichen Anzahl an LOR’s im 3D-Modus ist
es auch nicht weiter verwunderlich, dass der 3DRP viel mehr Zeit benoétigt als die 2D
FBP. Ein weiterer Grund fiir die wachsende Komplexitét ist der, dass die Rekonstrukti-
on des 3D Bildes nicht in die Rekonstruktion einer Menge unabhingiger Ebenen zerlegt
werden kann.

Da die Rekonstruktion der 3D PET-Daten eine, was die Rechenzeit angeht, intensi-
ve Aufgabe ist, kann gerade dies die klinische Anwendung in speziellen Bereichen, wie
z.B. der dynamischen Ganzkorperstudie, beschranken. Dabei werden nédmlich mehrere
Scans desselben Patienten benotigt und abhéngig von der verfiigharen Hardware, dem
Studientyp und dem Patientendurchsatz kann die Rechenzeit fiir eine akzeptable klini-
sche Anwendung einfach zu hoch sein. Dies motiviert zu weiterfiihrender Forschung, um
schnellere Rekonstruktionsalgorithmen zu erzielen.

Die bisher schnellsten Methoden basieren auf Rebinning. Dies bedeutet, dass die redun-
danten 3D Daten in einen Stapel unabhéngiger 2D Datenmengen (Sinogramme) sortiert
werden, welche unter Verwendung der 2D FBP oder 2D iterativen Algorithmen rekon-
struiert werden konnen.

Eine praktische Rebinningmethode ist FORE. Die Genauigkeit von FORE sinkt mit
zunehmendem Wert des Winkels 6. (Erkldrung siehe Seite 113). Trotzdem wird dieser
Algorithmus routineméfig von mehreren Gruppen angewendet und es konnte gezeigt
werden, dass er hinreichend genau fiir die meisten klinischen Studien mit Multi-Ring-
Scannern ist, die einen Offnungswinkel von ungefahr 6,,,, ~ 15° nicht iiberschreiten.
Zusatzlich zu seinem approximativen Charakter gibt eine zweite Einschrankung von FO-
RE, namlich diese, dass er statistische Eigenschaften der Daten modifiziert: Im Gegen-
satz zu den gemessenen 3D-Daten sind die rebinnten Sinogramme nicht als unabhéngige
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Poisson-Variablen verteilt und deshalb sollten sie im Prinzip nicht unter Verwendung
eines standardméfigen statistischen Algorithmus, so wie z. B. OSEM aus Kapitel 5,
rekonstruiert werden. (Erstaunlicherweise ist OSEM jedoch ein sehr robuster Algorith-
mus, der mit guten Resultaten auf die 2D-Daten, rebinnt mit FORE, angewendet werden
kann).

Wegen dieser zwei Einschrankungen - approximativer Charakter und komplexer Wirkung
auf die Datenstatistik - ist es wahrscheinlich, dass 3D iterative Algorithmen (N#heres
dazu finden wir im néchsten Kapitel) FORE bzw. die Rebinningalgorithmen tiberhaupt
ersetzen werden (Rebinning, ob approximativ oder genau hat immer eine komplexe Wir-
kung auf die Datenstatistik), zumindest wenn die verfiighare Rechenleistung schneller
wachst als die Anzahl der LOR’s, die von den Scannern erworben werden. Jedoch solan-
ge sich OSEM noch in der Erprobung der klinischen Routine befindet (siehe Ausblick
S. 181) sind die Rebinningmethoden, gerade wegen ihrer Schnelligkeit, fiir Scanner wie
dem ECAT HRRT von Vorteil. Dieser erwirbt Datenmengen, die noch zu grof fiir eine
routineméfige Anwendung der 3D iterativen Algorithmen sind. Jedoch iibersteigt der
Offnungswinkel 20°, was die axiale Auflosung bei der Verwendung von FORE erniedrigen
kann. (Dies wurde mit Phantom-Studien auf dem ECAT HRRT demonstriert).

Diese Beobachtungen regten dazu an, den Vorteil der Anwendung eines exakten Re-
binningalgorithmus, FORE-J, auf dem HRRT zu untersuchen. (Eine Darstellung der
Ergebnisse dieser Untersuchung finden wir unter dem Punkt ” Genauigkeit mit gemesse-
nen Daten”). Dieser Algorithmus ist exakt wie FOREX, kann jedoch im Gegensatz zu
FOREX direkt auf die axial abgeschnittenen Daten angewendet werden. Er vermeidet
also den Vorwartsprojektionsschritt, der bei der 3DRP und FOREX benétigt wird.
FORE-J basiert auf der Eigenschaft, dass die 3D Rontgentransformation einer Funktion
die Losung einer Differentialgleichung 2. Ordnung sein muss, die zuerst von John stu-
diert wurde. Vom praktischen Gesichtspunkt ist FORE-J einfach zu implementieren, da
er dieselbe Struktur wie FORE hat. Der einzige Unterschied ist eine kleine Korrektur,
die vor dem Rebinning zu jedem schriagen Sinogramm dazuaddiert wird. Die Berechnung
dieser Korrektur ist numerisch gesehen schnell, beinhaltet jedoch eine 2. Ableitung der
Daten bzgl. der axialen Variablen z, eine Grofe, die empfindlich fiir Rauschen ist.

Im Folgenden wollen wir nun die 3DRP, FORE, FOREX und FORE-J bzgl. Rekonstruk-
tionszeit, Rauschen und Genauigkeit miteinander vergleichen:

Rekonstruktionszeiten

Wir betrachten einen zylindrischen Multi-Ring-Scanner mit den Parametern, die in Ta-
belle 4.1 dargestellt werden.

Die Daten werden simuliert, in dem wir analytisch die Linienintegrale {iber die mathe-
matischen Phantome berechnen. Wir nehmen weiterhin an, dass die Daten bzgl. Detek-
torsensitivitat, Streuung und Dampfung vorkorrigiert wurden und dass die Reihen mit
konstantem Winkel ¢ in jedem Sinogramm Mengen paralleler LOR’s entsprechen.
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Ringe 36 Detektorabstand Az = 8mm
Ebenen 71 Ebenenabstand Nz/2 =4mm
Ringradius Rp = 256 mm  Offnungswinkel Ormaz = 29°
Winkelmessungen 128 Radius FOV R =124mm
Radialmessungen 128 radiales Sampling Az, =2mm
Ebenengrofe 128 x 128 Voxelgrofse Ax = Ay =2mm

Tabelle 4.1: Quelle: [16], Tabelle 1, S. 1059.

Die Algorithmen werden fiir eine ” UltraSparc Workstation (170 MHz)” mit 128 Mbyte
Speicherplatz implementiert und den Ergebnissen aus [16] folgend erhalten wir:

Die Zeit, um die Daten zu rebinnen betréigt 148s fiir FORE-J, 59 s, fiir FORE und 567s
fiir FOREX. Nach 27s, die benétigt werden, um die Menge von 71 Ebenen mit FBP zu
rekonstruieren, erhalten wir das Verhéltnis der Rekonstruktionszeiten von:

FOREX 567+27_@N34
FORE —J — 1484+27 175 7
FORE—-J 148+27_175N2O

FORE 59 +27 86

Zum Vergleich: Die gesamte Zeit fiir den 3DRP ist 5600 s.

Wir sollten jedoch beachten, dass eine schnellere Implementierung dieses Algorithmus
vorgeschlagen wurde und in dem Paper von ” M. L. Egger, C. Joseph, C. Morel, Incremen-
tal beamwise backprojection using geometrical symmetries for 3D PET reconstruction
in a cylindrical scanner geometry, Phys. Med. Biol. Volume 43, 1998, pp. 3009-24 " nach-
zulesen ist.

Rauschen

Das Hauptziel der 3D PET besteht darin, die SNR zu verbessern, indem eine redundan-
te Menge der 3D Rontgentransformation gemessen wird. Deshalb sollte ein praktikabler
Rebinningalgorithmus nicht nur genau sein, sondern er sollte auch die redundanten Da-
ten verwerten, um so gut wie es geht die Varianz im rekonstruierten Bild zu reduzieren.

Leider handelt es sich bei den folgenden Abbildungen um unterschiedliche verrauschte
Datenmengen, so dass ein direkter Vergleich nur bedingt moglich ist.
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Aus Abbildung 4.26 kénnen wir die Standardabweichung in der Rekonstruktion eines
gleichméfigen Zylinders, simuliert mit einem 32-Ring-Scanner mit groker Offnung, able-
sen. (Je kleiner die Standardabweichung, umso grofer ist die SNR). Wahrend die Stan-
dardabweichung, die mit den beiden Algorithmen FORE und 3DRP rekonstruiert wird,
in den zentralen Ebenen des Scanners fast identisch ist, wéchst die Standardabweichung
der FORE Rekonstruktion in den dukeren Ebenen (in Ubereinstimmung mit dem un-
gleichméfigen axialen Sensitivitatsprofil des Volumenscanners). Diese Eigenschaft von
FORE wird auch bei dem SSRB-Algorithmus beobachtet. Im Gegensatz dazu resultiert
der 3DRP-Algorithmus in einer fast gleichméfigen Standardabweichung iiber das ge-
samte axiale FOV.

fa
=

-2
=
-

f S R — =

% Standardabweichung

[y L]
= o=
T IT [T T T T LIILC P37

10 20 30 40 50 60
Ebene

Abbildung 4.26: Rauscheigenschaften des 3DRP und des FORE Algorithmus fiir einen
gleichméafigen 20 cm Zylinder mit grofer Scanneroffnung. Die relative
Standardabweichung in einer Region (kreisformig), die von Interesse

ist, wird dabei auf der y-Achse abgetragen, der Ebenenindex auf der
x-Achse. Quelle: [14], Figur 10, S. 157.
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Abbildung 4.27: Relative Standardabweichung bei der Rekonstruktion simulierter ver-
rauschter Daten eines gleichméfigen Zylinders als Funktion der axialen
Koordinate z (Ebenenindex). Die Kurven von FORE und FORE-J sind
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fast identisch. Quelle: [16], Figure 8, S. 1061.
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Bei den verrauschten Daten aus Abbildung 4.27 handelt es sich um die simulierten Daten
eines gleichméfigen Zylinders (r = 120 mm, Scanner aus Tabelle 4.1), auf die wir Zufalls-
Poisson-Rauschen addiert haben, welches 100 Millionen Koinzidenzen entspricht. Wir
schiatzen dann die Varianz der Rekonstruktionen, indem wir in jeder transaxialen Ebene
die Varianz der Voxel, die in einem Gebiet von r = 100 mm enthalten sind, berechnen.
Die Resultate bestétigen, dass die SNR von FORE und FORE-J fast identisch sind und
FOREX eine etwas hohere SNR in den aufteren Ebenen liefert.

Genauigkeit mit simulierten, rauschfreien Daten

Wir betrachten ein mathematisches Phantom, das aus einem gleichméfigen Zylinder be-
steht, der ein paar diinne Scheiben mit Kontrasten, die zwischen 0,1 und 0,5 variieren,
enthélt. Die Daten fiir diesen Zylinder werden simuliert und mit verschiedenen Algorith-
men verarbeitet.

| SESRMEIRON weavieREEY

o i o o s i ey

Abbildung 4.28: Transaxiale und axiale Ansicht des mathematischen Phantoms eines
gleichméfiigen Zylinders mit mehreren Niedrigkontrastscheiben. Die
Profile aus den Abbildungen 4.29 und 4.30 wurden entlang der Lini-
en, die in der rechten Abbildung dargestellt sind, gemacht. Quelle: [16],
Figure 6, S. 1059.

Auch hier stammen die Vergleiche aus zwei unterschiedlichen Papern. Es handelt sich
zwar augenscheinlich um dasselbe Phantom, allerdings miissen wir mit zwei Abbildun-
gen Vorlieb nehmen, da nicht alle Algorithmen in einer einzigen Abbildung miteinander
verglichen werden und unterschiedliche Scanner zum Simulieren der Daten benutzt wer-
den.
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Abbildung 4.29: Transaxiale (links) und axiale (rechts) Profile des simulierten Phantoms
aus Abbildung 4.28.
Obere Reihe: Die Profile stammen von der 2D Simulation, die als Re-
ferenz dient.
Mittlere und untere Reihe: Die Differenz (Profil, das von dem ent-
sprechenden Algorithmus erzielt wurde minus Referenzprofil) der Pro-
file in der transaxialen Ebene wird in der mittleren Reihe graphisch
dargestellt, die untere Reihe steht dementsprechend fiir die Differenz in
axialer Richtung. Quelle: [15], Figure 10, S. 663.
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Abbildung 4.30: Transaxiale und axiale Profile des simulierten Phantoms aus Abbildung
4.28. In jeder Reihe sind die Profile mit den vollen Kurven von der 2D
Simulation, die als Referenz diente. Die Profile mit Punkten wurden von
den Bildern genommen, die mit FORE (1. Reihe), FORE-J (2. Reihe)
und FOREX (3. Reihe) rekonstruiert wurden. Quelle: [16], Figure 7, S.

1060.
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Die simulierten, rauschfreien Daten (6,,,, = 25°) fiir das Phantom aus Abbildung 4.28
werden mit FORE, FOREX und 3DRP verarbeitet. (Dabei werden die Algorithmen
auf einer SUN Ultra Sparc 1 Station (170 MHz) mit 128-Mb RAM implementiert und
getestet). Wie wir in Abbildung 4.29 erkennen kénnen, besitzt FORE (durchgezogene
Linie, schwarz) sowohl im axialen wie auch dem transaxialen Bereich die groften Fehler.
FOREX hat eine verbesserte Genauigkeit gegeniiber FORE und ist vergleichbar mit dem
3DRP (gestrichelte Linie, griin).

Bei dem axial geglatteten FOREX werden mit FOREX rebinnte Sinogramme axial mit
einem Drei-Punkt Filter gegléttet. Dieser Filter wird empirisch erstellt, um zumindest
in den zentralen Ebenen des Scanners die Wirkung der axialen, linearen Interpolation
in FORE und 3DRP nachzuahmen. Der axial geglittete FOREX (gestrichelte Linie mit
Dreiecken, blau) liegt sehr nahe bei dem 3DRP, wohingegen der nicht gegléttete FOREX
(gestrichelte Linie mit Punkten, rot) die beste Auflésung hat.

Bei Abbildung 4.30 wurden die simulierten, rauschfreien Daten fiir das Phantom aus
Abbildung 4.28 (Scanner aus Tabelle 4.1) mit den drei Algorithmen FORE, FORE-]
und FOREX rebinnt. Jedes rebinnte Sinogramm wurde dann mit 2D FBP und einem
Ramp-Filter, abgeschnitten bei der Nyquistfrequenz ﬁ rekonstruiert. Transaxiale und
axiale Profile durch die drei rekonstruierten Bilder demonstrieren die verbesserte Genau-
igkeit von FORE-J im Vergleich zu FORE. Einige Diskrepanzen zwischen FORE-J und
FOREX werden ebenfalls im transaxialen Profil beobachtet. Obwohl wir weitere Studi-
en zur Bestéitigung dieses Sachverhaltes benotigten, konnten wir diese kleine Diskrepanz

mit der begrenzten Genauigkeit der Berechnung der 2. Ableitung in ” ()7 erkldren.

Genauigkeit mit gemessenen Daten

Nach der Durchfiihrung eines FDG-Gehirn-Scans mit dem ECAT EXACT HR rekon-
struieren wir die Daten einmal mit dem axialen geglitteten FOREX und einmal mit
3DRP. (Die Algorithmen werden dabei wieder auf SUN Ultra Sparc 1 (170 MHz) mit
128-Mb RAM implementiert). Die Differenz zwischen den zwei Rekonstruktionen ist so
klein, dass sie vom Rauschen nicht zu unterscheiden ist. Beachten sollten wir jedoch die
Tatsache, dass die Unterschiede in den dufieren Ebenen grofer sind.

Die gleichen Beobachtungen kénnen wir beim Vergleich von FOREX und FORE machen.

Im Folgenden wollen wir, wie schon zuvor angekiindigt, den praktischen Nutzen des
Algorithmus FORE-J bewerten. Dazu verwenden wir die Daten, die von dem ECAT
HRRT erzeugt wurden. Dieser Scanner hat folgende Eigenschafen:

e ein axiales FOV von 25,2 cm,
e 104 Detektorringe,
e jeder Ring hat eine oktogonale Geometrie,

e die List-Mode Daten des HRRT werden in Sinogrammen mit 256 radialen Elemen-
ten und 288 Winkelmessungen reorganisiert,
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e das radiale Sinogramm-Samplingintervall betragt 1,22 mm.

Wegen den Verbindungen zwischen den acht Seiten eines oktagonalen Detektors konnen
die Sinogramme nicht in acht diagonalen Streifen, ”” gaps” genannt, gemessen werden.
Um die Menge der Daten, die gespeichert und verarbeitet wird zu reduzieren, wird nor-
malerweise axiales Winkeluntersampeln (Kompression) benutzt. Hier benutzen wir die
aktuelle Sinogramm-Menge, die aus 2209 Sinogrammen (Span =29, Ringdifferenz =67,
325,7 Mbyte) besteht und 88% der LOR-Informationen abdeckt.

Vor der Anwendung von fourierbasiertem Rebinning werden die ” gaps” in jedem Sino-
gramm, mittels linearer Interpolation in Winkelrichtung, aufgefiillt.

Auch hier fithren wir einen FDG-Gehirn-Scan durch und rekonstruieren die Daten so-
wohl mit FORE als auch mit FORE-J (Voxelgrofe: 1,22 mm). Die gesamte Rekonstruk-
tionszeit fiir die zwei Algorithmen betragt 500s fiir FORE bzw. 717s fiir FORE-J. Die
Rekonstruktionen sind sich sehr &hnlich, jedoch weist FORE-J geringe Artefakte auf,
die als horizontale Linien in der koronalen und sagittalen Ebene und als Ringe in der
transaxialen Ebene erscheinen. Diese Artefakte sind mit FORE nicht sichtbar und wir
schreiben sie versuchsweise der Rauschvermehrung bei der Berechnung der 2. Ableitung
im 7 ()—Term” zu.

Bei den geglitteten Bildern, die in der Praxis benutzt werden, sind diese Artefakte kaum
sichtbar. Eine genaue Betrachtung dieser Bilder und ein Vergleich mit einer 3D OSEM-
Rekonstruktion mit 8 Teilmengen, 2 Iterationen und ungefihr 4 Stunden pro Iteration
(OSEM siehe Kapitel 5) deckt mehrere Details in der Kortikalstruktur auf, die besser
von FORE-J als von FORE reproduziert werden.

Zusammenfassung

Wie wir gesehen haben ist der approximative FORE also der bei weitem schnellste
Algorithmus, gefolgt von dem genauen FORE-J, dem genauen FOREX und dem weit
abgeschlagenen 3DRP. Die Unterschiede in der Rekonstruktionszeit der Rebinningal-
gorithmen lassen sich wohl damit erkldaren, dass FOREX im Vergleich zu FORE und
FORE-J die abgeschnittenen Daten schatzt. FORE-J ist langsamer als FORE, da der
zusétzliche Term ” ()7 berechnet werden muss.

Was das Rauschen angeht konnten wir erkennen, dass die SNR von FORE und FORE-J
fast identisch waren, FOREX in den zentralen Ebenen ebenfalls dicht an FORE bzw.
FORE-J ist, jedoch in den dufseren Ebenen eine etwas hohere SNR liefert. Ebenso haben
wir gesehen, dass der 3DRP in den zentralen Ebenen fast mit FORE identisch ist, in den
auferen Ebenen jedoch eine hohere SNR als FORE liefert und iiber das gesamte FOV
eine fast gleichméafige SNR hat. Die verbesserte SNR von FOREX und 3DRP in den
aufseren Ebenen kann damit erklédrt werden, dass dort eine noch gréfsere 3D Datenmenge
- durch die Vorwértsprojektion - fiir die beiden Algorithmen bereitsteht.

Bei der Genauigkeit mit rauschfreien, simulierten Daten haben wir festgestellt, dass der

approximative FORE sowohl im axialen wie auch transaxialen Bereich der ungenauste
Algorithmus ist. FOREX hat die beste Auflosung und dazwischen liegen FORE-J, 3SDRP
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und der axial geglattet FOREX.

Bei einem Vergleich der Genauigkeit mit gemessenen Daten war die Differenz von FOR-
EX und 3DRP in den zentralen Ebenen so gering, dass sie kaum vom Rauschen zu
unterscheiden war. Nur in den duferen Ebenen sind die Unterschiede grofer. Dasselbe
gilt fiir einen Vergleich von FOREX mit FORE. Ein Vergleich von FORE-J mit FORE
(andere Daten und anderer Scanner als zuvor) zeigte, dass, obwohl die rdumliche Aufls-
sung durch die Anwesenheit von ” gaps” beim HRRT und durch axiales ” untersampeln”
beschrénkt ist, FORE-J die axiale Auflésung fiir den ECAT HRRT bedeutend verbes-
sert. Die Implentierung von FORE-J benétigt nur eine geringe Modifizierung von FORE,
die nur etwas die gesamte Rekonstruktionszeit erhoht. Es scheint, dass FORE-J einige
feine Details beim Gehirnscan besser aufdeckt. Trotzdem fiihrt die vorlaufige Implemen-
tierung von FORE-J zu geringen Artefakten. Alternative Methoden, um die 2. Ableitung
im 7 ()-Term” zu diskretisieren, werden untersucht und es werden zusétzliche Tests mit
Phantom- und Klinikdaten unternommen und in naher Zukunft prasentiert werden.

Wir haben also gesehen, dass FOREX eine dhnliche Genauigkeit wie 3DRP hat und
um einiges schneller ist. Die Tragweite der Verbesserung, verglichen mit FORE, ist auf
die Scannergeneration aus den letzten Jahren beschrankt, aber FOREX ist eine niitzliche
Alternative zum 3DRP fiir Scanner mit grofem Offnungswinkel. Der Geschwindigkeits-
vorteil jedoch konnte, im Vergleich mit einer schnelleren Implementierung des 3DRP
oder mit einer direkten 3D Fouriermethode, reduziert werden.

FOREX Hauptnachteil ist die Tatsache, dass die Matrixdimension aus Zweierpotenzen
oder Produkten von kleinen Primzahlen mit Zweierpotenzen bestehen muss, um die FFT
zu optimieren. Dies kann durch ” Zero-Padding”, ” Trimming” und/oder ” Resampling”
erreicht werden, obwohl Resampling in dem Verlust von Auflésung resultieren kénnte.
FORE-J ist dahingegen der erste Rebinningalgorithmus, der die folgenden Eigenschaften
kombiniert:

1. er ist exakt, bis auf Diskretisierungsfehler und

2. er kann direkt auf axial abgeschnittene Daten angewendet werden, ohne zuerst die
Daten fiir einen virtuell lingeren Scanner zu schitzen.

Resultate demonstrierten, dass FORE-J fast so genau wie der exakte FOREX ist und
dreimal schneller als FOREX ist. Ebenso ist FORE-J genauer als FORE, jedoch doppelt
so langsam.

Daraus erkennen wir, dass FORE-J ein wertvolles Werkzeug fiir zukiinftige PET-Scanner
mit grofem Offnungswinkel ist.

138



5 Das D-D-Modell und darauf
beruhende Bildrekonstruktionen

ET ist im wesentlichen stochastischer Natur. Wegen der ” geringen” Anzahl an Z&hlun-
gen, ist der stochastische Aspekt viel ausgeprigter als in der Transmissionstomographie.
Deshalb wurden neben den Modellen, die Integraltransformationen benutzen (siehe auch
Kapitel 4 ), auch stochastische Modelle fiir die ET entwickelt. Diese Modelle sind kom-
plett diskret.

Im Folgenden werden wir nun das D-D-Modell (discrete-discrete model) vorstellen, fiinf
allgemeine Komponenten fiir Bildrekonstruktionsansétze zu diesem Modell nennen und
dann den Ansatz von Shepp und Vardi (1982), auf dem viele weitere Ansétze beruhen,
die Maximum Likelihood Rekonstruktion, vorstellen. Danach kommen wir auf einige
Probleme, die dieser Ansatz mit sich bringt, zu sprechen und werden Losungsvorschléage
(u.a. OSEM), sowie einen Alternativansatz, der auf der Projektion auf affine Unterrau-
me beruht (ART), vorstellen.

Der letzte Teil dieses Kapitels, also vor allem die Vorstellung von OSEM und ART,
entspricht auch der momentanen Forschungsarbeit auf diesem Gebiet. Sie besteht zum
Grofsteil darin, mathematische Ansétze zu finden, um mit Hilfe der immer besser und
schneller werdenden Rechenanlagen die iterativen Methoden, deren Hauptproblem in
ihrer Langsamkeit besteht, zu beschleunigen.

5.1 Das D-D Modell

Auch in diesem Abschnitt folgen wir den Ideen von Lewitt, [10].

Bei diesem Ansatz approximieren wir die gesuchte Funktion f(x,y, z) durch eine endli-
che Linearkombination von Basisfunktionen b;(z,y, z), j € J (J endlich).

Seien f]- die Koeffizienten, die mit der entspechenden Basisfunktion b; multipliziert wer-
den, so erhalt man:

J
fla,y, 2 Z (x,,2 (5.1)
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Ersetzt man f(x,y, z) in unserem Grundmodell (3.1) durch die obige Summe, so folgt:

J
giLSV - ///ijbj(x,y,z)hz(x,%z)dxdydz Z:17I
o J=1

J
Jj=1 0

Somit folgt also:
mit

A= (ag) iz, f=(Fiyo s f)T, 355 = (@™, g

j=1,...,J

Ziel: Finde einen Vektor f, so dass Af moglichst nahe (entsprechend eines gewéahlten
Mafes) bei dem Datenvektor g~V liegt.

Anmerkung 5.1. Fiir das im Folgenden vorgestellte Poisson-Modell der Datenstatistik
ist die Poisson Likelihood Funktion ein solches natiirliches Maf. Sie wéchst, sobald die
Vektoren dhnlicher werden.

5.2 Allgemeine Komponenten fiir das D-D Modell

Bildrekonstruktionsanséatze, die auf dem D-D Modell basieren, bestehen aus fiinf allge-
meinen Komponenten (siehe [10] S. 6 ff.). Innerhalb jeder dieser allgemeinen Komponen-
ten muss aus einem breiten Feld an Mdglichkeiten eine spezielle Wahl getroffen werden.
Diese fiinf allgemeinen Komponenten lauten:

1. Fine Menge von Basisfunktionen
Diese sollen ermoglichen, dass das zu repréasentierende Bild durch eine endliche
Anzahl von Parametern dargestellt wird. Es gibt zwei verschiedene Arten von Ba-
sisfunktionen: lokale und globale.
Das wesentliche Beispiel einer lokalen Basisfunktion ist das Voxel, fiir den die
Basisfunktion einen konstanten Wert innerhalb eines kleinen Wiirfels hat und aus-
serhalb dieses Wiirfels null ist.
Globale Funktionen dagegen, wie z.B. die Basisfunktionen von einer Fourierrei-
henentwicklung wirken (d. h. liefern Beitréige) tiber die gesamte Bildregion.
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2. Ein Modell der Physik des Messprozesses
Das LSV-Modell (Kapitel 3) ist solch ein Modell, das die Spezifizierung des Kerns
hi(x,y, z) zur Folge hat. Der Integrationskern h;(x,y, z) enthéilt die Effekte der
Photonendédmpfung sowie den radiometrischen Sensitivitatsfaktor fiir die Detekti-
on von Photonen, die aus dem Punkt (x,y, z) hervorgehen. (Diese wurden bei den
Algorithmen in Kapitel 4 nicht berticksichtigt.)

3. Ein Modell fiir die gemessene Unsicherheit
Dabei handelt es sich z. B. um ein Modell der Wahrscheinlichkeitsverteilung von
jeder Messung um ihren Erwartungswert. Die Poisson-Verteilung ist solch ein Mo-
dell.

4. Fine Kostenfunktion

Diese Funktion besteht aus einem Bildeigenschaftskriterium und einem Datenein-
baukriterium. Sie gibt ein Mak dafiir an, wie gut ein Bild zu den gegebenen Daten
passt und wie gut dieses Bild den gewiinschten Bildeigenschaften entspricht.

Wir nennen diese Funktion vorlaufig ®(f,g) = L(f,g) — BR(f), wobei L(f,g)
die Logarithmus-Likelihood Funktion ist, auf die wir im Folgenden noch néher
eingehen werden. Der Parameter (3 kontrolliert dabei die Balance zwischen dem
Dateneinbaukriterium und dem Bildeigenschaftskriterium, sprich den Austausch
zwischen rdumlicher Auflésung und Rauschen im rekonstruierten Bild. R(f) ist ein
Regularisierungsterm, der signifikante Abweichungen von einem gegebenen Bild-
modell oder ” Bildunebenheiten” bestraft.

5. Einen numerischen Algorithmus
Dieser soll die Werte der Koeffizienten der Basisfunktionen, die man in 1. gewéhlt
hat, liefern unter Beriicksichtigung der in 2. bis 4. getroffenen Kriterien.
Der numerische Algorithmus ist so konstruiert, dass er genau den Bildvektor lie-
fert, der die Kostenfunktion maximiert (oder minimiert).
Wenn die Datenmenge relativ gering ist und eine einfache Kostenfunktion in 4.
gewdhlt wurde, dann wére es machbar einen nicht-iterativen Algorithmus zu be-
nutzen. In den meisten Féllen jedoch existiert kein nicht-iterativer Algorithmus
oder falls er existieren wiirde, dann wiirde er eine nicht realisierbare Menge an
Berechnungen benétigen.
Daher gilt: In den meisten Féllen, bei denen die Bildrekonstruktion auf dem D-D
Modell basiert, benétigen wir einen iterativen Algorithmus, der sukzessive Schét-
zungen der Koeffizienten der Basisfunktionen liefert.
Der Algorithmus wird so konstruiert, dass er eine Folge von Schatzungen liefert, die
gegen eine Losung (Maximum oder Minimum) der Kostenfunktion konvergieren.

Im Prinzip sollte die Wahl des numerischen Algorithmus verhéltnisméfige Routine sein,
wenn einmal die anderen Wahlen getroffen wurden. Das Abschlussbild sollte dann nur
von diesen Wahlen und nicht von der Wahl des Algorithmus abhéngig sein. In der Praxis
ist es jedoch so, dass man den iterativen Algorithmus im Allgemeinen stoppt, bevor die
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Folge von Schitzungen konvergiert. Somit fiihren verschiedene Algorithmen zu verschie-
denen Abschlussbildern.

Historisch gesehen erhielt die Wahl des numerischen Algorithmus wéhrend der Ent-
wicklung von Bildrekonstruktionsanséatzen, die auf dem D-D Modell basieren, sehr viel
Beachtung. Den Wahlen jenseits der einfachsten M6glichkeiten in den Kategorien 1. bis
4. wurde dahingegen kaum Beachtung geschenkt. Es ist jedoch mittlerweile allgemein
bekannt, dass die in 1. bis 4. getroffenen Wahlen einen groften Einfluft auf die Charakte-
ristiken des Abschlussbildes haben und dass der Gebrauch besserer Modelle zu besseren
Bildern fiihrt.

5.3 lterative Methoden

Wie wir im vorangegangenen Abschnitt gesehen haben, benétigen wir in den meisten
Féllen der auf dem D-D-Modell basierenden Bildrekonstruktionen einen iterativen Algo-
rithmus. Aus diesem Grund werden wir hier auch nur die iterativen Methoden vorstellen.
Im Gegensatz zu den transformierten Rekonstruktionsmethoden (siche Kapitel 4), ver-
suchen wir bei den iterativen Methoden stufenweise Schiatzungen des Bildes f zu er-
halten. Diese Methoden erlauben also eine genauere Modellierung des Datenerwerbs im
Vergleich zu den Linienintegral-Modellen. Dariiber hinaus kann die Aufnahme eines ge-
naueren Modells des statistischen Rauschens bedeutende Vorteile haben. Ein weiterer
Vorteil der iterativen Methoden ist die Moglichkeit, ” a priori Informationen” iiber das
Bild in den Rekonstruktionsprozess miteinzubeziehen. Solche ” a priori Informationen”
kénnen darin besonders niitzlich sein, dass sie den Rekonstruktionsalgorithmus gegen
eine akzeptable Losung fithren, auch wenn die gewohnlichen Bedingungen, die durch die
Daten geliefert werden, schwach sind, z. B. in dem Falle geringer SNR. Eine solche Be-
dingung ist die Nichtnegativitat, welche gewéhrleistet, dass sukzessive Schéatzungen von
f iiberall nicht negativ sind. (Das ist verniinftig, da f die Tracerverteilung représentiert).
Eine andere Moglichkeit ist die Einbeziehung anatomischer Informationen, die man aus
MRI oder CT-Studien iiber denselben Patienten erreicht.

Im Gegensatz dazu konnen transformierte Algorithmen, so wie die FBP, nur die Glatt-
heitsbedingungen ausnutzen, die durch das ” Apodization Window” erzwungen werden.
Von der Vielzahl an iterativen Methoden, die fiir die numerische Losung von diskreten
Modellen in der Tomography vorgeschlagen wurden, wenden wir uns, [11] S. 110 ff., nur
den beiden iterativen Methoden zu, die einen weitverbreiteten Gebrauch gefunden haben:

e EM (expectation-maximization),

e ART (algebraic reconstruction technique).

Im Anschluss daran werden wir noch eine kurze Zusammenfassung iiber die aktuellen
Forschungen bzw. Forschungsergebnisse auf diesem Gebiet geben.
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5.3.1 EM-Algorithmen

Das im Anschluf an diese Vorbemerkung vorgestellte Verfahren, der ML-EM Algorith-
mus, hat zu der Einfiihrung vieler verwandter Techniken gefiihrt, von denen wir ebenfalls
einige genauer betrachten werden. Der ML-EM beruht darauf, dass wir eine bedingte
Erwartung maximieren wollen. In der Theorie ist die Maximierung dieser bedingten Fr-
wartung dquivalent zur ML-Aufgabe (Aufgabe, die Likelihood-Funktion zu maximieren).
Deshalb liefert der EM Algorithmus ein praxisnahes Verfahren zur Berechnung iterati-
ver ML-Schétzer. ML (Maximum Likelihood) ist dabei eine Technik, um Schétzer zu
finden und ML-Schéatzer sind die Werte der unbeobachteter Parameter eines theoreti-
schen Modells, basierend auf physikalischen und statistischen Prozessen, die in die Studie
einbezogen sind, und die die gemessenen Daten héchstwahrscheinlich machen.

Modellierung
Vorlagen zur Modellierung lieferten uns die Quellen [17], [18] und [11], S. 45 und 46.

Bei der nun folgenden Herleitung betrachten wir gleich den 3D Fall. (Der 2D Fall wiirde
vollig analog dazu aussehen).

gesucht: f = f(z,y,2) >0 unbekannte Emissionsdichte.

Sei g; die Anzahl der in Detektorpaar i gemessenen Koinzidenzen (gemessene Daten),
1=1,...,n.

Problem: Schiitze f aus g = (g1,...,9n) -

Wir suchen nun einen Schétzer f von f, der die Wahrscheinlichkeit p(g | f) maximiert,
wobei p(g | f) die Wahrscheinlichkeit der beobachteten, aktuellen Detektorzahldaten g
iiber alle moglichen Dichten f ist. Dabei gehen wir - uns an Abschnitt 5.2 orientierend
- folgendermafien vor:

Unser erster Schritt besteht nun in der Diskretisierung der zu rekonstruierenden Re-
gion in Voxel (im 2D Fall in Pixel), um eine Menge lokaler Basisfunktionen zu erhalten.
Es gilt also:

f = (fb s 7fm)T7
und zu l6sen ist somit das lineare, inverse Problem:
Af =g

mit:

f=(,--,fm)", den gemessenen Daten g = (g1,...,9,)" und der Matrix A, die un-
ten noch genauer spezifiziert wird. Unser zweiter Schritt besteht nun in der Wahl des
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Modells der Physik des Messprozesses. Ein 7 nahezu perfektes” mathematisches Modell
der obigen Physik des Messprozesses ist das Poisson-Modell :
Es sei nj, j =1,...,m die wahre, unbekannte Anzahl an Emissionen in Voxel (Pixel) j
und wir nehmen an, dass die n;’s unabhéngige, Poisson-verteilte ZV’en mit (unbekann-
tem) Erwartungswert

En;=f j7=1,....m

sind. Es gilt also:
nj ~ Poisson {En; = f;, Varn; = f;} furj=1,...,m,

mit:
-k

Ij
p(nj:k:):e_fjW k':(),]-,z,---

(Siehe dazu auch noch einmal Abschnitt 2.3, Anmerkung 2.43 und die Darstellung der
Poisson-Verteilung als Beispiel einer diskreten Verteilung auf Seite 28.)

Der Erwartungswert En; = f; ist hier also ein Maf fiir die Aktivitdt in Voxel (Pi-
xel) j und unser Problem nach der Diskretisierung und Modellbildung lautet nun:

Problem: Schétze f; oder n; aus den beobachteten Daten g;, ¢ = 1,...,n, fiir je-
desj=1,...,m.

Nehmen wir nun weiter an, dass sobald eine Emission in Voxel (Pixel) j stattgefun-
den hat, die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass sie in Detektorpaar ¢ detektiert wird,
unabhéangig von anderen Emissionen ist und durch:

a;; = P(detektiert in i | emittiert in j) i=1,...,n,j=1,....m

gegeben ist, wobei die a;;’s bekannte, nichtegative Konstanten sind mit:

n

0<a,j:Zaij§1 ]:1,,m

=1

Die Matrix A wird entweder theoretisch oder durch Messungen bestimmt [11|. Beeinflusst
werden die a;;’s durch eine Anzahl von Faktoren, von denen wir hier nur einige aufzéhlen
werden:

e geometrische Beziehung zwischen Voxel (Pixel) und Detektorpaar

Laufzeit des Datenerwerbs

Rate des Radioaktivitatszerfalls

Detektorantwort

Streuung
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e Diampfung

Dann erhalten wir

n(i,j) = Anzahl der Emissionen, die in j stattgefunden haben
und in ¢ detektiert wurden 1=1,....,.n jg=1,...,m
durch ” Ausdiinnung ” jedes n; geméf der Wahrscheinlichkeiten a;;, ¢ = 1,...,n, sprich:
n(i,j) = n;a; i=1,....n j=1,....,m

und deshalb sind die n(i, j)’s Poisson-verteilte ZV’en, die unabhéngig voneinander sind
und den Erwartungswert:

En(@,j) = E(TL] Clz‘j )
~—
Konstante
= CLij Enj
~~
=f;
haben.
Damit kénnen wir die gemessenen Daten X;, ¢ =1,...,n, als
Xi = n(i,)=>_nlij)
j=1
= Gesamtzahl der Emissionen, die in ¢ detektiert wurden 1=1,...,n
ausdriicken.
Als Summe unabhéngiger Poisson-verteilter ZV’en sind nun auch alle X;, i =1,...,n,
unabhingig und Poisson-verteilt und wir betrachten den Datenvektor g = (g1,...,9n)"

als die Realisation der ZV’en
X =(Xy,...,Xn).

Mit Hilfe der Rechenregeln fiir den Erwartungswert erhalten wir dann:

EX; = E(Zn(z’,j))

= ZEn(@j)

o > fivay
j=1
= (Af)z
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Wenn wir weiter

= Gesamtanzahl der Emissionen, die in Voxel (Pixel) j stattgefunden haben

und detektiert wurden j=1,....m

=1

setzen, dann gilt:

n

= ) En(i,))
=1
= szaij :
=1

=a.j

Da a; bekannt ist, sehen wir, dass das PET-Rekonstruktionsproblem équivalent zu dem
Problem ist, den Erwartungswert von n(-,j), 7 = 1...,m, auf der Basis von n(i, ) = X;
1 =1,...,n zu schéatzen.

Wir haben also gesehen, dass fiir die unabhéngigen ZV’en X;, 1 =1,...,n gilt:
X; ~ Poisson{ EX; = (Af);, Var X; = (Af):}

und somit folgt:
X ~ Poisson{ EX = Af, Var X = Af}.

Das Maximum-Likelihood-Prinzip zur Schétzung des unbekannten Parameters f der
gemeinsamen Verteilungen der Stichprobenvariabeln X1, ..., X,, besagt nun Folgendes:
Man wiihle zum Stichprobenergebnis g = (g1, ..., g,)" denjenigen Wert f als Schétzwert
fiir f, unter dem die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten dieses Ereignisses am grofsten
ist |27]. Das fiihrt uns zu den folgender zwei Definitionen Sétzen, die aus [25] entnommen
wurden:

Definition 5.2. (Likelihood-Funktion)
Es sei X ein n-dimensionale Zufallsvariable und die X;, 1 = 1,...,n unabhdingig.

Die Wahrscheinlichkeit p(g | f) der Beobachtungen (Realisationen) g = (g1,...,9,)" ist
eine Abbildung L(- | g) : © — [0, 1] mit

n

L(f [ g1, 90) = [ [ oo | ). (5.5)

i=1
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Diese Abbildung heisst Likelihood- Funktion (LF), wobei © die Menge aller als maéglich
erachteten f-Werte ist.

Ziel: Finde einen Schitzer f von f mit L(f | g1,...,gn) = m}z}X L(f g, s0n)

Definition 5.3. (Mazimum-Likelihood-Schditzwert)
Der Schitzer f heifit Mazximum-Likelihood-Schdatzwert von f bei gegebenen Daten
g falls gilt:

L(f g1 00) = maxL(f [ g1, 90). (5.6)

Satz 5.4. Fir L(f):= L(f | g) gilt:

L(f) = H g, e~ (40 (5.7)
=1 [
Bewezis.
L(f) = L(f | 915+, 9n)
= H plg: | f)
—p(X =gilf)

n

X; Poissgfverteilt H —(Af); (Af)

i=1 9:!
O
Bis hierhin haben wir jetzt also die Kategorien 1)-3) aus Abschnitt 5.2 gewéhlt und die
Vorbereitungen fiir die Wahl der Kostenfunktion getroffen. Nun werden wir noch einen
Satz angeben, der uns im Folgenden die Arbeit erleichtern wird und dann werden wir

einen zu den gewahlten Komponenten passenden numerischen Algorithmus, den ML-EM
herleiten.

Satz 5.5. (Logarithmierte Likelihood-Funktion (LLF))
Folgende Aquivalenz gilt:

L(f I grse e 0) = max L(f | g1, 0)

pEN lnL(f g1, ., gn) = maxinL(f | g1,---,0n)-
feo

Man nennt InL(- | g1, ..., 9n) die logarithmierte Likelihood-Funktion (LLF).

Bewers. Wir nutzen hier aus, dass der Logarithmus eine strikt monoton wachsende Funk-
tion ist und daher fir L(f | ¢1,...,9,) > 0 gilt:

Lf g, ig0) = LUf | g1, 00) © IL(f | g1, g0) = InL(f | g1s-- - gn)-
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Kostenfunktion und numerischer Algorithmus ML-EM

Die Herleitung des ML-EM, insbesondere die die dazu notigen Lemmata und Séitze in-
klusive Beweise sind Ausfiihrungen, die auf den Ideen von Natterer, [11], beruhen.

Wir wir in Satz 5.5 gesehen haben, entspricht das Maximum der LF dem Maximum der
LLF, welches i. Allg. einfacher zu bestimmen ist. Deshalb werden wir ab jetzt nur noch
die LLF

InL(f) = lnﬁ e—<Af>i—(i{ 35'”

= Zln e~ (A 4 In(Af)¥ —Ing;!

i=1

n

= Y (g:m(Af) — (4f)) = Y Ing

i=1

betrachten.
Da man die Konstante beim Maximierungsproblem auch weglassen kann, geniigt es auch

die Funktion

I(f) = (g:In(Af)i — (Af):) (5.8)

=1

zu maximieren. Mit (5.8) haben wir nun also die Wahl unserer Kostenfunktion getrof-
fen!

Es ist weiterhin sinnvoll anzunehmen, dass f; > 0Vj =1,...,m ist (” Nichtnegativitét
der Dichte”). Wir haben also folgendes Optimierungsproblem:

max [(f) unter den Nebenbedingungen h;(f) := f; > 0 j=1,...,m,

wobei [, h; : R™ — R mit dem Euklidischen Raum R™ sind, | die Kostenfunktion ist
und h; die Bedingungen sind (siehe Kapitel 2.4).

Weitere Annahmen: (um technische Schwierigkeiten zu vermeiden)
® a;; > 0 Vi, J,

o g >0 Vi.

Lemma 5.6. Seien a;;, g; > 0. Dann gilt:
I(f) ist konkav.
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Beweis. z.z.: Die Hessematrix ist negativ semidefinit (Lemg 28] st konkav).

dazu: Die partielle Ableitung bzgl. f; liefert uns:

5= e (i)

i=1
Qi,;9i
= a”L —|— ]
Z J Z ST
und wenn wir noch einmal bzgl. f; partiell ableiten, dann erhalten wir:
82l Z Qi5G;
- m . 2
6f]afl Zk 1azkfk)
::hjl

o 2 : Qi Qq19;

Zk 1 azk:fk)

=1,...,

(x,Hz) = Z%Zh]m
7j=1 =1
m m
= szjl’lhﬂ
j=1 1=1
_ oG g ;541G
22 ( ;<2?:1aikfk>2)

_ Xn:g ZJ 1 Zl 1 L1540
1
i=1 Zkzl azkfk)
_ i g Z;nzl Ljij Zﬁl Tyay
- _ ; .
i=1 (kazl az‘kfk:)

L (ZT1$J‘@¢J‘>2
B _Z < (Zi

>0

< 0

H ist also negativ semidefinit und damit ist [ wegen Lemma 2.48 konkav.
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Da
hi(0f + (1 —0)w) =0f; + (1 —0)w; = 60h;(f)+ (1 —0)h;(w)

folgt, dass h; konkav und konvex ist.
Wenn also f* € R™ ist und den Kuhn-Tucker-Bedingungen geniigt, dann folgt aus Satz

2.50, dass f* optimal fiir unser Maximierungsproblem mit Nebenbedingungen ist.
Nach Satz 2.49 bedeutet f* geniigt den K-T-Bedingungen, dass:

1) hi(f*)=f >0 j=1,....,m und
es A1, ..., A\, > 0 so, dass

2) Nhi(f)=XNfi=0 j=1....m
und

3) VIf)+2A Vh;(f) = 0.
—

j—te Stelle

Um zu zeigen, dass f* optimal ist, miissen wir also zeigen, dass Folgendes gilt:

L fi>0 Viji=1,...,m (dies folgt aus dem Algorithmus).
2. ;—ij(f*) =0, wenn f; >0 ist.

3. aa—}](f*) <0, wenn f; =0 ist.

ol(f) _ 5 '
Da of D i il <ﬁ — 1) folgt:

S aim (ol — 1)

Im Folgenden sind alle arithmetischen Operationen zwischen Vektoren komponentenwei-
se zu verstehen!

Dann folgt aus den vorangegangenen Uberlegungen mit 1 = (1,...,1,)T € R",
% = ((,49_})17 ce (X#)T, dass jedes globale Maximum f von [ mit f > 0 den K-T-
Bedingungen geniigt und somit erhalten wir als notwendige Bedingung:
g
fVI(f) = fAT <— — 1) = 0. 5.9
(f) o (59)
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Normieren wir A so, dass jede Spaltensumme 1 ist (A1 = 1), so erhilt man:

fATAif — fAT1 = f. (5.10)

Der ML-EM Algorithmus ist nun die einfachste iterative Methode um (5.10) zu 16sen:

Frrt = f’fATAiﬁC k=0,1,2,... (5.11)

Um die Konvergenz dieses Algorithmus zu beweisen, benétigen wir noch ein paar kurze
Vorbemerkungen.

Satz 5.7. (Jensen’sche Ungleichung)
Sei I ein Intervall oder I =R, f: I — R konvex (konkav), n € N und xy,...,z, € I.
Fir M, ..., A\, gelte \; >0 und Y | \; = 1. Dann gilt:

f(z Ni;) < Z Nif(z;)  baw. f(z \ix;) > Z Nif (). (5.12)

Beweis. Der Beweis zu diesen Ungleichungen lésst sich ganz einfach mit Hilfe der voll-
stdndigen Induktion durchfiihren.
O

Satz 5.8. (Kullback-Leibler-Distanz und ihre Eigenschaften)
Seien x, y € R", x, y > 0 und t logt = 0 firt = 0. Dann heisst:

Lz, y) = zn: (xilog (i—) Fy - x) (5.13)

i=1 !
die Kullback-Leibler-Distanz und es gilt:
1.) L(z,y) =0,
2.) L(z,y) =0 & z=y,

3.) L(xz,y) — L(z,z) = y—z,

wobei log 7 hier fiir jeden beliebigen Logarithmus steht.
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Beweis. 1.) L(z,y) = — (—L(x,y))

= - sz log (Q) —Yi + T
, T
i=1 \ ,

S%—l da logx<zx—1
1

> = i\ ——1)—vit+uwx
= - Z?Jz‘—%‘—yri‘xi
Li=1
= 0.
"< Seir=y :>L(a:,y)szﬂog(fg—?)—|—xi—xi:O.
i=1 ‘
"= Da  —uz;log (g— T Yi — X
= —xy (log (%) + 1) +yi
)
Z;
>~ %
>z (-i—’) +y, =0 Vi=1,....n
folgt: wenn L(x,y) = 0 dann gilt:
—x;log (g—z) +yi—x; =0 Vi.
1. Fall: ;=0
2. Fall:  x; #0
= —1;log <z—> +yi—x; =0 I+ (=)

ilog(i—i) -2 4+1=0.
Da die Funktion f(x) =logx —x+ 1 in dem Punkt (1/f(1) = 0) ihren Hochpunkt

hat und die Funktion auf Rt rechtsgekriimmt ist liegt die einzigste Nullstelle der
Funktion bei x = 1. Daraus folgt:

1og<%>—%+1:o e ¥,
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und daraus folgt, dass das eindeutige Minimum der Funktion L(z,y) liegt bei
x=y.

3.) zz: yHa = Lxy) A L, z)=0.
dazu: y -/ x bedeutet:

k —

Y1 Y1

: kg : wobei mindestens ein y; # x; ist.
k —
Yn Yn

Daraus folgt:

sz log ( > + oy — ;oL sttt L(z,y) > 0= L(x,x),

da mindestens ein y; # x; ist.
O

Lemma 5.9. Sei (f*), die Folge, die aus der Anwendung der ML-EM Methode (5.11)
resultiert. Dann gilt:

(AN > (Y k=0,1,2,... (5.14)

Beweis. Fiir h, f € R™, h, f > 0 gilt ([11] folgend):

a) Wir haben:

Z giIn(Af); = Z 9i
i=1 i=1

- ZZgzln Af); ““h;

i=1 [=1

_ Z Z dhl ln (aufi) — (adh)l n(aq fi) + (Zl}};)ll In(Af);

m

) ;912(%’ Pt (555)]
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b) fiir k> 0 gilt:

n

> (Aff) =

= ff (iaﬂ) +
i=1

=1

und

|M3

Daraus folgt also:

c) daher gilt fiir £ > 0:

() =1 =

=1, da AT1=1

= > ff
=1

(5.11)
Za“ fk D) +"'

91
(AfF=1)

Zgi-

i=1

n

i Gi ln(Aka)i -

Z g; In Afk-i—l

i=1

4P,

Z karl

Zgz In(Af*); +

Zgz In(Af*); .

(5.15)

n

+> (A

i=1

Wir benutzen a), wobei wir in der 1. Summe h := f* f:= f**! und in der
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2. Summe h := f* f:= f¥ gesetzt haben, und erhalten:

P~ = igiﬁf%{ln(aﬁw) (G )|

_Zn:g‘zm: ay ff {ln(a'lf’“) —1n< au ff ﬂ
7 (AfF); o (Af*):

= Zgii aafl [ln(Af’f“) — In(Af*),]
- Lot [ (%) o G,

_ zn:gin: a1 lk hl( lk+1)
— 7 L (AfF); ff

- n m zlfl . < k+l<Afk:) )
29 2 gy " s,
m fk+1 n

- ;1“( I ) > Gt

i=
(.

-~

5.11
(5.1 )fllc+1

n

- | m ailflk | ( k+1(Afk)>
222 Ty "

N J/
-~

Satz 5.7 a; fk gkt (Afk),
m I 7y
< ln<Zz L Cask), fFCAFR),

k+1

v

S () - S gy S

:1

()
_ Zflka( )+Zfl Z f

-~

2o
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= LML

Lemma 5.10. Fiir jeden Hiufungspunkt f* der Folge (f*)y gilt:

L(fF Y < L% k=0,1,2...

Beweis. a) definiere 2!, y' wie folgt:

S aagi/ (Af*)i

Y (AT(g/Af)

[ ailgi/(Afk)i Hr i —
b aT(g/amy), b

Daraus folgt:

.
(A A ), &L
:(ATA?‘*)Z
= 1.
ebenso: Y.yl = 1.
b) 0 <= XK L(a',y)
>0

m n l
Def. von L l X; I 1
=1 i=1 Yi
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_ Zf augi/(Af*); In angi/(Af*); (AT(Q/Afk))l
L (AT(g/Af), T \(AT(g/Af*)), augi/(Af*);

i=1 (Af*); (ATAf*

& awgfAr), (AP (AT,
- Zle(ATg(g/Af D, 1“( L))

e e aagif/ (Af) N Afk
-2 ;(AT(Q/Af*))zl( (4745

=1

T~ e i (Af) S A Sy
- 1
e T A (fﬁ (47), (Af*)z-fz*)

. - * - airgi/ I f kH(Afk)z’)
- Zfl (AT( /Af (flflmf*)z- '

Da
rera ()
folgt:
(ATALf*>l =1 wenn f; >0
Somit gilt:

= azzgz Af*) fzkH(Afk)z‘
0= Z Z (9/Af*)) (fzk(Af*)i)

- Loy ()« ()]

1
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= - Ll (@) a; 1 ( kﬂ) - Qi1 9;

;w*)f (Af"); Z ”“Zfl 7 Z(Afm
\....\,_.._/

=(Af*); —(AT %) =1

n

- Lo (i) 2 ()

= Zg,lnAf’f ZgzlnAf +Zfl (In f51 — In £¥)

Z FEY Y (A

~~
Lemma 5.9b
= )0

= U(f5) — 1) + LU f5) — L, f24Y.

Damit erhalt man:

————

(5.14)
<

Satz 5.11. (Konvergenz des EM-Algorithmus)
Sei f > 0. Dann gilt:
Die Folge (f*)i. konvergiert gegen f*, welches I(f) mazimiert, d. h. die Folge(f*)y kon-
vergiert gegen den Wert, der | maximiert.
Beweis. [11] und [17] folgend gilt:
2.2.:
1. (f*)i, konvergiert gegen einen eindeutigen Grenzwert (f* kg ).
2. fFF2° £+ = f* maximiert I(f) (m}z}xl(f) =1(f")).
dazu:

1. Wegen der Kompaktheit existiert eine konvergente Teilfolge (f*:), von (f*); mit:

fks 5__>’00 f*

158



5 Das D-D-Modell und darauf beruhende Bildrekonstruktionen

Da
L(z,y) =0 & z=y

folgt mit Satz 5.8 2.):
% s—oo, L steti * *
L(fafks) - gL<f7f):0
Damit ergibt sich aus Lemma 5.10 (L nicht wachsend), dass:
L(f*, ) =570

und aus Satz 5.8 3.), dass:

. Wegen Satz 2.50 geniigt es z.z.:  f* erfiillt die K-T-Bedingungen.

dazu:

a) Da f*= f*ATALf* folgt:

(511) .\ o gi
=" Q; .
’ : Z "(Af):

Wir erhalten mit AT1 = 1:

und daraus ergibt sich:

al , .. o e
a_fz<f):0 fir f > 0.
b) Sei f; =0 und definiere z} := <ATALf,€>l.
Es gilt:
g T 9 T 9 k41 k=00 py
0 (AT—)-(A —>(A _): — f=0.
>l0 A Afo R Afl . Afk | l l

>0 >0 :xf

Daraus folgt, dass
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und damit erhalten wir:

oV - > ((Aifim - 1)

=1

N, % N
- 2“”<Af*>i Zv
= , =1 >0

=0

Nachteile des ML-EM und ein Ausweg (OSEM)
Dieser Abschnitt ist aus [11], [21] und [28| entstanden.

Seit iiber einem Jahrzehnt ist bekannt, dass der ML-EM Algoritmus Bilder guter Qua-
litdt im 2D produzieren kann, aber wegen verschiedener Probleme nicht benutzt wird.
Trotzdem wird er von vielen als der ” goldene Standard” Rekonstruktionsalgorithmus
angesehen.

Die drei Hauptprobleme, die den Gebrauch von ML-EM in kommerziell produzierten
Scannern verhindern, sind:

e der grofe Speicherbedarf, welcher auf die Grofe der Maximum-Likelihood-Matrix
zuriickzufiihren ist,

e kein gutes Stoppkriterium (bedenklichstes Problem) und
e die Berechnungskomplexitét einer einzelnen Iteration.

Wenn der relative Fehler klein genug ist, ist das natiirliche Abbruchkriterium eines ite-
rativen Algorithmus dafiir bekannt, dass es verrauschte (schneeige) Bilder produziert.

Zusammengefasst kann man also sagen, dass ML-EM einen hohen Speicherbedarf hat,
berithmt-beriichtigt wegen seiner langsamen Konvergenz ist und es ihm an Glattheit
mangelt. Viel Rechenzeit wird benotigt um eine akzeptable Losung zu erzielen, da man
fiir jeden neuen Schétzer einen kompletten Zyklus durch die gesamten Daten benotigt.

Losungen:

e Die Konvergenz kann beschleunigt werden, in dem man A und ¢ in Teilmatrizen
A; und Teilvektoren g; fiir j = 1,..., p aufteilt, so dass:

Ay 91
A= : und g = : (5.17)
Ap 9p
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mit A; : R™ — R, g; € R ist, und (5.11) fiir jede Teilmatrix individuell durch-
gefiihrt wird.

Annahme: die A; sind ausgeglichen (balanced) (a = A/ 1 unabhéngig von j.)

Damit erhalten wir:

fk,O — fk

phi = il 9 g (5.18)
a Ajfk,]—l ’ ’

fk—‘rl — fkvp .

Dieser Algorithmus heifst OSEM (ordered subset EM or block iterative) und wurde
von Hudson und Larkin 1994 hergeleitet.
Die Konvergenzeigenschaften von OSEM sind schwer festzustellen und wiirden den
Rahmen dieser Arbeit sprengen.
Informationshalber geben wir nur ein paar kurze Bemerkungen dazu:
Wenn fiir alle Folgen
(f49) "= f

gelten wiirde, dann wire f* ein gemeinsamer Maximierer der LLF fiir jedes der
Systeme

Ajf =g, j=1,...,p.
Da diese Systeme bei konkreten Anwendungen jedoch wahrscheinlich nicht konsis-
tent sind, kann man verniinftigerweise nicht erwarten, dass solch ein gemeinsamer
Maximierer existiert. Deshalb ist es nicht wahrscheinlich, dass OSEM konvergiert,
ausgenommen im konsistenten Fall.
Die Konvergenz im konsistenten Fall kann durch eine einfache Ausweitung des Be-
weises von Satz 5.11, unter der Voraussetzung, dass die A; ausgeglichen (balanced)
sind, bewiesen werden. | siche auch [21], S. 608/609 |.
OSEM verarbeitet die Daten also in Teilmengen (oder Blocken). Das Verfahren
beschleunigt die Konvergenz um einen Faktor proportional zur Anzahl der Teil-
mengen. Tests ergaben, dass OSEM in einem Bruchteil der Zeit Bilder liefert, die
in der Qualitdt dhnlich zu denen sind, die durch dem EM-Algorithmus produziert
wurden.

Begriindung, warum OSEM schneller ist:

Die Teilmengen bestehen normalerweise aus Projektionsansichten, die durch einen
festen Winkel voneinander getrennt sind. Da in der PET alle Tube-Zé&hlungen
gleichzeitig gesammelt werden, kann OSEM am besten nach der vollstandigen
Sammlung der Zéhlungen angewendet werden. Die Koinzidenzen kénnen dann in
parallele Familien rebinnt werden, welche Projektionsansichten definieren und un-
ser Algorithmus kann dann darauf angewendet werden.
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Die Ordnung, in der die Projektionen verarbeitet werden ist willkiirlich, obwohl es
fiir die Qualitat der gelieferten Rekonstruktion von Vorteil sein kdnnte, eine speziel-
le Ordnung zu wahlen. Beispielsweise konnten wir bedeutende neue Informationen,
die so schnell wie moglich eingebracht werden sollen, dadurch begiinstigen, dass
wir zuerst die Projektion, die der Richtung der grofiten Verdnderlichkeit im Bild
entspricht, auswéhlen und danach eine zweite Projektion, die senkrecht zur ersten
ist und eine dritte und vierte Projektion, die mittig zwischen diesen ist, aussuchen,
etc.

Normalerweise bestehen die Teilmengen aus zwei Mengen paralleler Projektions-
ansichten, die durch einen festen Winkel getrennt sind. Z. B.:

Y@j = {gib cee agzmz}

wobei Yp, die Menge ist, die aus der Anzahl der parallelen Emissionen besteht, die
in Detektorpaar 1, ..., m; verzeichnet werden. Die Teilmengen A;, ..., A, konnten
dann folgendermafen aussehen (fester Winkel ist I1/2 ):

Ay = {Y0o, Yo}, A= {YH/47YE’)H/4}’ usw.

Allgemeiner:
Al = {Y®17Y®2}7 A2 = {Y@37Y@4}7 s

wobel ¢ := O] — Oy = O3 — O, = ... konstant ist. In dieser Struktur ist ML-EM
(kurz: EM) ein Spezialfall von OSEM (p = 1).

Fiir den Fall rauschfreier Projektionen wurde gezeigt, dass jede OSEM-Schétzung,
die auf einer Teilmenge von Projektionen basiert, soweit gegen eine Maximum-
Likelihood-Losung konvergiert, wie eine volle Iteration von EM, die alle Projektio-
nen benutzt.

In anderen Worten: Wenn die Projektionsdaten in p-Teilmengen unterteilt sind,
dann wurden einmal alle Projektionen in einer einzigen Iteration von OSEM be-
nutzt und ein Schéitzwert wurde erhalten, der dhnlich zu dem ist, der durch p
Iterationen von EM produziert wurde.

Diese Eigenschaft verleiht OSEM eine beachtliche Beschleunigung der Konvergenz,
verglichen mit EM.

I. Allg. gilt: je hoher der Level der Unterteilungen der Projektionsdaten ist, umso
grofer ist die erreichte Beschleunigung.

Es wurde jedoch auch gezeigt, dass sich die Resultate nach einer gewissen Anzahl
von Teilmengen verschlechtern. Es wird jedoch angenommen, dass 16 Teilmengen
ausreichend sind, um OSEM eine sechzehnfache Beschleunigung, verglichen mit
dem EM-Algorithmus, zu geben.

Nachteile von OSEM:

Wenden wir OSEM auf reale, verrauschte Daten an, so hat er die Tendenz, zwi-
schen mehreren Losungen zu kreisen und nicht gegen das Maximum der LF zu

162



5 Das D-D-Modell und darauf beruhende Bildrekonstruktionen

konvergieren. Obwohl es scheint, dass dieser Mangel in der Praxis nur einen gerin-
gen Einfluss hat, gibt es einen Weg, um ihn zu iiberwinden. Browne et al (1996)
[29] schlugen eine Struktur vor, wodurch die OSEM-Schrittgrofe kontrolliert wird
und mit jeder ” duferen” Iteration neu berechnet wird. Die Autoren behaupten,
dass dieser Algorithmus, der als Kombination von ART (siche Abschnitt 5.3.2)
und OSEM angesehen werden kann, von der Ausfithrung her besser als Standard
EM oder OSEM ist.

Ihr Algorithmus, ” row action maximum likelihood algorithm”, Ramla ge-
nannt, kann wie folgt interpretiert werden:

fneufRamla — (1 o @)falt + @fneufOSE'M 0 S @ S 17

wobei O die Schrittgréfie (© = 1 : Standard OSEM) und fe“~95FM das Resultat
der Anwendung einer Iteration des Algorithmus ( indem man einen signifikant
hoheren Likelihood erreicht, als mehrere Iterationen von ML-EM) ist.

Nun wollen wir uns dem Problem des Mangels an Glattheit zuwenden. Wir be-
trachten hier nur den EM-Algorithmus. Die Ausweitung auf OSEM ist dann offen-
sichtlich.

Die einfachste Moglichkeit besteht nun darin, die Iteration frither zu stoppen.
Eine andere Moglichkeit ist die, nach jeder Iteration einen Glattungsschritt durch-
zufiihren (EMS-Algorithmus von Silvermann, Jones und Nachka 1990, siehe
[30])-

Letztendlich kann man aber auch einen Strafterm ” —B(f)” zu I(f) dazuaddieren,
und maximiert dann ”I(f) — B(f)” anstelle von [(f). Wir interpretieren B(f) als
Bayesian Struktur.

Normalerweise ist:

B(f):=(f =)' B(f - f),

wobei f das Referenzbild und B eine positiv definite Matrix ist.
max I(f) — B(f) unter der Nebenbedingunge f >0

fuhrt dann zu:

f= fATAif — fVB(f) (5.19)

(mit der Kostenfunktion " I(f) — B(f)” und denselben Uberlegungen wie zuvor
beim EM-Algorithmus).

Es werden dabei in der Literatur verschiedene Methoden zur Losung von (5.19)
vorgeschlagen. Im Folgenden wollen wir nun einige Beispiele kurz darstellen:

— OSL-Algorithmus von Green 1990, [31]:

fRHL = kaTALfk _ fk+1VB(fk)
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oder i
fk+1 / T 9

1+ VB(fE) AfES
Dieser Algorithmus bewahrt die Positivitdat, ebenso wie der Original EM-
Algorithmus.

— SOR Newton-Methode von Setzepfandt 1992, [32]:

fk+1 _ fk;ATALfk o kaVB(ka).

Anmerkung 5.12. Wenn B eine Diagonalmatrix ist, dann ist diese Glei-
chung von 2. Ordnung in f**! und kann eindeutig gelést werden.
(siche dazu Levitan und Herman 1987, [33]).

5.3.2 ART (Algebraic Reconstruction technique)
Auch hier folgen wir dem Buch von Natterer und Wiibeling, [11] S. 110 ff.

ART ist einfach die wohlbekannte Kaczmarz-Methode (Projektion auf affine Unterréu-
me) zur Losung tiber- oder unterbestimmter linearer Systeme.

Wie wir spater noch sehen werden, ist der OSEM-Algorithmus nur eine multiplikative
Version der Kaczmarz-Methode fiir die Losung Af = ¢g. Wir werden also im Folgen-
den ART vorstellen und die Konvergenz fiir eine allgemeinere Form von ART beweisen.
Nachdem wir diese Uberlegungen getroffen haben, werden wir im néchsten Abschnitt
die Konvergenzgeschwindigkeiten von ART und OSEM miteinander vergleichen.

Der numerische Algorithmus ART fiir vollstandige Daten
Sei R;f = g; ein System mit:
RJH—>H] j:l”p

beschrénkte, lineare Operatoren , also R; € L(H, H;) mit H, H;, j =1,...,p Hilbert-
raume.

Da wir von vollstandigen Daten ausgehen, ist R; eine Surjektion fiir j =1,...,p.
Sei
Ry 91
R=1 1 ], 9=| i | mdRf=yg
Ry 9p

wobei g die gegebenen Daten und f € H gesucht ist.

Sei P; : H — M die Projektion in den affinen Unterraum R;f = g;.
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N(R;)

Abbildung 5.1: Projektion in den affinen Unterraum R, f = g;.

Fir f € H= N(R;) ® R(R}) """ N(R;) ® R(R?) gilt somit:
M
= =ML

H> f= fi + f, eindeutige Zerlegung
N~

eM eM-+

= 3Ju; € H; mit f = P;f + Rju;
<~ I
eM GMJ‘
= Rjf = BB f +R; Rju;
——

= 3Gj
da P;f im affinen UR

= ij —g; = R]R;’LLJ .

Da R; surjektiv, also R(R;) = H; ist, folgt mit Satz 2.11 und Korallar 2.4:

N(R}) = R(R;)" = H;- = {0}.

Der adjungierte Operator R ist also injektiv, und da

R(R}) C R(R;) € N(R;)*
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ist, R; jedoch auf N(R;)* injektiv ist, erhalten wir, dass R;R; als Hintereinanderaus-
fiihrung injektiver Operatoren injektiv ist.
Damit gilt:

uj = (B R) ™ (R f — g5)
und daraus folgt wiederum:

Pif = f— Rju,
= [ Rj(RR) " (R;f — g5)
= [+ Ri(B;R;) (g5 — B;f).

Dieses Ergebnis fassen wir in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 5.13. Die orthogonale Projektion P; von H in den affinen Unterraum R;f = g,
lautet:

Pif = f+4+R(R;R) " (g; — Rif). (5.20)

Andere Formen des Verfahrens von Kaczmarz:

Setzen wir fir w > 0
Pj‘-":(l—w)l—i—ij, P“’:P]‘;’~...-P{",

dann lautet das Kaczmarz-Verfahren mit Relaxationsfaktor w zur Losung von Rf = g

=Pyt
genauer:
fk,O _ fk
fk,j _ ijfk,j—l
_ (1 . w)]—fk,jfl + ijfk,jfl (521)
P R (R R T g = RifTY) =1 p

fk+1 _ fk,p )
(5.22)

Fiir w = 1 und ein lineares System Rf = g, das aus p skalaren Gleichungen in n Unbe-
kannten besteht, wurde diese Methode von Kaczmarz 1937 vorgeschlagen.
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Setzt man:

A= PRl = T L Ry j=1,000p

J
= .=+ Ry
=1

in die Iterationsvorschrift (5.21) ein, so erhélt man:

j j-1 !
L Z Riu = f*0 + Z Rjw +CUR;(R]'R;)_1 (gj — R0 — Z R;Rjw
=1

=1
N 7 N ~~ 7

~
fhid fhii—1

=1

und daraus ergibt sich:

=1

j—1
R;Uj = WR;(R]R;)il (g] — ijk’o — Z R]R;ul> .

Da R} injektiv ist, kann man es auch weglassen und es folgt:

7j—1
u; = W(RjR;)il (gj — ijk,O — Z RJR?UZ> .

=1

Damit erhalten wir:
j—1
uwm%:w<%—Rﬁm—§:@mm>
=1

In der Matrixschreibweise bedeutet dies:

Uy RlRT cee RlR;
u= : , RR* = : : =D+ L+L"
Uy R,Ryx -+ R,R;
mit
0 -0
R\R; 0
D= . . o= | TR
0 R,R; : -
R, R} R,R, 1 O

167

(5.23)

)
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Es gilt also:
Du=w (g— Rf*0 —Lu) ,

und wenn wir diese Gleichung nach u auflésen, dann ergibt sich:
u=(D+wL)"" (g Rf*?).

Somit gilt fiir unsere Iteration:
p
5.23 .
pe = e O o N Ry
I=1

_ fk:,() + R*u
u eing:esetzt fk’o + WR* (D + u_)L)_l (g . Rfk,(])
= (I-wR (D+wL) ™ R) f* + wR* (D+wL) g

- >
g

=:B,, =:by

und daraus folgt:
f =By f* +b, = Buf* + b, .
~~
_fk
Bei der Anwendung von ART hiitten wir einen guten Startwert fiir f© € R(R*), z. B.
% =0 oder f° = R*g.

Den Konvergenzbeweis fithren wir nun fiir eine etwas allgemeinere Methode als (5.21)
durch. Dabei ersetzen wir den Operator R;R; in der Formel (5.21) durch eine willkiirli-
chen positiv definiten Operator C; in Hj.

Somit erhalten wir:

fk,O — fk
A= T L wRICT (g - R fMTY j=1,0p (5.24)
fk—',-l _ fk,p.

Spezialfall:  p = 1, C} = I, Landweber Iteration (Hanke, Neubauer und Scherzer
1995, [34])

Wir betrachten nun den konsistenten Fall, bei dem Rf = g eine Losung hat. Um den
Satz iiber die Konvergenz von f* beweisen zu kénnen, benétigen wir zuerst noch folgen-
den Hilfssatz.

Hilfssatz 5.14. Sei Q ein selbstadjungierter Operator in einem Hilbertraum mit
| Q<1 und || QF [[<[[ f I fir f # 0. Dann gilt:

Qk k:—_>>oo 0.
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Beweis. Sei €, =| Q*f ||. Da jede beschriinkte und monotone Folge reeller Zahlen
konvergiert und
e 0=<¢, <¢ = (€ )r beschrankt
e g€ e > ... = (€g)r nicht wachsend

konvergiert () mit limg .o €, =: €.
Da auch alle Teilfolgen gegen € konvergieren folgt:

Jim [ Q*f =€

und
Tim || Q%' =
Da
1 Q*Ff=Q* 21?2 = [ Q*f I* + (| Q™ f |> —2(@™"f,Q*"*™f)
= e +rom =2 1m
—€ —€ toe
— 0 Vm

folgt: (Q%* f); ist eine Cauchy-Folge.
Da jeder Hilbertraum vollstindig ist, konvergiert (Q%* f), und es gilt:

klim Q¥ f=:¢.
Wegen der Stetigkeit der Norm und des Operators () erhalten wir
T | Q% 1=l g |
und
Tim || Q%7 ||= Jim || QQ™f =] Qa ||

Das bedeutet:

¢ = 1m [ Q*F =g wmd

¢ = lim Q=] Q.

Also:
| Qg =gl -

Da laut Voraussetzung || Qg ||<|| ¢ || fiir g # 0 ist, folgt:

g=70,
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und daraus ergibt sich mit Hilfe der Normeigenschaften, dass

ist. Weitherhin gilt dann:

k
[Q"F I hmge
171
~——
#0

| Q* [|:= sup
f#0

und daraus folgt dann die Behauptung:
Qk kloo 0.
0

Satz 5.15. Sei C; beschrinkt und positiv definit und 0 < R;R; < Cj, j=1,...,p. Sei
Rf = g konsistent.
Dann konvergiert die Iteration (5.24) und

f*— Prf’+ R*y, (5.25)
wobei Pg die orthogonale Projektion auf N(R) und R die verallgemeinerte Inverse (sie-

he auch Definition 3.3) ist.

Beweis. Sei f* die Minimum-Norm-Losung von Rf = g, also RfT = ¢ (da konsistent)
und f* € N(R)* nach Satz 3.4. Sei e* := f* — f*. Daraus folgt:

et = Qe =.. . =QF e mit Q=0Qp-...-Q1 und (5.26)
Qi = I—wR;C7'R;  j=1,....p. (5.27)
Daraus erkennen wir:
Q = I auf N(R).
2.2.:
1. Q" "= 0 auf N(R)*.
9. fR 2 Pafo 4+ Rty
dazu:
1.
1Qif P = Il fIIP —2w(f, R;C;'R; ) +w* (R;C; ' R; f, R;C; R f )

= || fII® —2w(R;f, C;lef>+w2 <RjR;C;1ij, C;lef>.

170



5 Das D-D-Modell und darauf beruhende Bildrekonstruktionen

Da R;R; < Cj ist folgt:

(RiR;C7R; f,C7 R f ) < (CiC R f, G R f)
und somit gilt:

1Qif IP < (I fIP —2w(R;f,C7 R f) +w® (R f,C; Ry f)
If 1 —w(2—w) (R;f.C; R, f) - (5.28)

Da C} ! positiv definit ist gilt:

<ij, C;lRJf> =0 & ij =0 f c N(RJ)
Fiir 0 < w < 2 gilt damit:

1 Q;f 1<l 1l
und
FeNER) < Qi f =l

Damit erhalten wir:

QIS f I wnd [[Qf =] f |« f€NR).
Fiir 0 # f € N(R)* gilt somit: || Qf ||<|| f || -

1. Fall: N(R)* endlich dimensional
= Q ist eine Kontraktion auf N(R)™*
= Q" "= 0 auf N(R)™*.
2. Fall: N(R)* unendlich dimensional.
Da
(I —wR;C7'R))* = I"—wR; (C;)'R;
~——
:Cj—l
* v—1
= ] — ijCj Rj
= Q]-
folgt, dass @ selbstadjungiert ist und da
Q
1@ l=mp <1
SN
<1
und
| Qf NI<Il £ fiir 0 # f € N(R)*" (Hilbertraum),

sind also alle Voraussetzungen des Hilfssatz 5.14 erfiillt und somit erhalten wir:

Q" "=5° 0 auf N(R)*.
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2. Um den Beweis nun zu beenden, schreiben wir:
=f0—f" = Pf°+1f°—Paf’—f*
= Prf+ I —Pr)f°—f".
Da @ = I auf N(R) und

fk . f+ — 526) Qk 0
= Qk (Prf®+ (I = Pr)f° = f")
= Q" Prf° +QF (I = Pr)f* = f*)
= PRan

da Prf° orthogonale Proj.
aufN(R) und @ = I auf N(R)

= Ppf'+Q"[(I—-Pr)f°— [T
— =~

eEN(R)+L EN(R)L

k—oo

Q+* =0 auf N(R)L
= Paf?
folgt:
FEEEE Prf

Ein Nebenprodukt des obigen Beweises ist das folgende Korollar:

Korollar 5.16. FEs seien dieselben Voraussetzungen gegeben wie in Satz 5.15. Dann
qgilt:

|7 = FIPLI 7 = F I w2 = w) (Rif™ gy, CFHR 1 = g5)
mit f = Prf%+ R*g.

Beweis.
L = f 1P = T RO gy = Ryf* ) = f I
= QT v wRICT g —f |

= QY =Qif IP=l (Y = ) IP

7= FIP —w(@ = w) (Ry(fY71 = ), O R (f 7 = )
I = FIP w2 = w) (Rif™ 7 = g5, CTHR 7 = g5)
0

Der Fehler wird also kleiner, solange R;f*7~! — g, nicht verschwindet.
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5.3.3 Zusammenhang zwischen OSEM und ART

Die Ideen fiir diesen Abschnitt entstammen ebenfalls wieder aus [11] S. 123 ff.

Wenn wir nun - wie gefordert - das lineare inverse Problem Af = g 16sen wollen, wobei
A als bekannt vorausgesetzt wird (siehe Seite 144 ), und dieses Problem wie bei OSEM
in (5.17) in das System:

mit den linearen Abbildungen:
A :R™ —=R", g, €¢R"™

zerlegt wird, so konnen wir zur Losung des Systems nicht nur (5.18), sondern auch ART
verwenden. Dazu versehen wir das ganze mit den Skalarprodukten:

(z,y); = <%xy> (7, y),, = <ixy>

wobei (-, -) das natiirliche Skalarprodukt auf dem R™ bzw. R™ ist. Dann gilt:

(1), = i), = (i),

_ < 7 Aj >

_ <zi _>

B fCL ’ j R™

- (), (et
gj ¥

und somit haben wir:
A;:ijT : (5.29)
a gj

Wir erkennen also, dass OSEM nur eine multiplikative Version der Kaczmarz-Methode
fiir die Losung des inversen Problems Af = g ist.
Hier noch einmal beide Algorithmen fiir obiges System auf einen Blick:

OSEM:
fk,O — fk
kj _ k 1 j c
i = phi- A]W 7=1,...,p
karl — fk,p
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ART:
fk,O — fk
fk’j = fk’jil + WA;(AJA;)il(gj - Ajkail) j = 17 RNy Y
fk+1 — fk,p

mit A5 wie in (5.29).

Vergleich der Konvergenzgeschwindigkeiten von OSEM und ART

e OSEM: Fiihren wir auch hier, wie von Tanaka 1987 in [35] vorgeschlagen wurde,
einen Relaxationsparameter w ein und setzen:

a

dann gilt fiir den OSEM-Algorithmus mit Relaxationsparameter w:
=645, GY=Gyo...0GY, (5.30)

wobei 7 o” Komposition bedeutet.

Fiir w = 1 erhalten wir den Standard OSEM-Algorithmus.
Fiir p = 1 erhalten wir den Standard EM mit Relaxation:

4
a Ay fF
Vv
relaxierter EM

6o =Gt = = =G = (LAl )

J/

Wenn wir Konvergenz annehmen, dann wird die Konvergenzgeschwindigkeit durch
die Jakobi-Matrix (G*)'(f) fiir festes f von (5.30) bestimmt.
Wir treffen also folgende Annahmen:

— Konvergenz,
— Af=g.
Damit erhalten wir:
p f 1
(=11 ([ - w—AjT—Aj> : (5.31)
- a gj
7=1
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o ART: Wir setzen:

Q;(f) = f+wA;C7 g — A f)  G=1,....p,

dann gilt fiir ART:

fk+1 :Q(fk>7 Q:QPO“'OQla (532)

wobei 7 o” Komposition bedeutet. Damit erhalten wir:

Q) = JIUT-wasc;ay)

j=1
. P 1
(5.29) I1 (1 - ngJchjAj) . (5.33)
=1 9i
Fiir C; = I gilt:
G'(f)=Q'(f)

und wir kénnen nun schlieffen, dass die Konvergenzgeschwindigkeiten von OSEM und
ART dieselben sind, und dass im Grofsen und Ganzen die Konvergenzanalyse von ART
aus [11] S. 110 ff., angewendet auf OSEM, auch dieselbe ist.

Da eine ausfiihrliche Konvergenzanalyse den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde und
unter der angegebenen Quelle [11] auch gut nachzulesen ist, wollen wir im Folgenden
nur die Ergebnisse in einer Bemerkung kurz darstellen.

Bemerkung 5.17. e OSEM ist schneller als EM in demselben Sinne wie ART
schneller als Landweber ist.

o Fiir relaxierten OSEM sind sehr kleine Relazationsfaktoren vorteilhaft.

o Auch die Konvergenzgeschwindigkeit von OSEM hédngt von der Anordnung der
Gleichungen ab (genau auf dieselbe Art und Weise wie bei ART).

o Fiir geeignete Anordnungen der Gleichungen und geeignete Relaxationsparameter
konvergiert ART sehr schnell [28].

e Herman et al (1995) [36] fihrten mehrere Experimente mit verschiedenen Rela-

xationsparametern durch und folgerten schlieflich, dass die beste Methode, eine
Menge von Parametern zu finden, experimentell ist.
Um ART zu optimieren sollte man zu jeder Iteration den besten w-Parameter zum
Fortsetzen herausfinden. Wenn eine geeignete Reihe von Regularisierungsparame-
tern w* gewdhlt wurden, wird eine Rekonstruktion von guter Qualitit schon nach
2 bis 3 Iterationen des ART-Algorithmus erreicht [28].
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5.4 Zusammenfassung

Geméf |20] konnen wir Folgendes festhalten:

Den Nutzen, den wir von iterativen Algorithmen erwarten, besteht in einer Verbesse-
rung der Auflésung, die durch eine genauere Modellierung der physikalischen Messungen
erreicht wird. Abgesehen von dem System-Modell, welches zu der Geometrie des Date-
nerwerbs in Beziehung steht, sind iterative Algorithmen unabhéngig von der 2D oder
3D Natur des Problems. Die Wahl und die Durchfithrung eines Algorithmus werden den-
noch durch die Eigenschaften des 3D Problems beeinflusst. Die Haupteigenschaft ist die
riesige Datenmenge: gewohnlich hat man iiber 10 Millionen LOR’s. Man kénnte meinen,
dass die grofe Dimension des Problems zu inakzeptablen langen Rekonstruktionszeiten
fithrt und in der Tat benétigen viele Methoden, so wie der EM-Algorithmus, der bei jeder
Iteration die gesamte Datenmenge miteinbezieht, fiir jede Iteration annéhernd dieselbe
Zeit wie die gesamte 3D FBP. Die Forschung zu modellbasierten Bildrekonstruktions-
methoden steht also vor zwei Problemen:

1. Wie wihlen wir eine Kostenfunktion, die Bilder mit den gewiinschten Eigenschaften
produzieren soll, und

2. wie finden wir diese Bilder moglichst schnell.

In der 1. Kategorie wird an der statistischen und physikalischen Modellierung der Daten,
der Wahl von Bildglattungstermen, die die Losung regularisieren sollen und der Wahl
von Kostenfunktionen, die iiber dem Bildraum optimiert werden miissen, gearbeitet.

In der 2. Kategorie geht es darum, moglichst schnell eine Lésung zu finden, sobald eine
Kostenfunktion ausgewéhlt wurde. Prinzipiell sind die Losungen des konkaven Maximie-
rungsproblems, die uns iiblicherweise in der Bildrekonstruktion begegnen, unabhéngig
von dem numerischen Algorithmus, der ausgewéhlt wurde, um die Losung zu finden. In
der Praxis jedoch werden die schnellen Algorithmen oft vor der Konvergenz abgebro-
chen, so dass die Losung eine Funktion des Algorithmus wird. Trotzdem ist es niitzlich,
den Unterschied zwischen den Klassen von Algorithmen zu behalten, die angeblich die-
selbe Losung berechnen und denen, die verschiedene ” Kostenkriterien” optimieren und
deshalb in verschiedenen Losungen resultieren.

Wir werden uns im Folgenden nun hauptsichlich mit der Wahl des iterativen Algo-
rithmus befassen und die Probleme, die die Kostenfunktionswahl betreffen aufser Acht
lassen.

Wie wir gesehen haben war Shepp and Vardi’s ML-Algorithmus, der auf EM (expectati-
on maximization) basiert, unter den ersten, die explizit die Poisson-Verteilung in photo-
nenbeschrankten Bildgebungssystemen bei der Modellierung miteinbezogen haben. Die
EM-Formulierung dieses Problems fiihrte zu einer Gleichung, die an den frithen multi-
plikativen ART-Algorithmus erinnert.

Die Verbesserungen in der Bildqualitét, die der ML-EM Algorithmus lieferte, hatten ei-
ne enorme nachfolgenden Forschungstétigkeit zur Folge. Viele dieser Arbeiten wendeten
sich den Problemen der langsamen Konvergenz und den Instabilitaten, die sich durch
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die hohe Varianz der geschétzten Voxelintensitéit erklaren lassen, zu.

Das erste Problem lief sich durch die Einfithrung blockiterativer Versionen (OSEM)
16sen. OSEM kann weder auf einzelne Blécke angewendet werden, noch konvergiert er
fiir beliebig gewahlte Blocke. Er ist jedoch in vielen Féllen von praktischem Interesse.
Er ldsst sich so gut wie ML-EM durchfithren, jedoch mit einer geringeren Anzahl an
[terationen. Manglos et al bemerkten in [37] jedoch, dass verrauschte Rekonstruktio-
nen entstehen kénnen, wenn zuviele Teilmengen bei OSEM benutzt werden. Sowohl bei
OSEM als auch bei ART kann die sorgsame Auswahl der Teilmengenanordnungen die
Konvergenz auferordentlich beschleunigen. Der Mangel an Konvergenz von OSEM ist
in gewissem Mafse nur von theoretischem Interesse und Wichtigkeit, da der Algorithmus
in der Praxis eh nach nur ein paar Iterationen abgebrochen wird.

Um die ”limit cycles”, die bei verrauschten Daten entstehen zu entfernen, wurde von
Browne and De Pierro der Algorithmus RAMLA eingefithrt (Modifikation von OSEM
mit starker unter-Relaxation).

Das zweite Problem kann in der Praxis durch friihzeitige Beendigung des Algorithmus
oder durch Glattung der Bilder nach der Rekonstruktion kontrolliert werden. Ein wei-
terer Ansatz zur Kontrollierung der Instabilitdten besteht in der Regularisierung der
Losung (Maximum a posteriori (MAP) Bayesian oder penalized ML). Dabei wird ein
Glattungsmals zu der LLF hinzugefiigt, um iibertriebenes Rauschen in den Bildern ” zu
bestrafen”. Die MAP-Losung kann durch Verallgemeinerungen des ML-EM Algorithmus
berechnet werden.

Eine Kurzzusammenfassung iiber weitere Verbesserungsmethoden findet der interessierte
Leser in [20].
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Zuerst einmal soll in diesem Kapitel auf die Dinge hingewiesen werden, die nur kurz,
bzw. gar nicht in den vorangegangenen Kapiteln besprochen wurden, und die durchaus
noch einer genaueren Ausfiihrung bediirften, jedoch den Rahmen dieser Arbeit iiber-
schritten héatten.

Zunachst einmal zéhlt darunter die Verfeinerung der Modelle aus Kapitel 3 und 5. Die
Modelle werden genauer und besser, wenn wir die gestreuten und zufélligen Koiniziden-
zen noch mitbetrachten und unsere Uberlegungen nocheinmal mit diesen neuen, verbes-
serten Modellen durchfiihren wiirden. (Siche dazu auch Lewitt, [10] S. 4 und 6.)

Ich mochte auch darauf hinweisen, dass der Inversionsansatz in Kapitel 4 auf dem ein-
fachsten C-C-Modell der ET basiert. (Zur Erinnerung: Die Daten entsprechen Linien-
integralen tiber der gesuchten Funktion). Inversion ist auch fiir ein realistischeres C-C-
Modell der ET moglich, welches die Dampfung der Photonen zwischen Emissionspunkt
und Detektoren miteinbezieht. Dieses Modell soll im Folgenden kurz skizziert werden.
Eine genaue Herleitung dieses Modells kann in der Staatsexamensarbeit von Frau Elke
Weidig [38] nachgelesen werden.

9(wr, 9, 6,0) = / f(w,y, 2)e” Frtena MM e 1O g
L

= e LrOdgtSl (g y,, 9,0).

L, und L_ bezeichnen die zwei Abschnitte von L zwischen dem Punkt (z,y, z) und den
zwei entgegengesetzten Detektoren.

wu(l) ist der lineare Dampfungskoeffizient im Punkt [ entlang der Linie L.

e~ Jordl gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass keine Wechselwirkungen mit dem damp-
fenden Gewebe fiir Photonen, die entlang des LOR’s L emittiert werden, bestehen.

Das obige C-C-Modell der PET enthalt nur Dampfungseffekte, jedoch nichts zu Streu-

ungs- und Zufallskoinzidenzen und koénnte auch noch bzgl. dieser Faktoren ausgeweitet
und verbessert werden.
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Des Weiteren ergeben sich auch noch ein paar interessante Fragestellungen zur mathe-
matischen Behandlung des Effektes der Dampfung. Anhand des obigen Modells erkennen
wir, dass die Detektionswahrscheinlichkeit fiir einen Zerfall irgendwo entlang der Linie
nicht vom Ort des Zerfalls entlang der Linie, sondern nur von dem Integral iiber die
Dampfung iiber die gesamte Linie abhéngt. Inversionsmethoden, die fiir g(z,,y., ¢,0)
entwickelt wurden, konnen weiterhin benutzt werden, nachdem man eine Vorverarbei-
tung der Daten, um den Effekt der Dampfung zu korrigieren, vorgenommen hat. Man
benotigt also ein Bild von der rdumlichen Verteilung der Dampfungskoeffizienten, bevor
man die Emissionsverteilung rekonstruiert. Wie schon in Abschnitt 1.3.2 erwahnt wurde,
stehen uns zwei Methoden zur Dampfungskorrektur zur Verfiigung: die gemessene und
die berechnete Korrektur.

Bei der letzteren Dampfungskorrektur nehmen wir an, dass die Aufenkontur bekannt
ist und, dass innerhalb dieser Kontur die Dampfungseigenschaften konstant sind (z. B.
keine Lunge oder keine wesentlichen Knochen). Die Aussenkontur kann automatisch aus
den Daten bestimmt werden oder definiert werden, indem ein Bild ohne Dampfungskor-
rektur benutzt wird.

Bei einer gemessenen Dampfungskorrektur wird ein zusétzlicher Scan durchgefiihrt. Man
benutzt eine externe Quelle radioaktiver Strahlung, die die Photonen durch den Korper
des Patienten zu den Detektoren sendet.

Abbildung 6.1: Rotierende Quelle fiir den Transmissions-Scan. Quelle: [8] Figure 7.

Diese sog. Transmissions-Daten werden zu den Daten ins Verhiltnis gesetzt, die entste-
hen, wenn kein Patient im Scanner ist. Dieses Verhéltnis wird fiir jede mdgliche Koinzi-
denz einzeln bestimmt und liefert eine Schitzung fiir die Wahrscheinlichkeit, dass keine
Wechselwirkungen mit dem ddmpfenden Gewebe fiir Photonen, die entlang des entspre-
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chenden LOR’s emittiert werden, bestehen (z. B. entspricht dies e~ /r#®D ) TIm Prinzip
konnte diese Schatzung direkt in der PET benutzt werden, da der Kehrwert des obigen
Verhiltnisses eine Schitzung des Dampfungskorrekturfaktors fiir die Daten ergibt. Das
Problem hierbei liegt jedoch darin, dass der grofste Korrekturfaktor aus den am wenigs-
ten verfiigharen Zahlungen resultiert und dies zu sehr verrauschten Schatzungen fiihrt.
Ein moglicher Ansatz zur Behebung dieses Problems besteht darin, den Logarithmus von
jedem dieser Verhéltnisse zu nehmen, um Schitzungen des Linienintegrals der Damp-
fungskoeffizientenverteilung (wie in der CT) zu erhalten. Dann rekonstruiert man die
Verteilung aus diesen Daten unter Verwendung eines CT-Algorithmus fiir die Transmis-
sionsgeometrie.

Einige kiirzlich entwickelte Scanner kombinieren einen CT-Scanner mit einem ET-Scan-
ner, um kombinierte CT-PET-Systeme zu bilden. Das Resultat der Rekonstruktion aus
den Transmissionsdaten kann geglattet werden oder in diskrete Regionen zerlegt wer-
den, um eine sogenannte ” attenuation map” zu entwickeln. Unter Verwendung dieser
7 attenuation map” kénnen die Integrale fiir komplette Linien berechnet werden, entwe-
der durch Integration in das D-D-Modell oder durch Vorverarbeitung des Emissionsda-
ten.

Dieser Ansatz ist gut, wenn die Transmissionsdaten eine grofe Anzahl an Zahlungen
haben. Das Problem hierbei ist jedoch, dass die meisten PET-Scanner vergleichsweise
schwache radioaktive Quellen benutzen, um die Transmissionsdaten zu erhalten. Daraus
ergibt sich dann auch nur eine geringe Anzahl an Zahlungen. In diesem Fall ist es alles
andere als optimal, den Logarithmus der geringzahligen Daten zu nehmen, um Schétzun-
gen des Linienintegrals zu erhalten, da solche Poissondaten nicht symmetrisch um den
Erwartungswert sind und Messungen beinhalten, die Null Z&dhlungen haben. Aufserdem
beinhalten die Daten in der Praxis zusatzliche Beitrdge von Streuung und Emissions-
aktivitat, welche oft im Patienten zur selben Zeit, in der auch der Transmissions-Scan
durchgefiihrt wird, prasent sind. Schétzungen dieser Beitrage werden oft von den Daten
subtrahiert, was dann zu negativen Zahlungen und somit zu einem Problem bei der An-
wendung des Logarithmus fiihren kann.

Fiir geringzahlige Daten ist es deshalb ratsam, ein statistisches Modell des Messprozes-
ses zu formulieren und einen Algorithmus herzuleiten, der direkt auf den Original-Daten
operiert, um die ” attenuation map” zu erhalten.

Eine genaue Ausfiihrung eines solchen Modells ist z. B. in dem Artikel von 7 C.Y. Bai,
P. E. Kinahan, D. Brasse, C. Comtat, and D. W. Townsend, Postinjection single photon
transmission tomography with ordered-subset algorithms for whole-body PET imaging,
IEEE Transactions on Nuclear Science, Volume 49, Number 1, pp. 74-81, 2002”, nach-
zulesen.

Insgesamt konnen wir festhalten, dass alle Methoden, die Transmissionsdaten verarbei-
ten, zu einer Vermehrung von Rauschen und Messfehlern fiihren.

Das Rauschen und die Messfehler aus den Transmissionsdaten gelangen in die rekon-
struierte ” attenuation map” und von dort in die korrigierten Emissionsdaten oder die
Systemmatrix der Emissionsrekonstruktion und schlieflich in das rekonstruierte Bild der
Emissionsaktivitét.
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6 Ausblick

Die Analyse der Vermehrung von Rauschen und Fehlern aus den Transmissionsdaten
ist ein fiir die Zukunft herausforderndes Problem, ebenso die Weiterentwicklung der
CT-PET-Systeme.

Auf dem Gebiet der iterativen Methoden wird zum gegenwértigen Zeitpunkt sowie in
naher Zukunft Forschungstitigkeit geleistet bzw. geleistet werden. Wie wir bereits gese-
hen haben, stellen iterative Methoden grofe Anforderungen an die Rechenzeit, besonders
wenn Datenmengen benutzt werden, die von der aktuellen Scanner-Generation, die eine
sehr hohe Auflésung haben, produziert werden. Die laufende Arbeit besteht nun darin,
die bereits bekannten Algorithmen auf Klustern der genutzten PC-Prozessoren zu im-
plementieren.

Wir wollen diese Arbeit nun mit der Bemerkung beenden, dass der OSEM-Ansatz kiirz-
lich von Firmen, die nukleare medizinische Bildgebungssysteme herstellen, angenommen
wurde. Nun, da die Tiiren fiir den Gebrauch iterativer Ansétze in klinischen Einrichtun-
gen geoffnet wurden, wird es interessant sein zu sehen, wie die jeweiligen Leistungen von
OSEM und anderen blockiterativen Ansétzen bzgl. klinisch relevanter Messungen in der
Bildqualitdt und den Kosten sein werden.
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