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Kurze Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Berechnung eines Rekonstruktionskerns fiir die 3D-Rontgen-
transformation. Dabei wird eine analytische, exakte Rekonstruktionsformel fiir die 3D-Rontgen-
transformation bewiesen und als Grundlage fiir ein numerisches Rekonstruktionsverfahren ver-
wendet. Rekonstruktionen aus virtuellen und realen Datensétzen werden présentiert.

Im ersten Teil werden die Inversionsformeln von Louis und von Katsevich vorgestellt und
bewiesen. Fiir die Formel von Katsevich zeigen wir dabei eine neue Herleitung, die eine bessere
Einordnung in die allgemeine Theorie erlaubt. Die Formel von Louis erlaubt uns zusammen mit
dem Verfahren der Approximativen Inversen eine explizite Rekonstruktionskernberechnung fiir
die Kreisgeometrie. Mit Hilfe dieses Kerns erstellen wir Rekonstruktionen sowohl aus virtuellen
als auch aus echten Datensitzen. Ein Vergleich mit dem Feldkamp-Verfahren zeigt, dass unser
Verfahren durchgéngig mindestens gleichwertig ist, insbesondere bei stark verrauschten Daten
Vorteile bringt und einen dquivalenten numerischen Aufwand hat.

Das Rekonstruktionsverfahren und die numerischen Berechnungen werden fiir die Kreisgeo-
metrie durchgefiihrt. Beim Ubergang zur Spiralgeometrie benétigen wir das Crofton-Symbol
einer endlichen Spirale. Dieses bestimmen wir daher im letzten Teil der Arbeit, es stellt sich als
sehr komplex heraus.



Abstract

The objective of this work is the computation of a reconstruction kernel for the 3D cone beam
transform. We prove an analytical, exact inversion formula for the cone beam transform and use
it for a numerical reconstruction algorithm. Reconstructions from both artificial and real data are
presented.

In the first part we present and prove both the inversion formulae of Louis and Katsevich.
The novel proof for Katsevich’s formula allows a better classification with respect to the general
theory. Using Louis’ formula and the method of Approximate Inverse, we deduce an explicit
formula for the reconstruction kernel. We apply that kernel to both artifical and real data. Com-
paring our results with the well-known Feldkamp algorithm, we see that our method is at least
on par with Feldkamp and has a tremendous advantage when used with noisy data, while having
a similar numerical complexity.

The reconstruction formula and the numerical calculations are conducted for the circular geo-
metry. For the helical geometry, we need the Crofton symbol of a helix. We therefore determine
the Crofton symbol for a finite helix. It turns out that the resulting formula is very complex,
which puts a new complexion onto methods avoiding the precise calculation.
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Einleitung

Die Réntgen-Computertomographie ist heute ein Standardverfahren diaggostischen Me-
dizin und beim zerstdrungsfreien Prifen, um nichtinvasiv Informatiditeer das untersuchte
Objekt — Patient oder Testkdrper — zu erhalten. Das Untersuchuegsabrd dabei aus ver-
schiedenen Richtungen mit Rontgenstrahlen durchleuchtet, die nach uemdufen des Ob-
jekts auf einen Detektor aufffen. Die gemessenen Daten erlauben die Bestimmung der Ab-
sorptionsko#izienten, d. h. die Abschwéachung der Strahlen durch das Objekt.

Die mathematische Modellierung dieses Sachverhalts fiihrt auf eine liglegphung erster
Art,

Df=g.

Die IntegraltransformatioD wird (divergente) Rontgentransformation genannt. Aus den ge-
messenen Datapsoll dann die Gewebedichferekonstruiert werden. Mathematisch handelt es
sich bei dieser Aufgabe um ein inverses Problem. Eine typische Eigafhsohn inversen Pro-
blemen ist ihre Schlechtgestelltheit, kleine Messfehler in den Daten fuhmgroBen Fehlern in
der Rekonstruktion. Daher muss man die gemessenen Daten regularigiereine Naherungs-
I6sung zu bestimmen. Die verwendete Regularisierung und das Rekdimstswkerfahren ins-
gesamt hangt von der Messgeometrie ab: Wahrend in den Anfang&oadgiutertomographie
(CT) die 2D-CT im Vordergrund stand und die Pioniere Allan Cormack uadff@y Hounsfield
1979 fur die Entwicklung der CT den Medizin-Nobelpreis zuerkannabedn, steht heute die
3D-CT im Fokus der Forschung. Dabei besteht ein Detektor aus neehRe&ihen an Einzelde-
tektoren, es ist eine Detektormatrix. Die Rontgenquelle bewegt sich aufrastbematischen
Kurve um das Objekt und durchleuchtet es mit einem Strahlenkegel €statn Facher von
Strahlen wie in der 2D-CT). Meistens handelt es sich bei dieser Kurveinen Kreis oder eine
Spirale. Fir den Kreis hat sich das Verfahren von Feldkamp et all§gtandardverfahren eta-
bliert. Es basiert auf einer heuristischen Verallgemeinerung der gefiltBiiekprojektion aus
der 2D-CT und dient uns in dieser Arbeit als Vergleich zu unserenakiezh der Approximati-
ven Inversen [24].

Letztere wird im ersten Kapitel vorgestellt, es handelt sich um eine Methmaé.euis zur
Lésung von linearen inversen Problemen. Dabei wird nicht die geséehtktion f, sondern
eine Naherung in der Forgf, ) berechnet. Die Funktioa hat die Aufgabe, die Fehler in der
Rekonstruktion zu glatten und wird deshalb auch Mollifier genannt. DeeNaler Approxima-
tiven Inversen liegt darin, dass man aus dem Mollifier einen Rekonstnskiony unabhangig
von den Daten bestimmen kann. Mit diesem kann dann das Ergebnis algp8b@ilékt mit den
Daten geschrieben werden:

(f.ey=(g.¥).



Vi Einleitung

AulRRerdem betrachten und beweisen wir die Inversionsformeln von Liadigon Katsevich. Wir

geben dabei eine neue und elegante Herleitung der Formel von Katsevidie eine bessere
Einordnung in die allgemeine Theorie erlaubt. Beide Inversionsformelnng&itesogenann-

te Tuy-Kirillov-Kurven (ein Kreis ist keine Tuy-Kirillov-Kurve, eine Spiebei hinreichender

Lange schon).

Mit Hilfe der Inversionsformel von Louis berechnen wir im zweiten Kapéiele analytische
Formel fur den Rekonstruktionskeyn, der Rontgentransformation. Bereits Dietz benutzte in
[8] die Approximative Inverse als Rekonstruktionsverfahren, er teusiser noch den Umweg
Uber den Rekonstruktionskegik der Radontransformation nehmen. Unsere analytische Formel
ermdglicht eine sehr schnelle Berechnung des Kerns; eine Vorlmneglvor der eigentlichen
Datenmessung ist nicht mehr notwendig, was die Flexibilitat erhéht. Auchgiichbunsere
schnelle Kernberechnung eine automatisierte Bestimmung eines geeigngtdarReerungs-
parameters.

Das dritte Kapitel ist den Anwendungen gewidmet. Wir vergleichen ungdgarithmus mit
dem Feldkamp-Algorithmus. Dieser Vergleich wird zum einen mit kiinstlicheleiaum an-
deren mit echten Messdaten des Fraunhofer-Instituts fur ZerstdreiegBrufverfahren (IZFP)
durchgefihrt. Insbesondere bei verrauschten Daten stellt dieoRippative Inverse sich als das
robustere Verfahren heraus.

Die verwendeten Messdaten entstammen dem Bereich ,Zerstorung$iréiesn“. Dort ist
die Kreisgeometrie wohl nach wie vor die am haufigsten verwendete Geenae Quelle und
der Detektor sind fixiert, das Objekt liegt im Strahlengang auf einem séitediden Teller. Dies
erlaubt sehr grof3e Detektoren, die trotz ihrer Grol3e sehr préazigeraiget werden kdnnen.
Detektoren mit 1024 1024 Sensoren sind dabei schon Standard, erste Modelle mik2D48
Sensoren sind auf dem Markt erhaltlich.

Im medizinischen Bereich ist die Kreisgeometrie von der Spiralgeometrieareytworden.
Hierbei liegt der Patient méglichst ruhig auf einer Liege und die Quelle t&#@nt dem Detek-
tor. Eine gleichméRige Translationsbewegung der Liege bewirkt eindfépingge Relativbe-
wegung der Quelle zum Patienten (siehe Abbildung 4.1 auf Seite 67). uadgter Bewegung
von Quelle und Detektor sind die Detektoren naturgemalf kleiner als beindrzagsfreien
Prifen. Dies fuhrt zu einer geringeren Auflosung der Bilder. Allegdikénnen die Bestrah-
lungszeiten drastisch verringert werden, was bei medizinischen Mgsswzwingend notig ist.
Zur Anwendung der Inversionsformel von Louis fir diese Geometngtigen wir das soge-
nannte Crofton-Symbol einer Spirale. Diese positive, ganzzahligetieangibt die Schnitte
einer Kurve mit einer Ebene an; sie spielt in der CT wegen den Tuy-Kirledingungen eine
zentrale Rolle. Wir bestimmen daher in Kapitel 4 als ersten Schritt in Richtung Biekon-
struktionskerns fiir diese Geometrie das Crofton-Symbol einer Spirale.

Es zeigt sich allerdings, dass diese Formel hochgradig komplex ist, wasrdiendeten Al-
ternativen (PI-Segment bei Katsevich, Approximation an das Crofyonmb8l) in neuem Licht
erscheinen lasst. Bei der von Katsevich verwendeten EinschrardemBuckprojektion auf
vom Rekonstruktionspunkt abhangige Spiralenstiicke werden niclgualerfigung stehen-
den Daten flr die Rekonstruktion verwendet. Die Approximationen vermaimsen Nachteil,
allerdings mussten die daraus resultierenden Fehler untersucht werden
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1 Mathematische Grundlagen

In den folgenden Abschnitten fiihren wir die innerhalb dieser Arbeibhdirgenden Notatio-
nen ein. Dabei geben wir die Definitionen oftmals nicht in voller Allgemeinheitsandern
beschréanken uns auf die fiir uns relevanten Eigenschaften.

1.1 Transformationen

Fir f € S(R3), 6 € S? undy € R? ist dieRéntgentransformatiof® definiert als

Pi(y,6) = f f(y + t6) dt, (1.1)
R

wobei S(R3) den Schwartz-Raum der schnell fallenden Funktionen$die Einheitssphére
im R3 bezeichnet. In realen Messanordnungen ist eine Integration UibeBeiade nicht zu rea-
lisieren, die Position der Réntgenquelle beschreibt stattdessen denrkhdmer Halbgeraden.
Das Modell bei solchen Messungen wird durch den Integral-Opefatmeschrieben:

Df(a,6) = f f(a+ to)dt, (1.2)
0

der alsdivergente Rontgentransformatitiezeichnet wird. Der Punktlegt dabei die Position
der Rontgenquelle fest, der Veki#®gibt die Richtung des Strahls an. Diauellkurve(der Weg
der Rontgenquelle) bezeichnen wir mitd. h.T" = {a(t) : t € R}. Das zu rekonstruierende
Objekt wird durch seine Dichté e L?(Q) beschrieben, wob&® c R3 ein beschranktes Gebiet
sei.

Bemerkung.Firr f € L?(Q) liegt Of in L?(T" x S?), die AbbildungD : L%(Q) — L2 x S?)

ist (unter gewissen Bedingungen an die KuR)estetig, siehe [33, Theorem 18.1]. Im weiteren
Verlauf werden wir die entsprechenden Funktionen grundsétzlich alsviiligen L2-Raum
liegend annehmen.

Der adjungierte Operator vaf ergibt sich zu
D" L’ x S?) - LA(Q) (1.3)

Do = [Ix-ar? g(a, X‘a)da (L4)
I

lIx - all

Die obigen Transformationen integrieren die Dichtefunktiantlang einer Geraden bzw. Halb-
geraden. DiRadontransformatiomtegriert im Gegensatz dazu Uber Hyperebenen, d. h. Gber
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Geraden inR? und iiber Ebenen irk3. Sie bildet damit imR? das mathematische Modell fiir
die Computertomographie. Ii® spielt sie wegen deformel von Grangeafvgl. Satz 1.4.1)
eine wichtige Rolle. Die Radontransformation istlith folgendermafRen definiert:

Rf(w, 9) :=ff(5w+y)dy= f f(y)dy, weR3seR. (1.5)
wt H(w,9)

Dabei istH(w, S) = {y € R3: (y, w) = s} die Hyperebene mit Normalenvekiorund gerichtetem
Abstands vom Ursprung. Eine Einflhrung in die Radontransformation findet si¢29h

Von vollstandigen Datespricht man, falls die KurvE die Oberflache einer Kugel beschreibt,
die das Rekonstruktionsgebi@tumfasst. Fir eine solche Kurve wurde eine Inversionsformel
von Hamaker et al. in [4] bewiesen. Eine solche Abtastkurve ist in dedd$ader nicht reali-
sierbar und auRerdem viel zu aufwendig.

Kirillov [22] und Tuy [37] zeigten, dass eine Rekonstruktion auch uneaitiich schwacheren
Bedingungen an die Quellkurve mdglich ist, falls diese Kurve die 8og-Kirillov-Bedingungen
erfullt.

Definition 1.1.1 (Tuy-Kirillov-Bedingungen) Es seil c R ein Intervall unda : | — RS ein
Weg; mitT" bezeichnen wir die Spur vaa

I = {alt).tel}.

Die Dichte f sei eine reellwertige Funktion mit Trager in einem GelbleFur die Kurvel soll
dann gelten:

1. Die Kurve liegt auBerhalb des Gebi€ls
2. Die Kurve ist beschrankt, stetig und fast Uberafietenzierbar.
3. Firalle & 6) € Q x S? gebe es eim e |, so dassx, 6) = (a(t), §) und(@(t),6) # 0.

Bemerkung.Die beiden ersten Bedingungen in Definition 1.1.1 bedeuten praktisch kaine E
schrankung. Die dritte Bedingung besagt, dass fiir jeden Buakuppf und jeden Richtungs-
vektord € S? die Ebene durclx mit Normalenvektop die KurveI in mindestens einem Punkt
a schneidet.

Im weiteren Verlauf gehen wir davon aus, dass das Rekonstruktioiesge = B;(0) eine
offene Kugel mit Radius um den Ursprung 0 ist, d. h. das zu untersuchende Objekt liegt im
Inneren dieser Kugel. Die Quellkurve liegt vollstandig aufRerhalb diesgeKIn einem solchen
Fall sind Rontgentransformatid® und divergente Rontgentransformati@nineinander tber-
fuhrbar: Zeigt der Richtungsvektdvom Quellpunk& aus zum Ursprung, so stimmen die Werte
Pf(a, 6) und Df(a, 6) Uberein. Zeigt die Richtung vom Ursprung weg, saZist(a, 6) = 0 und
Pf(a,6) = Df(a,—0). Wir werden daher im Folgenden nur noch von der Réntgentransfimma
sprechen und damit die divergente Rdntgentransformation bezeichnen.
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1.2 Fourier-Transformation

Wir definieren die Fourier-Transformation als Operator auf
£ -N —i(X&) N
FiE) =1 =@n)2 | e f(x)dx £eRY. (1.6)
RN
Fur die inverse Abbildung gilt
f(x) = F(x) = )2 f e f)de,  xeRN (1.7)
RN

Beispiel 1.2.1.Fr die ein- bzw. dreidimensionale Gaul3kurve gilt gnit O:

_2 2

gil(s) == e 27, [FH gW)(o) = ye 27, soeR, (1.8)
_Ix2 2

g%l =e 27, [71 g®)(¢) =y Z T, x£e€R%  (1.9)

wobeiF 1 und 7! die ein- bzw. dreidimensionale Fourier-Transformation bezeichnen.

Eine detailliertere Einfihrung zur Fourier-Transformation findet sicRjnjir beschréanken uns
auf die in dieser Arbeit verwendeten Eigenschaften, die wir ohne Bamgisben.

Satz 1.2.AAbleitung und Fourier-Transformationlytr die Fourier-Transformation einer Funk-
tion f € S(RN) und einen Multiindex k (kg ..., ky) € ZY gilt

F(D¥f) = i K&k F, (1.10)

wobei

k d . 9 . k k k
(9X1) (9X ) s f _fl fN 5 | | 1 N -

Satz 1.2.3(Projektionssatz, Fourier-Slice-Theoren®r f € S(R%) undé € S?, o € R gilt
[FH(RN](6, o) = @) [FE £](06). (1.11)

Dabei bezieht sich die eindimensionale Fourier-Transformafiéh auf die zweite Variable von
RT(6,9).

Definition 1.2.4. Einen Punkix € R® schreiben wir irkugelkoordinaterals
x =T -[cosdcosp, cosdsing, sinﬁ‘]T (1.12)

mit r = ||X||, der euklidischen Norm ir3.
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1.3 Approximative Inverse

Die im Bereich der Computertomographie auftretenden Operatoren sind Redel kompakte
Operatoren auf (passend gewdahlten) Hilbertraumen (siehe z| BD@Her sind ihre Inversen,
falls Uberhaupt existent, nicht stetig. Das Problem der Inversion ist datnligcht gestellt nach
Hadamard [14]. Da man in Messdaten unvermeidliche Fehler hat, missentsjieeehenden
Daten regularisiert werden. Selbst dann wird man im Normalfall allerdireggesuchte Dichte
f nicht exakt rekonstruieren kdnnen, sondern nur eine Naherurag.d@/ir kdnnen also die
Inversion nur approximativ durchfiihren.

1.3.1 Grundidee des Verfahrens

Die Approximative InverséAl) ist ein Verfahren, das auf dieser ldee beruht. Da die exakte
Rekonstruktion in praktisch jedem Fall nicht gelingen wird, begniigen mgnion vorneherein
mit einer Naherung. Diese wird in einem exakten mathematischen Rahmeffildusgken wir
im Folgenden kurz skizzieren werden. Fur Details verweisen wir adf [24

Es seiA : X — Y ein linearer, kompakter Operator zwischen Hilbertrauiewi. Aus der
Spektraltheorie ist bekannt, dass fur einen solchen OperatoSeigeléarwertzerlegung

Af = Zan<f,vn>x Un (1.13)
n

existiert. Dabei bildenvg) ¢ X und (n) c Y vollstandige Orthonormalsysteme fiir k&y{ bzw.
range@) mit den reellerSingularwerterv,. Mit dem adjungierten Operatdy* gilt

AV, = o, A'Un = oV, A'g= Z 0 (g, Un)y Vh.
n

Aus den gemessenen Datgr Y wollen wir die Funktionf bestimmen, welche die Gleichung
Af=g

erfullt. Die Idee der Approximativen Inversen ist nun, statt der Funktieme Naherund, der
Form

f, =(f.e)

zu berechnen. Die Funktios, wird dabei so gewahlt, dass sie die Fehler im Resultat glattet
und wird dahemMollifier genannt. Eine andere Bezeichnung ist dierdathematischen Linse
die nur die fr eine Rekonstruktion relevanten Daten ,hervorhebt". Baametety ist der
Regularisierungsparameter

Die obige Formelf, = <f,ey> ist in dieser Form fiensichtlich nicht verwendbar: Um die
Naherungslosung, zu bestimmen, missten wir die exakte Losdnkennen. Daher I6sen wir
far den gewahlten Mollifiee, das Hilfsproblem

Ay, =e, (1.14)

mit dem adjungierten Operatév.
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Der Rekonstruktionskem, ermdoglicht dann die Berechnung der Funktigrwie folgt:

(18 - (t,)
= <Af’ l//7> = <9, '//7>-

Die gesuchte Dichtd, ergibt sich demnach durch ein Skalarprodukt der gemessenen @aten
und dem Rekonstruktionskeyn,. Da letzterer nicht von den gemessenen Daten abhangt, kann
er unabhangig von der individuellen Messung vorberechnet weiligch der Messung muss
dann nur noch das Skalarprodukt der entsprechenden Daten si<kdes berechnet werden,
um die Dichte zu bestimmen.

Kennt man das singulare Systéw, u,, o} des Operatorg, so kann man den Rekonstrukti-
onskern als Reihe angeben:

W)= Y (/%)) tn

on>0

Dietz berechnete in [8] den Rekonstruktionskern fur die 3D-Rontgesfitamation aus demje-
nigen fur die 3D-Radontransformation. Letzterer ist analytisch bekalimtBerechnung des
Kerns fur die Rontgentransformation erfolgte unter Anwendung den€bvon Grangeat und
numerischer Auswertung aufwendiger Integrale. In der vorliegeddberit werden wir statt-

dessen eine analytische Formel fir den Rekonstruktionskern deb8RieEhtransformation be-
stimmen.

1.4 Inversionsformeln

Fast alle Inversionsformeln fiir die 3D-Réntgentransformation gehedi@té-ormel von Gran-
geat zurlck. Diese wurde von Pierre Grangeat [12] bewiesentetilesnen Zusammenhang
zwischen der 3D-Rdntgen- und der 3D-Radontransformation her.

Satz 1.4.1(Formel von Grangeat)Seienw € S? ein Einheitsvekto) c R® das Rekonstrukti-
onsgebiet, & R3\ Q der Quellpunkt und die Delta-Distribution. Dann gilt

9 Rf(w. s)‘

Js s=(aw)

- f Df(a,6) & (6, w)) db. (1.15)
g2

Beweis. Wir verzichten auf die Wiedergabe des Beweises. Den interessierten ve&rsveisen
wir auf die Beweisvarianten von Dietz [8] oder Louis [23], die wesentlioifagher als der
urspriingliche Beweis von Grangeat sind. O

Bemerkung.Durch Ableiten erhalt man aus der Formel von Grangeat mistelga(t), w)

0° ,
SoRH(@.9 @ (t) St f DF(a(t), 6) &' ({6, w)) db. (1.16)
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1.4.1 Inversionsformel von Louis

Mit Hilfe der Formel von Grangeat konnte Louis in [25] eine verhaltnisma®idache Inver-
sionsformel fir die Rontgentransformation herleiten. Zur Herleitung diésamel bendtigen
wir einige bekannte Eigenschaften der Delta-Distribution:

[uaws@ordo--@o [ viaode. — wiror @)
S2 S2netL
f Y(w) 8 ({6, w)) dw = — f (0, Vi (w)) dw, v RS R, (1.18)
S2 S2net
§'(@x) = S%‘a’m, a+0, (1.19)

sowie die Inversionsformel fir die 3D-Radontransformation [31]

1 (&
f(X) = —— | —Rf
(X 5.2 aSZR (w,9)
SZ

dw. (1.20)

S=(X,w)

Definition 1.4.2. DasCrofton-Symbol (w, S) bezeichnet die Anzahl der Quellpunige T" mit
(awy=s weS%seR, (1.21)
d. h. die Anzahl der Schnittpunkte der Kurvenit der Ebene
E(w,s) = (xeR3: (xw) =5 = {xeR®: (X, w) = (a,w)}.

Satz 1.4.3(Inversionsformel von Louis)Seil” eine Abtastkurve, die die Bedingungen von Tuy-
Kirillov erfillt. Fur die Inversion der 3D-Rontgentransformation gilt dann

1

f= 5D TM T DF (1.22)
mit den Operatoren
Tow) = f 9(0) &' (6, ) do (1.23)
S2
= - f (,[Val()y db, w e S? (1.24)
2Nt
Mr.ah(w) = [(a’, w)| M(w, (&, w)) h(w), w € S2. (1.25)

Mit a’ bezeichnen wir dabei die Ableitung der parametrisierten Quellkurve imdFanktion
M(w, (a, w)) = m ist das Inverse des Crofton-Symbols. Der Operator T ist demnach ein
Ableitungs- und M ein Multiplikationsoperator, der die Eigenschaften der sktave in die
Inversionsformel einbringt.
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Beweis. Der Beweis folgt [25]. Wir starten mit der Inversionsformel der Radammgformation
und schreiben eine der partiellen Ableitungen mit Hilfe der Delta-Distribution als

2
f(X):— 1 f(? Rf(w, (X, w)) dw
]2

1 0 ,
_gffa—SRf(w,s)é(s—(x,w»dsdu.
$? R

Da die Bedingung von Tuy-Kirillov erfillt ist, kbnnen wir durch die Substitot®= (a, w) die
Integration tGbeR in eine Integration tGber die Quellkur¥etransformieren und erhalten

=5 f f LR, (@) 8@~ % ) (& )] Mo, @ 0) dads
fff@f(a,e) &' ((6, w)) dO &' ((a - X, w)) [(&, w)| M(w, (a, w)) da dw,
Sz T

wobei im zweiten Schritt die Formel von Grangeat verwendet wurdeFbftinel (1.19) folgt

7 (5=5-)
f(x>—+825[rffz>f(a,e)5(<e )0 — T (@) mlo a.0) dady

:+—ff[TZ)f](a, w) (<”X_j“2 <)) K&, w)| M(w, (@ w)) da dw

1
+8ﬂ2f|x anzf[MTz)f](a,w)a« - >) doda

1 1 X—a
=+— TMTDf] |4, )da
8ﬂ2f|lx—a“2[ ]( lIx - all

- +—[1) TMTD](X),

wobeiM = Mr,. Die zweite Schreibweise fiir den Operatofolgt unmittelbar mit/(1.18). o

Die Inversionsformel von Louis ist fir jede Abtastgeometrie gltig, die dig-Hiillov-
Bedingungen erfiillt. Im folgenden Abschnitt werden wir die Inversiomael von Katsevich
kennenlernen, die ebenfalls fiir solche Abtastgeometrien giltig ist.

1.4.2 Inversionsformel von Katsevich

In [20] beweist Katsevich eine Inversionsformel fir die Spiralgeometiie2 sehr gute Rekon-
struktionen liefert, siehe [40]. Allerdings ist sein Beweis sehr technischlang und die Ver-
bindung zur Formel von Grangeat schwierig zu sehen. Chen zeigt einéacheren Beweis
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in [5], basierend auf der Inversionsformel von Tuy [37] und eineurer-Transformation der
Dichtefunktion.

Im Folgenden prasentieren wir einen weiteren Beweis, basierend a&bdmel von Gran-
geat. Genau wie Katsevich nehmen wir an, dass die Tuy-Kirillov-Bedirguegullt sind. Die
Abtastkurvel” sei eine Spirale miBpiralenparameter& | c R, d. h.T' = {a(t) : t € |}, wobeil
ein Intervall ist.

Um die Inversionsformel von Katsevich zu formulieren, bendtigen wir eirigundlagen.
Diese werden nur kurz angerissen, fir eine ausfuhrlichere Darggelierweisen wir auf [38]
und den Originalbeweis in [18].

Wir gehen davon aus, dass das Rekonstruktionsgebiet vollstandigatimeler Spirale liegt,
dass also der Spiralradi&echt grof3er als der Radius des RekonstruktionsgeBiéd3 ist. Die
geometrische Grundlage flr Katsevichs Beweis bildet das sog. Pl-&egles Rekonstrukti-
onspunktex.

Satz 1.4.4(Existenz und Eindeutigkeit des PI-Segmentdhter einemPI-Segmenverstehen
wir eine Strecke, deren Endpunkte innerhalb einer einzigen Windurgdea&pirale liegen.

Jeder Punkt, der echtinnerhalb der Spirale liegt, gehort zu genaurelfieSegment. Mii{x)
bzw. t(x) bezeichnen wir den Spiralenparameter, der zum unteren bzw. oBadpunkt des PI-
Segments von x gehort; das entsprechende Intervahigt)l:= [tp(X), t:(X)] mit0 < t; —ty < 2
und die Endpunkte des PI-Segments sifig) aind dt;).

Beweis. Fur den Beweis von Existenz und Eindeutigkeit des zu einem Rekonstrgjtioktes
x gehdrenden PIl-Segments verweisen wir auf [7, Anhang B]. O

Firt e Rundt; € (t — 27,t + 2r) sei

t+1to
ta(t, tp) = ——.

Weiter definieren wir die vektorwertige Funktiolt, to) als

[a(t:) — a(t)] x [a(tz) — a(t)]
ALty - | T2~ 201 X [alt) ~ a0l
2T @ xar(t)

llar (t) x &’ ()l

sgnt; —t) furO< |t -t <2r
furt, =t.

Der Vektoru(t, to) beschreibt einen Normaleneinheitsvektor auf der Eb&é»), die durch die
Punktea(t), a(t;) unda(ty) geht.
Fur einen festen RekonstruktionspumHiixieren wirt € 1p;(X) und suchet, € Ip|(X) so, dass

(x—a(t),u(t,t2)) =0, trelip(x)

gilt. Die Losungt, dieser Gleichung liefert eine glatte Funktion:= t,(t, X), vgl. [20]. Damit
kdnnen wiru als Funktion vort und x schreiben:

u(t, X) = u(t, ta(t, X)).
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Satz 1.4.HInversionsformel von Katsevichf-ur f € C(Q2) und xe Q gilt:

1
e f Y CONTRR)

Ip1(X)

Si ds dt, (1.26)

g=t
mit
X —a(t)
n(t, x) = ——,
lIx—a()l
0(t, X, 6) = coss - n(t, X) + siné - et, X),

e(t, X) := n(t, X) x u(t, ).

Beweis. Analog zum Beweis der Inversionsformel von Louis benutzen wir diersiensformel

von Radon, diesmal allerdings mit der Ableitung der Formel von Grangekg), Weiterhin sei
B =Bt X = A)=X gy Richtungsvektor vor nacha(t), d. h.8 = —n. Wir haben dann

Tla®)—=xIi
f(x) =- 1 f o —Rf(w,9) dw
852 S=(X,w)

_ fo 2 Ri(w,9) 5(S— (X w)) ds dw

8r S=(Xw)

82

S f f (& (1), w)| M. (at). ) —RF (.9 5((a(t) - x, w)) dt v

8r 2 0s? s=(a(t),w)

- f f @l (1), )| M, ¢a(t), )
s2 |

<a’(t) w) ot f Df(a(t), 0) &' (0, wy) dd 6(¢a(t) — x, w)) dt dw

" 8w f f f sgn(@ (1), )) M(w, (a(t), w))

S2 S2
x %Z)f(a(t), 0) & ({0, w)) 5((aft) — x, w)) dt do dw
=h(a(t),)

=3 f f f sgna’ (1), w)) M(w, (a(t), w)) h(at), 6) &' ({6, w)) s((at) — X, w)) dt do dw

S2 32

sont(.0) ,
- f f |f 2 . Gal). ) halt). 6) ' (6.0) 0(¢5, ) ct o

wobei im letzten Schritt die Homogenitéat der Delta-Distribution vom Gra@dusgenutzt wurde.
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Die Eigenschaft der Delta-Distribution (1/18) liefert nun
(=g [ [ [SLHEIROLEOD b, 0 0 0160, 00) 66 ) ct s,
s2 52 |

lla(t) — x|
(1.27)

Im Integranden in Formel (1.27) ist= B(t, X) konstant in den beiden Integralen Uber die Ein-
heitssphéare. Weiterhin haben wir nur Terme, die vom konkreten Kodetliggstem unabhangig
sind (Normen, Skalarprodukte). Analog zu [5] wahlen wir daher einléskiioordinatensystem,
in demg = [0,0,1]" gilt. Der Termd((3, w)) beschréankt die Integration dann auf einen Kreis
senkrecht z8. In unserem lokalen Koordinatensystem kdnnen wir diesen Kreis als

w = w(y) = [cosy, sing,0]", ¢ €0, 2r)

parametrisieren. Fur ein feste$y) schrankt die zweite Delta-Distribution den Einheitsvel&tor
auf solche Vektoren ein, de L w(yp) erfillen. Nach Definition istu(¢) L S und wir kdnnerd
wie folgt parametrisieren

6= 0(p,y) = cosy - B+ siny - (B X w(yp))
= [~ sing siny, cosg siny, cosy]?, ¥ € [0, 2x).

Der Term(Vyh(a(t), 6), w) in (1.27) bezeichnet die Richtungsableitung in Richtung &oim
Punkté. Diese Ableitung brauchen wir nun als Funktion der Varialgemdy. Wir Gbernehmen
dazu die Vorgehensweise aus [23, Theorem 4.1]
0 . : :
%9(% ) = [~ cosg siny, — sing siny, 0]°
= —siny [cose, sing, 0]*
= —siny w(y)
und damit

%h(a(o, 00.7)) = <v9<¢,y>h(a(t>, 60 7). %e«o, y)>

= = siny (Vaeph(alt). (e, v)). w(e)) (1.28)

Zur Abkirzung schreiben wim(t, ¢) := m(a(t), (a(t), w(¢))). Einsetzen von (1.28) in (1.27) und
Verwendung der Parametrisierung liefert dann

2n 2n
Lt sgn(a(®, o)) . 3 dy
(W=+gs [ [ | it )5 (), 6, ) g dp e
I 0 O

lla(t) — X

o 21
1 1 9 , dy
——@Ifmofof%(sw((a (1), w())) M(t, ¢)) h(a(t)ﬁ(%)’))m de dt

2n 2n
1 1 0 , 0 dy
—‘@If—”a(t)_xnofof%(sgn(a (1), () M(t, ¢)) al)f(a(t)ﬁ(so,y))sm d dt
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mit einer partiellen Integration bzgh.im zweiten Schritt.

Dies ist aber gerade Formel (40) bei Chen [5], wobei das Invers€dofton-Symbolm(t, ¢)
dort durch eine unter Umstanden auch vom Rekonstruktionspuatihéangige Gewichtsfunkti-
onw ersetzt wird. Die weitere Vorgehensweise ist daher analog zu Chewitshdur skizziert:
Die Ableitung nachp fihrt (nach Anwenden der Produktregel) im Signum-Term auf Terme mit
Delta-Distributionen. Zusammen mit der Integration ipergibt sich eine Summation Uber die
Nullstellen der Funktiora' (t), w(y)), d. h. die Bedingung & (& (t), w(¢)) muss erfillt sein. Da
das lokale Koordinatensystem so gewéhlt war, dass A(ick) L w(y) gilt, mussw(¢) senk-
recht auf der vomg und &' (t) aufgespannten Ebene stehen. Diese Ebene ist auch nicht entartet,
denn die Vektorem’ undg kdnnen fir einen Punk(t) nicht (anti)-parallel liegen. Sonst ware
die dritte Tuy-Kirillov-Bedingung verletzt, konkret:

wlp=Buw =0,
aber
@,w) #0.

Daher hat die Gleichun@u(e), & (t)) = 0 zwei Lésungenp.
Fur die Funktiomrm(t, ¢) wahlen wir eine zusatzlich vor abhangige Funktiom(x, t, ¢), die
einerseits der Normalisierungsbedingung

n(x,w)

Z WX, w,tj) =1

=1

genigen soll, wobei(x, w) die Anzahl der Losungetder Gleichungx, w) = (a(t), w) bezeich-

net. Falls wir die Anzahl der Schnitte mit der kompletten Kufvieetrachten, so isi(x, w) ge-

rade das Crofton-Symbol. Andererseits soll diese Gewichtsfunktiaiber stiickweise konstant

bzgl.¢ sein; d. h. die Ableitung naghfihrt auch hier auf eine Summe von Delta-Distributionen.
Insgesamt ergibt sich

%(sgn«a’(t), w(p))) m(t, go)) = Z Ci(%,t) (¢ — @),
]

wobei die Wertey, die Nullstellen von@ (t), w(¢)) und die Sprungstellen der Gewichtsfunktion
W(X, w(ep), t) durchlaufen.

Einsetzen dieser Summe in obiges Integral liefert die InversionsfornreKatsevich aus
[19, Gleichung (3.1)]. O

Bemerkung.Katsevich wahlt die Gewichtsfunktion so, dass sich die Integration tbdfutie
ve I' auf das Teilstiick der Kurve beschrénkt, das von den EndpunkteRldeegments des
Rekonstruktionspunkts gebildet wird.

Die Existenz und Eindeutigkeit eines PI-Segments fir jeden Punkt edrhialb einer Spirale
wurde erstmals von Danielsson et al. in [6] geometrisch gezeigt. Ein Bewenalittischen
Methoden findet sich in [7].
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Zur Anwendung der Rekonstruktionsformel von Katsevich muss man diénj&ekonstruk-
tionspunktx das zugehorige PI-Segment berechnen. Dies ist sehr aufweneligvdzeinfacht
in [16] die Berechnung mittels Einfilhrung angepasster Zylinderkoatelinand schlagt fir das
immer noch verbleibende eindimensionale Problem ein Newton-Verfahrenuadtratischer
Konvergenz vor.

Yang et al. fuhren in [40] die ,cone-beam cover method" ein. Dabigiezesie einen Zusam-
menhang zwischen dem PIl-Segment des RekonstruktionspuqkieisKurvenpositiom(t) und
dem Auftrefpunkt des zugehérigen Strahls auf dem Detektor.

Im Kontext dieser Arbeit werden wir uns auf die Kreisabtastung komiezan, die insbe-
sondere beim zerstérungsfreien Prifen eine wichtige Rolle spielt. Eilogorader Inversions-
formel von Katsevich fur die Kreisabtastung ist jedoch nicht bekansteExnsatze zur Erwei-
terung der Approximativen Inversen auf die Spiralgeometrie geben wibgtinitt 4.1.



2 Kernberechnung fur die Kreisgeometrie

Die Kreisabtastung oder Kreisgeometrie spielt insbesondere beim magstreien Prifen eine
wichtige Rolle. Im Vergleich zu medizinischen Anwendungen bendétigt mandgadich ho-
here Auflésung. Sowohl Rontgenquelle als auch Detektor sind fixiestOigekt dreht sich im
Strahlengang auf einem entsprechenden Teller. Dieser Aufbau ertittggier groRe Detekto-
ren, 1024x 1024 Detektorelemente sind problemlos erreichbar. Weiterhin ist es ednfalzn
verhaltnismafig kleinen Teller zu justieren als den groRen Detektor samt Quelle

Eines der am haufigsten eingesetzten Verfahren ist der FeldkampitAigos [9]. Dies ist ein
Verfahren vom Typ der gefilterten Rickprojektion und beruht aufreieeristischen Verallge-
meinerung der Facherstrahlgeometrie (vgl. [30]) aus der 2D-Rontgegt@phie. Jede Detek-
torzeile wird wie eine einzelne Schichtaufnahme behandelt und mit einem kiteles 2D-CT
gefiltert. Im Kontext dieser Arbeit bedeutet dies, dass die Filtermatrixalideull ist, mit Aus-
nahme der mittleren Zeile. Die Rekonstruktion erfolgt dann vollkommen analaghgerem
Verfahren.

Dietz berechnet in seiner Dissertation [8] einen Rekonstruktionskerdi¢lApproximati-
ve Inverse bei dieser Geometrie. Ausgehend von der Approximativemden der 3D-Radon-
transformation kann er einen Rekonstruktionskern fir die 3D-Réntyesformation herleiten.
Dies ist nur Uber die numerische Integration des RekonstruktionskernRatlontransforma-
tion mdglich. Bei zunehmendem Datenfehler erweist sich die Al bei Dietz imgl&eh zum
Feldkamp-Algorithmus als das stabilere Verfahren.

Mohr kann in [28] die Berechnung des Rekonstruktionskerns nochreatshleunigen. Durch
eine Modifizierung des Mollifiers iz-Richtung verbessern sich die Rekonstruktionen bei un-
gestdrten oder nur schwach verrauschten Daten auf das Nive&eldésmp-Algorithmus. Im
Ergebnis bekommt er damit einen Filter, der dem Feldkamp-Filter sehr ahrjidres gilt dann
aber auch fir dessen negative Eigenschaften.

In diesem Kapitel bestimmen wir mittels der Inversionsformel von Louis eingtistehe Dar-
stellung des Rekonstruktionskerns der Rontgentransformation. Dieggkcht eine schnelle
und direkte Berechnung des Kerns ohne den Umweg Uber die Radsfotraation.

2.1 Analytische Darstellung des Rekonstruktionskerns
Wie wir aus Gleichung (1.14) ersehen, miissen wir zur Anwendung déag\Hilfsproblem
DYy =&

l6sen. Mit Hilfe von Satz 1.4/3 kénnen wir den Kegp aber direkt berechnen, siehe [27].

13
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Mit den Bezeichnungen aus diesem Satz ist

1 .
f = 53D TMraTOf

und damit

1
D1= @@*T Mr.aT.

Dementsprechend folgt
: 1 .
DY, =€, = 8712@ TMraTDe,

und

1
l//»y = QT Mr’aTDey. (21)
Wir haben mit|(2.1) also eine direkte analytische Formel fiir den Rekotistmskern. Im wei-
teren Verlauf dieses Kapitels werden wiy fiir die Kreisgeometrie und einen Gaul3-Kern als
Mollifier explizit berechnen. Die Vorgehensweise dazu ist wie folgt @sietich die Skizze in

Abbildung 2.1):

1. Wir berechne De, in Lemmad 2.2.3. Dieses Ergebnis gilt unabhéngig von der verwen-
deten Geometrie und ist nur vom Mollifier abhangig.

2. Danach werten wir den Multiplikationsoperatdy aus. Dieser hangt von der verwende-
ten Geometrie ab, siehe Formel (2.8).

3. Die nochmalige Anwendung des Operatdrdedingt eine sehr detaillierte Rechnung.
In einem ersten Schritt rotieren wir das Koordinatensystem, so dasstegdtion tUber
S?nw* als Integration (ibeB* dargestellt werden kann. In diesem rotierten Koordinaten-
system finden die weiteren Rechnungen statt. Dabei behandeln wir diE remisierte
Divergenz und Integration getrennt:

a) Die Ableitung des Integranden innerhalb des Operdidighrt zu einem Term mit
drei Summanden, siehe Gleichung (2.11). Um diese zu integrieren, bemdtig
verschiedene Hilfsergebnisse, die in Abschnitt 2.3.1 bereitgestellt werde

b) In Abschnitt 2.3.2 integrieren wir die einzelnen Terme, genauer in demiza
2.3.12/2.3.13und 2.3.14.

c) Diese Lemmata fassen wir in Satz 2.3.15 zusammen und erhalten nach Elimination
von HilfsgréRen in Satz 2.3.17 den Rekonstruktionskern (noch im roti&xderdi-
natensystem).

d) Die Ricktransformation in das urspriingliche Koordinatensystemtlidéem den
Rekonstruktionskern in Gleichung (2140) bzw. (2.41).




2.1 Analytische Darstellung des Rekonstruktionskerns
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Berechnung voil De, (Lemma 2.2.3)

u Formel (2.8)

Anwendung des Multiplikationsoperata

Lemmd 2.3.2

Anwendung des Operatofsin einem
gedrehten Koordinatensystem, aufgeteilt i
Berechnung des Gradienten und die Integration

HilfssatZ 2.3.3

Ableitung des Integranden,
dies fuhrt auf einen Term mit drei Summandgn,
die einzeln integriert werden

*; Lemma 2.3.12 u Lemmd 2.3.13 iy Lemmd 2.3.14

Integration:
erster Term

Integration:
zweiter Term

Integration:
dritter Term

Sle=

Zusammenfassen der Terme zur Darstellu
des Kerns im gedrehten System

-

g

V Formel (2.40) und (2.41)

Rucktransformation in urspriingliches
Koordinatensystem

Abbildung 2.1: Vorgehensweise zur Berechnung des Rekonstruktionskerns
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2.2 Explizite Berechnung des Rekonstruktionskerns

Analog zu Dietz und Mohr verwenden wir den Gaul3-Kern als Mollifier

_ lxyi2

) = &) = (20) %P ze 5 2.2)

Die Normierung ist dabei so gewéhlt, daﬁgex(y)dy = 1. Wie oben erwéhnt, berechnen wir
im ersten SchritT De,.

Hilfssatz 2.2.1. Es sei

2
2

1 _o2 _
e(o) = (27r)_3/2$e 2? =Ce o (2.3)
der GauR-Kern inR! mit C := (27r)‘3/2y—13. Dann ist

ex(y) = &(lly - xil) (2.4)

ein rotationsinvarianter Mollifier mit
1
Toel(@.0) = | elly= o= x.o dy. (2.5)
wt+a
Beweis. Mit den Definitionen vorex(y) unde(o) folgt sofort

y— X
a=ly-xi [ly — X||”

d(0) = —%e((r).

[748(9) = ~-€(0)

Weiter benutzen wir ein Zwischenergebnis von Dietz [8, S. 69]

f [DFI(a.6) (6. )) 6 = - f (V] (& wyew +Y) ) dy

(Y4

und damit

[TDf(aw) = f [D](a.6) 5 (6. w)) b = - f (V). ) dy.

S2 wt+a
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Wir setzen den Mollifier ein und erhalten

Toed@w) =~ [ ((7edy.o)d

wt+a
_ y—-X
- f e/(a)’ctny—xll <Ily— Xll’w> dy
wt+a
- X
= d
" f Al )|cr Iy x||<||y Tk ‘”> y
wt+a
1
== f e(lly - XlI) <y - x w) dy.
wt+a
O
Hilfssatz 2.2.2. Fir y € R\ {0} undy € R gilt
2
fe 227 4o Vory (2.6a)
R
—-L (5+¢)?
fo- e 2? do = —p V2ry. (2.6b)
R
Beweis. Einfaches Nachrechnen. O
Lemma 2.2.3.Es ist
w 1
[TDel(aw) = 22Ce 2% (a_x w), C:= (2032, 2.7)
Y

Beweis.Nach Gleichung (2.5) ist

1
[Toe)a.0) = f (ly — Xl ¢y — % ) dy.

wt+a

Wir setzen den GaulR3-Kern in das Integral ein und berechnen esasapar. ohne das Skalar-
produkt mitw; weiterhin seiz := a — x

f &(ly - i)y - ) dy= = f &2y dy

wi+a

fe et (y+a-x)dy

wt

1
:%fe szlly+a? (v + 2 dy.

wt

\<
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Wir fuhren ein neues Koordinatensystem so ein, daser der Richtungsvektoren ist

Y=, w)w+ Y,U) U+ Y,V) V, uv.iw, ULV, u,veSz, yew'.
N—— N—— \t,_/
=0 S

Die Integration Ubew* wird damit zu einer Integration Gbsundt

C -1 2
[ ey -xdy= [ ae e e @iy 4 A dsat
wh+a 4 R2

1 2 2 2
_C f o 72 (sHzw)(tr@v) ][ su+ tv+ 7 ds

C 2 1 2
= 2® 52 ) fe 22 (+2V) fe 22 gy 4 v+ 7 ds dt
Y

R

_ Ry 1 2
C)CZ 222 {f 22 EN gty (- Vary (@ u>)+f “22 @ gy 4 ) dt@v}
Y

R R

:yg z(zw){\/—y( \/_y(z,u)u)+ \/_7( (z,\/)\/_yv)+ \/_yz\/_y}

_C e
= 22 ony 2 (—(Z upu— (Z V)V + 2)
2
=2nCe 272<Z @ (Z W) w.
Damit folgt

1 — L (a-xw)?
[TDed(a, w) = v f e(ly - Xl) ¢(y— X, w)y dy=21Ce 2 (@a-Xw).

wt+a

Bemerkung.

1.) Eine alternative Variante zum obigen Beweis ist unter VerwendundPdgektionssatzes
1.2.3 méglich. Definieren wir die GauRkurvg®! undgt®! wie in Beispiel 1.2.1, so gilt wie
im vorigen Beweis gezeigt:

1 2 12 ,
%fe sl z)dy:% f Ll ydy:% f oy gy

wt wt+z H(w,{w,2))
= —C[RVFN(w, (w, D),
mit der Divergen®gt3l(y) = _y_12 y 3l(y).
Der Projektionssatz liefert dann zusammen mit der Transformation der Aideitu
[FHIR VG (w, 0) = 22 [FEIVEN ()l = 201 £ TG ()i
2 2
= 211 cw FEIGE (cw) = 27i cw y3e_y7‘72 = 21y°w io-ye_yT"z,

%,_/
=71 & d(o)
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es gilt also nach Anwendung der inversen Fourier-Transformation

RV (w, 5) = 21y°w a%g[l](s).

2
EsistZglll(s) = —>e 272 Einsetzen in die obige Gleichung ergibt dann
C — L |ly+2z2 _wa?
7 f e 22" (y 4 2 dy = ~C2my2w (,)isg[l](s)k(w’Z> = 27Cw{w,2) e 27 .

w+

2.) Die Ergebnisse in diesem Abschnitt und insbesondere Lemma 2.2.3 sihbangig von
der konkreten Abtastgeometrie; auch die Tuy-Kirillov-Bedingungen nmisseGegensatz
zur Herleitung der Inversionsformeln in Abschnitt 2.1 nicht erfiillt seim. Berechnung des
OperatoraVir brauchen wir allerdings die konkrete Geometrie. Die folgenden Reclenung
sind daher nur fur die Kreisgeometrie gultig.

2.3 Der Kreis als Abtastkurve

Der OperatoMr 4 aus Gleichung (1.25) ist von der Abtastgeometrie abhangig. Da eine Kreisk
ve die Tuy-Kirillov-Bedingungen nicht erfillt, gibt es Ebenen durch Bakonstruktionsgebiet,
welche die Abtastkurve nicht schneiden. Bereits Grangeat betraébset Broblematik in [13]
und vergleicht sie mit dem Problem eines eingeschréankten Winkels im BD-Fa

Wir folgen hier dem von Dietz vorgeschlagenen Weg aus [8] und se&ebfton-Symbol
fur die Kreiskurve auf konstant 2, d. h. die bisher exakte Inver$iomsel gibt ab hier nur noch
eine n&herungsweise Inversion an. Fur den Kreis gilt also

[Mefi(a. ) = 5 (@ )| (@, o), @ = S a() (2.8)

Zur Berechnung des Kerns fir die Kreiskurve werden wir im weiteredauf dieser Arbeit
viele verhaltnismaRig kleine Resultate zusammentragen. Die Grundidee dadtimter folgt:
Der OperatorT realisiert eine Integration Uber einen Einheitskreis senkrecht zu eiriem E
heitsvektor. Wir drehen das Koordinatensystem so, dass diese lidagrader (dann neuen)
(%, y)—Ebene erfolgt. In dieser Ebene kénnen wir diese Integration dann méinem Winkel
beschreiben.

Zur Vereinfachung der Notation legen wir einige Abklrzungen fest. DatridU sei dabei
eine Rotationsmatrix i3, die den Einheitsvektoy auf den Vektores = [0, 0, 1]7 dreht

1
F = 27C a;=2_y2 Z:=a-X U=U(@n)
y:=UTz b:=U"a".

Damit gilt fir die Abhangigkeiten

y = y(a x,1) b =b(@,n).



20 2 Kernberechnung fiir die Kreisgeometrie

Hilfssatz 2.3.1. Fiir eine Rotationsmatrix W SQ(3)und eine Funktion gT" x S? — R gilt

[Td(an) = f 9@ Ue) ¢’ ((U™n.0)) do. ael.neS? (2.9)
S2

Beweis.

[Td(an) = f oa.60) & ((n,6)) do = f 9@, U6) & ((n, UOY) do
S2 S2

- f g(a. Ug) ¢’ ((UTn.6)) do.

(Y4

Diesen Hilfssatz wenden wir ag(a, 6) = [Mrh](a, 6) an.
Lemma 2.3.2. Fiir eine Rotationsmatrix U und e S? gilt fur h(a, w) = [TDe](a w) und

lIx-yI2

&(y) = (2n) %2 %e 2

F
[Mrhl(a. Uw) = 5 b,w) e 0 (y w). (2.10)
Beweis.
[Mrfil(a. Us) = 5 (@', Us)| hia. Uw) & 2 [(al. Uay| Fe " (2. Uw)

= g ‘<UTa’,w>’e‘“<UTZw>2 <UTZ, w>

F
= 5 Kb.w) eV’ (y w).
O

Das obige Lemma liefert unbIr T Dey flr den GaulR3kern. Die Anwendung des Operafbrs
auf [Mrh](a, Uw) erfolgt wie in Gleichung (1.24) und wird in mehreren Schritten durchigefii
Im folgenden Hilfssatz bestimmen wir den Gradienten. Zur Integration degi dmtstehenden
Summanden bendtigen wir einige Ergebnisse Uber Integrale, die wir im kussararbeiten.

Hilfssatz 2.3.3. Mit den obigen Notationen gilt

Vo {Ib. @)l €% (.01} = &9 fb sgn(b, o) (v ) + b )y (1 - 20 (v, ?)}.
(2.11)

Beweis.Es ist

0
g (e—a<y,w>2 Ky, w)) — e—a(y,w>2(_za) , w>2 Vi + e—a(y,a))zyk, k=123,
w

k



2.3 Der Kreis als Abtastkurve 21

und damit
v, (e—w<y,w>2 W, w>) =y 09" (1= 20(y, w)?)
Vo {Ib. @)l €% (y,0)} = b sgngb, w)) & 7% (y, ) + (b, )] Vo (€775 (3, )
= % {bsgn(b, w)) (¥, w) + Kb, Wy (1 - 2a(y. w)?)} .
O

Den Gradienten aus obigem Hilfssatz miussen wir iber einen Krfefs w* integrieren, vgl.
(1.24). Dabei wird uns die Fehlerfunktion oder error function wiedkegegnen.

Definition 2.3.4 (Fehlerfunktion) Die Fehlerfunktion[1, S. 297] érror function ist definiert
als

z
2 2
erf@ = — | e"dt, zeC. 2.12
@== [ (2.12)
0
Satz 2.3.5Eigenschaften der Fehlerfunktioris ist
1
2z _2¢2
erf(0) =0, erf(oo) = 1, erf(-2) = —erf(2), erf(z) = 7 e“ dt (2.13)
"%
Fira,b,c e R mitc# 0gilt

b

f & dyo — VI (erf(av=c) - erf(b v=0)) = vz (erf(ov=c) - erf(av=c)), (2.14)

J 2+/—-c 2+/—-c
a
_[ecxz dx = \/—v:icerf(a\/—_c), (2.15)
b L v
X2 K & 4
61fec X2 dx = = (beC —af?® + N |erf(av=c) - erf(b \/—_c)]) (2.16)
a
2 1 2 NE
fec X2 dx = - (aeC PN erf(a\/::)). (2.17)
-a
Beweis. Einfaches Nachrechnen. m|

Zur expliziten Berechnung des Integrals Gber den erwdhnten Kreidtigen wir die Werte
einiger Integrale. Diese werden wir im néachsten Abschnitt bestimmen. DieiBewestehen
dabei jeweils aus einfachen Rechnungen, die wir der Vollstandigkeiehdilschflhren.
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2.3.1 Hilfsséatze uber Integrale

Hilfssatz 2.3.6. Fur eine stetige Funktion f[-1,1] x [-1,1] —» R und ac R gilt:

a+r A+
f f (cost, sint) dt = f f(sint,cost)dt,  a:= —a—g.
a a

Beweis.
a+m a+m n/2-a-n
f f(cost, sint) dt = f f (singr/2 —t),cosfr/2 —1t)) dt = — f f(sint, cost) dt
a a n/2—-a
n/2—a a+m
=+ f f(sint, cost) dt = f f(sint, cost) dt,
n/2—-a—-n a
mit der Substitutiornt - 7 —t. O
Satz 2.3.7.FUrce R mit c# 0 gilt
a+m
fe“mz“’ singdy = T erf(v/—ccosa), (2.18a)
a \/__C
a+mw
fe‘cs"‘z“’ sinpde = e Y erf(y—ccosa), (2.18b)
a \/__C
a+m
fe*CSi”29" cosp dyp = VT erf(v=csina), (2.18¢)
a \/::
a+mw
fe‘°°°§9" cospdy = —e Y erf(v—csina). (2.18d)
V-c
a
Beweis. Wir substituieren im ersten Integral= cosy:
a+mw — cosa cosa
fe+°°°§9" singdy = — f er dx = f e gy &) T erf(v=ccosa).
V-c
a cosa — cosa

Dies liefert uns die erste Formel in (2/18). Die zweite Formel folgt soforthl die Ersetzung
cof(¢) = 1 - sirP(¢) im Exponenten, ebenso folgt die vierte Formel entsprechend ausiter d
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ten. Mit Hilfssatz 2.3.6 una = —a — /2 folgt fir die dritte Formel:

!eJrCSi”Z‘pCOSgodgo: feJ“CCOSZ"DSingod(p:v—\/:i(:el’f(\/—_ctcosé)
= VT rf(v=ocosta—1/2) = VX erf(vVo(-1) si
= \/__Cerf(\/_ccos(a n/2)) = \/::erf(\/_c( 1) sina)
oV Ve
= \/__Cerf(\/_csma).

Korollar 2.3.8. Firce Rmitc# 0gilt

a+m

f eS¢ sino + p) dp = cosp e‘cvii erf(v=ccosa) - sinp% erf(Vcsina), (2.19)

a
a+m

f eS¢ s pdp = e [\/i_ (1+—)erf(\/_ccosa) %‘e‘mg""], (2.20)

a
a+m

f &SSP ¢ 5in?  cosyp dy = 1(smae csia_ VT erf(\/Esina)). (2.21)
24
a

Beweis.Es ist sinf + p) = cosp sing + sinp cosy, damit folgt fir Gleichung (2.19):

a+m at+m a+m

f eS¢ singp +p)d<,0—c05pf Cs'nz“”SIn90d90+Slnpf eS¢ cosp dy

a a a

D cospe \/\/; erf(V=ccosa) - sinp% erf(Vcsina).

Fir Gleichung|(2.20) gilt mit der Substitution= cosy:

a+m atn
e°fe‘csmzﬁ"sin%dgo:e°e‘°fe°C°52¢(1—co§go)sin<,od<p
a a
a+m a+m
:feccosz“’singodgo—fe°°°52¢co§<psin<pdgo
a a
— Cosa
@18 \/\/;Cerf(\/_ccosa) f e x2 dx

cosa

{m) ‘/_ 1 cofa ‘/%
= erf(v=ccosa) + - ( cosa €05 a | PN erf (cosa \/—_c))

N=

cosa
=——|1 — f _ _ ccosza'
\/::( +2C)er (\/ ccosa) ¢
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Zu Gleichung|(2.21):

a+m —sina

f eS¢ sir? o cosp dg = f e x2 dx
a sina
_ —% (— sinagcsima _ 2_\/\76 erf(- sina\/?:))
_ % (sinae‘CSinZa - 2—\/\;—% erf (sina\/E)) .
O
Satz 2.3.9.FUrce R mitc# 0gilt
a+m
f e CSIP(e+0) sin(o + p) dg = e VT erf(V=ccos@ + 6)) cos — p)
2 v-¢ (2.22)
Y erf(V+csin@+ 6)) sin@ - p).
V+c
und somit
a+m a+2n
fe—csin2(<p+6) sin(e + p) do — f &SP sines + p) dg
a a+n (2.23)
= 2e‘°\/—\/__1C cosg — p) erf( V=ccos@+¢)) + Z%ﬂc sin - p) erf( v¥csin@+ 0)).
Weiter ist

a+m

fe—csinz(tp+5) sir’(¢ + 6) sinfp + p) dy

a
Va(l+ %

= cosp — 6)e° ) erf(vV=ccos@ + 6)) — w&cog (a+5)] (2.24)

. Sin&;— 5) {sin(a+ 5) e csit(ar) _ % erf( ycsin@ + 6))}

und damit
a+m at+2r
f e CSIP(+) ir2(y + 6) sin(e + p) dg — f e oS+ sir(p + 6) sinfp + p) d

a a+m

= 2cosp —-o)e° [ﬁ (1 +

s
sin(@+ §)ecsir@ro) _ % erf(Vcsin@+ 0))

1

2c) erf(v=ccos@+4)) - weccoﬂaﬂs)} (2.25)

N 2sm(o —-9)
c
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Beweis. Der Beweis besteht im Vereinfachen der Integrale mittels Additionstheorantkder
Verwendung der Formeln (2.18).

a+m a+o+m
fe—csin2(¢+5) sin(p + p) dp = f g esity sinp — 6 + p) dy
a a+o
@29 656 — ) e‘C%nC erf(v=ccos@ + 6))
\r

+sin( — p)% erf(Ccsin@+ 0)).

Die zweite Formel:

a+n a+2r
f e ST+ sing + p) dyp — f e CSIP(e+) sing + p) dy
ec \/\/; erf(V=ccos@ + 6)) cosf - p) + \/i_ erf(V+csin@ + 6)) sin - p)
[ e \/\/;c erf(V=ccos@+ r + 6)) cosg - p) + % erf(V+csin@+ 7 + 6)) sin — p)]
ec \/\/; cosg - p) [erf( V=ccos@+6)) — erf(- V=ccos@ + )|
+ \/i; sinE@ — p) [erf(\/+_csin(a + 6)) - erf(— V+csin(@+ 6))]
o VT Vr

= cosg - p) erf(V=ccos@ + 6)) + 2\/__0 sin@ - p) erf(V+csin@+9)).

Fur die dritte Formel gilt mib:=a+éundo :=p - 6:

a+m a+o+m
f & °SIT e+ sirnd(p + 5) sinp + p) d = f ST esin? o sin(p - 5+ p) dy
a a+o

b+n

= fe—csinzw sir? ¢ sin(e + o) dy

b
b+ b+r

= coso f eS¢ 5ind » dg + sina-fe‘csmz‘”sinzgo cosy de
b
1 b
238 0sore® [\/_\/—ic (1 + 2—0) erf(v/—ccosh) — %e“osz b]
sino

->ma —csm2b ‘/7_7 .
+ [smb 7V erf(\/(_:smb)} .

c
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Die vierte Gleichung folgt aus der dritten unter Beachtung von

cos@+ 6 +m) = —cos@+d), sin@+ 6 + ) = —sin@+ o), erf(-2) = —erf(2).

Wir erinnern uns, dass wir Uiber einen Kreis in deryj—Ebene integrieren missen, sprich tber
einen Einheitsvektor der Form [cessing, 0]'. Ein Skalarprodukt eines Vektosse R mit
einem solchen Richtungsvektor fiihrt auf eine sog. Uberlagerung.

Hilfssatz 2.3.10(Uberlagerung) Es seien ab, x € R, mit & + b? > 0. Dann gilt:

asinx + bcosx = va2 + b? sin(x + ), (2.26)
wobeio der Winkel ist mit
CcOoSd = _a und sing = L
vaZ + b? Va2 + b2’

d. h.s ist der Polarwinkel des Vektors:¥ (§) = ||| - (‘;?rfg) e R2.

Skalarprodukte eines Vektoss = [y1, Yo, y3]" mit einem Vektorw = [w1, wp, 0]F hangen
offensichtlich nicht von der dritten Komponentgab. Mit einer Tilde ™ bezeichnen wir daher
im Folgenden einen Vektor, dessen dritte Komponente auf Null gesetztdyviid/ = [y1, y», 0]".

Nach der Berechnung der verschiedenen Integrale benutzen wir Bigebnisse, um die
Terme des Gradienten aus Gleichung (2.11) zu bestimmen. Dazu benétigesctviein Hilfs-
ergebnis.

Hilfssatz 2.3.11.Fur 8 € R und|[y]] # O gilt

p+r
f e 1y w(e)) do = |l e erf(v=ccosg +¢)), (2.27)
B Ve
N T
y= [YL Yo, 0] 5
w(p) = [co&p, sing, O]T,
c:= allyi,

wobeis der Winkel aus Hilfssatz 2.3.10 ist mitby; und a=y, (dies ist nicht die Darstellung
von y in Polar- oder Kugelkoordinaten!); d. B.= 6(y).

Fur ¥l = 0 verschwindet das Integrajf@nsichtlich.



2.3 Der Kreis als Abtastkurve 27

Beweis. Wir verwenden Hilfssatz 2.3.10, damit folgt

B+ B+r
f e y.w()? Wy, w(p)) do = f golVLcosey2 sinel’ [y cosy + v, sing] dy
B B
Bin
_ f & I SIP(9) 15 singo + 5) dip
B
Bo+n
= |15l f eS¢ sing dy
Bro
219)

=511 e‘c\/—_lc erf(V=ccos +9)).

2.3.2 Der Kern im rotierten Koordinatensystem

Mit Hilfe der im vorigen Abschnitt bereit gestellten Ergebnisse kdnnen wat jdie einzel-
nen Terme des Gradienten aus Gleichung (2.11) integrieren. Dies ehtsfmidntegration des
OperatorsT, d. h. wir bestimmen den auf3eren Operaloin TMrT De,. Der Gradient bzw.
Integrand zerfallt in drei Summanden, deren Integration wir nacheamahdachfihren, genau-
er in den folgenden drei Lemmata. Die Zusammenfassung dieser drei Saemmeriolgt im
Anschluss in Satz 2.3.15 und nach Elimination von HilfsgroRen erhalten witin2S&17 den
Rekonstruktionskern im rotierten Koordinatensystem.

Lemma 2.3.12(Erster Summand voWi,Mr). Fury # 0 # bundc:= o ||37||2 gilt
f e sgn(b, 6)) (y, 6) d6 = 2|51 € °— erf(\/:: cosp — p)), (2.28)
V—c
Sl
wobei sich der Winket aus der Uberlagerung
(b, w(g)) = by cosyp + by sing = ||b| sin@ + p)
ergibt und der Winked = §(y) wie in (2.27)gewahlt ist. Damit folgt

+1, pe(—p,—p+n)

sgn(b, w(e))) = {_1 ¢ € (=p +m,—p + 21).

Falls |[§]| = 0 odeyund||b|| = 0, so ist

f e’ sgn(b, 6)) (y, 6) dé = 0. (2.29)
Sl
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Beweis. Wir schreiben die Integration Ub&t als Integration tiber den Einheitsvektofp) mit
¢ € [0, 27]. Dieses Integrationsintervall spalten wir an der Stelle auf, an der deuigierm
sein Vorzeichen andert. Dies geschiehtdei —p + 7. Flry # 0 # b ist dann

2n

f e 09" sgn(b, 6)) (y. ) do = f e 09 sgngh, w(e))) (. w(g)) dy

st 0

—p+r —pt2n
- f e AD" (y, () dip - f e AD" (y, () dy
> —p+7

{Tﬂ 151l e e ¢ \/‘/;C{erf(\/_ccos( p+5))
—erf(\/::cosér—p+6))}
=2|§le° \/\/;erf(\/_ccow p)).

Fury = 0 ist der Integrand fiensichtlich identisch Null, filb = 0 ziehen wir den sgn(0)-
Term aus dem Integral und beachten, dass der verbleibende hdagrgerade iry, 6) ist. Das
Integral ist also Null unabhangig vom Wert von sgn(0). O

Lemma 2.3.13(Zweiter Summand voR,,Mr). Fir § # 0 # b und c:= « |[§]? gilt

f e Y9 (b, 0Y| df = 2\/_||b“{ ‘C\/_erf(\/_cc057)+S\/—_erf(\/_SlnT)} (2.30)

+C
si
wobei
%= [X1, %, 0] c:= alfi?,
: o Y2 - Y1
Y1 COSyp + Y2 Sing = |§| sin(p + 9), COS6 = ||y|| sing = 5
, P . by
by cosyp + by sing = ||b| sin + p). cosp = sinp = —,
IIbII (e
T:=0-p.

Im Fall b = 0 erhalten wir
f e 2% (b, §) d6 = 0
Sl
und fury = O st
f e 09" (b, 6y do = 4][p|.

Sl
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Beweis.Firy # 0 # bist

f &2 (ib.oy do = [ &2 (b, ()] dep

sl

golyLcose +y2sinel’ |y cosy + by sing| de

Il
O—p Oy Oy

&9 SPe+0) B | singe + p)| di.

Wir spalten das Integral Gberin die Bereiche mit sirf + p) > 0 und sinf + p) < 0 auf. Der
Vorzeichenwechsel erfolgt fig = —p + 7, demensprechend integrieren wir vep bis —p + «

bzw. —p + 7 bisp + 2x. Die resultierende Dierenz der beiden entstehenden Integrale kénnen
wir dann mit Satz 2.3.9 unmittelbar berechnen:

—p+7 —p+21

f e 9" (b, )] do = ||| f e °SIP ) sinp + p) d — f e oS+ sinp + p) do
sl -p —p+7
@295 x [l {e‘C&\/_;p) erf(V=ccos-p +9))
+ &\/T_cp) erf(Vesin(p + 6))}
=2z || {e‘cﬁ erf(V=ccosr) + sint erf( \/Esmr)}
Ve Ve

Der Fallb = 0 ist dfensichtlich, fury’= 0 beachten wir

2r
f %" (b,0)| df = f (b, 6)] d6 = f [IB]| - 1+ IsinGe + p)I do
st 0

(S8
—p+7 —p+21
= ||| f sinp + p) dp — f sinfp + p) det = 4[|
—p —p+r

O

Lemma 2.3.14(Dritter Summand voiv,Mr). Es gilt mitp, §, 7 wie im vorigen Lemma 2.3.13
undfur§#0#b

f e 209 (b, )| (y, 6)2 o (2.31)
Sl

=2|o| ||)7|| (COSTe C%( > )erf(\/_CCOST) ie‘csmz’ 2\/\/_68"17 erf(\/EsmT))



30 2 Kernberechnung fiir die Kreisgeometrie

Falls § = 0 odeyundb = 0, gilt

f e 09 (b, )] ¢y Y2 de = 0.

Sl

Beweis.Der Fally = 0 odefundb = 0 ist trivial. Falls einer der beiden Vektoren ungleich
Null ist, so spalten wir die Integration wie bei den beiden vorhergehehdemrmata auf und
verwenden den zweiten Teil von Satz 2.3.9:

2n
f e %9 (b, 0)| (y, 6)2 g = f e O (b, w(@))] (Y, w())? dep
st 0

2r
= f eI s+ 1Bl singo + )l [[§]]° sinP(e + 6) deo
0
2r
= o] ||y||2 f e CSiIT(@+9) §ird(p + 6) [sin(p + p)| dy

0
—p+m
= [l IIVIIZ{ e oD sir(p + 8) sine + p) dp

—p+2n
_ f e—csin2(¢p+5) Sinz(QD + 8) sin(p + p) d(p]

o
29 2 51 (@ 6)e‘c[ ﬁ(l ?{:)erf(acos(_pw)) _ Méw]
+Si”("_5) [sm( 0 + 6)gCSITp+) _ 2‘/\76 erf(\/(_:sin(—p+6)))
_ 2| ||y||2(cosTe- [\/\/;(1+2—)erf(\/_ccosT) C‘fTeccoéf]
—L(:]T[sm e CsIr T _ 2‘/\; erf(\/EsinT)])
2|5 511 (COSTeC \/\/;(1+2—)erf(\/_cco&-) 0Tt g g
ST i in/__smTerf(\/_smr))
= 2 51 (COSTe‘C f_(uz_)erf(v—ccoy) Lesits f{ sin Terf(\/ESInT))
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In den Lemmata 2.3.12, 2.3.13 und 2.3.14 haben wir daslvogalisierte Integral fir jeweils
einen Summanden des Zugehtrenden Integranden berechnet. Im folgenden Satz fassen wir
diese Terme zusammen und berechnen das Integral Uber den Einlieitskier &, y)—Ebene

fur MrT Dey.

Satz 2.3.15.Fir § # 0 # b gilt

<e3, f Vo (|<b, 6y e’ (y, 0>) de>

sl

e ¢ \/\/; el’f(\/_COST) [||y|| bs — 2¢|b|| y3 COST] + 4 ||| yse e osi’T - (2.32)

C
wobei
L v N
= 01.Y2.0) c0so = IIY/II’ sino ||~||’
= (t.52.0) cos = [ snp =
c:=al¥°, Ti=6-p.

Die Winkels undp sind dabenichtdie Winkel der Polarkoordinaten der entsprechenden Vekto-
ren (y1,y2)" bzw.(by, by)".
Falls ¥y = 0 undoderb = 0, so gilt

<E3, fve (|<b’ 0)| e—a<y,0>2 {y, 9)) d9> = 4”6” V3. (233)

Sl

Beweis. Wir benutzen zum Beweis die Lemmata 2.3/12, 2.3.13/und 2.3.14. Zuerstdaghan
wir den einfachen Fall, dags= 0 undoderb = 0. Mit dem durch den Operatdr realisierten
Gradienten aus Gleichung (2/11) folgt:

f 7 (|<b, o) e 00"y, 9>) do = f %% (b sgn(b, 6)) (y. 6) + Kb, ] y (1 - 2a(y, 6)%)} do

st st

Wie man mit Lemma 2.3.12 sofort sieht, ist fiir= 0 das Integral identisch Null. Figr = 0
bleibt nur der zweite Term des Integranden:

f Vi (16,0 & ¢y, 09) do = y f e (b, 0)] do = y- 4.
1

si

Das Skalarprodukt migs liefert hiervon die dritte Komponente. Im letzten Schritt haben wir
dabei Lemma 2.3.13 benutzt.
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Fur den allgemeinen Fall spalten wir den Integranden in die drei Summanfi®iese haben
wir bereits in den vorhergehenden Lemmata berechnet, so dass wir diegmisse unmittelbar
verwenden kdnnen:

f Vo (0,03 €0 (. 6)) o

Sl

1) f %" (b sgn(b, 6)) <y, 6) + (b, )]y (1 - 2a(y. 6)%)} do
S

=b f e 9" sgnb, )) ¢y, 6) d +y f e 09” ((b, 0)| dg — 20y f e 0" (b, 0)| ¢y, 6)2 do
1 1 1

C\/\/;erf(\/_cosei o))

= b-2[5ile
+y- 2z |[p| {e‘cg erf(v/=ccosr) L erf(\/EsmT)}
V-c \/5

~ 2ay- 2[| |5 {COSTe‘Ci (1+—)erf(\/_ccosT) csi

\/_
2\1/—_ sint erf(\/EsmT)}
=2b||§|le® \/\/; erf(v/—ccosr)

~ _ccost — B 2
+2\/7r'|b||y(e \/::erf(\/_ccosT)[l 2a||z/||

-2c

2C + 1]

+ S er(Vesing [1.- 52 a1917] + 4o 1Py B o oo

C
‘._5/_._._/

0

= 2b||y| ecv—v:l(: erf(v—ccosr) + 4|b)| ye oSt T _ Ac/x ||b|| ye C\?—S_ erf(v—ccosr)

- 26 ert(=ccosn) o 2o[B]ycosr] + 4[] ye .

Das Skalarprodukt my liefert hiervon die dritte Komponente. O

Der Winkelr im vorigen Satz ist eine reine Hilfsgréf3e, die wir noch eliminieren. Wir beachte
dabei, dass er nur im Faff|| # 0 # ||b|| tiberhaupt eine Rolle spielt.

Hilfssatz 2.3.16.Falls ||§]| + 0 # ||b|| erfullt ist, gilt

(5.b)  yibp—yoby i1
, sint = 22—, V-c= ——
L V2y
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und damit

. B,~ ) ) _ 2
v-ccosr = I< y> c||b|’c037:a||§/||<b,§/>, osin? = 2ab2 ~¥2b)” (2.34)

Vay|lbl Bl
Beweis. Wir hatten (vgl. Lemma 2.3.13)
Y2 . Y1 b, . by 2 1
:6—, S(S:T, (SZT, = =7 = =7 = ) = —.
T p, CO 5 sin 5 Cosp Hb” sinp Hb” c=alyl a 2,2
Damit folgt
y,b
COST = COSJ COSp + SiNg Sinp = yzbf * Ylbl = <~y ~> ,
el i ]
sint = sing cosp — coss sinp = M
191 {1l
: HIYI
Vec=ive=
V2y
und wir erhalten
i(7.5) ~ ~ - aly1bz — yob1)?
v=ccosr = I c||o|| cosr = «|[§]| (7. b). csifr= ——<= ==
e o Bl
m|

Mit Hilfe der bisherigen Berechnungen kommen wir nun recht schnelirzer geschlossenen
Darstellung fur den Rekonstruktionskern. Diese Formel enthalt noddreiematrixU, die wir
im weiteren Verlauf aber eliminieren werden.

Satz 2.3.1Rekonstruktionskern)Es sei

lIx=yI2

1 -
e(y) = (%)‘3/256‘ 22, y>0

der Mollifier mit xy € R3. Die Abtastkurvd™ sei ein Kreis~mit Radius R. Weiterhin sollen die
Vektoren b und y nicht parallel zy éegen, d. h][§|| # 0 # ||b||. Dann gilt fiir den Rekonstrukti-
onskerny:

_alygbp-yoby)?

]{2y3a<5,y>—b3}+2||5||y3e IBF 1 (2.35

i< ¥
V2y [

2
~

Uy(X,a,1) = —5 {e“’”g’”z@yi erf(
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firae T, ne S x e Q, wobei

1 1
C:=(2n) %= ==
(27) vl v= o
UTy = e3, U € SO(3)
y:=U'@-x, ¥ = (Y1,¥2,0), c=al[§lP,
b:=UTa, b := (b1, by, 0)
Wir haben also
U= U(U)’ C= C(U, a- X)’ y= Y(U, a- X)? b= b(’], a,)-
Falls [|§/l = 0 ungoder||b]| = 0 gilt, folgt
C .~
vy(xam =-——|b]ys, (2.36)

und im Falle(y, b) = 0 (und|f§i| # 0 # ||b]) vereinfacht sich der Kern zu

2C = C z .
vyxan = -2 [Byse® = -2 bl ys e (2:37)

Beweis. Wir erinnern an die Gleichungen (2.7)

[TDe](a w) = 22Ce 22 (@ x w)
und (2.10)

[Mrfi(a, Ue) = 252 Kb )l 0" (y,0).
Mit g := Mrh und Gleichung (2.9) ergibt sich

[Td(an) = f o Uo) &' ((U™n.6)) do 2% zC f Kb, 6] €09 (y, 0) &' ((es, 6)) do
S2 S2

@18 o <e3, f v, {|<b, o) e 0? <y,0>} d9>
SzﬁeaL

= —nC <e3, f Vg{|<b, )| e 00" 1y, 9)} d0>
Sl

@3 ¢ {Ze‘cfﬂc erf(v=ccost) ¥l bs - 2c||b]| ys cost| + 4| b y3e‘°5i”27}

(2.34) ¢ Vry i(b.9) ), . o 17V
==2nC — f po bs — b, 2||b flo .
{e 5 er [\/éy“b“ [IIYII 3 2y3a||y||< y>]+ 6]| y=e
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Damit erhalten wir (vgl./(2.1))

y(xamn) = *a2 [T MrTDell(a, 17, X)

~C ‘/_’)’ i <B ~> ~ a(y1b25-y2b1)2
- {e T erf[\/_y|| B IIYII[b3—2y3a<b >]+2Hb||y3e T

Fiur den Sonderfall§j| = 0 undoder|bj = 0 gilt

[Td(an)=-xC <e3 f Vo {ib. e ¢y, 0] de> 2 _rc-alfp]ys.

[S38

Mit dem Vorfaktor+— in Gleichung/(2.1) ergibt sich in diesem Spezialfall

1 ~ C ,~
w(x.an) = —o—54rC bl ys = - |lb] ys.

58 2
Aus (5. b) = 0 (und|§i| + 0 # [Ibll) folgt co() = ( (7.b) ) = 0 und mit Hilfssatz 2.3.16 ergibt

(15[ |[b
sich

1= sirf(r )_( 1’t|)2“” ﬁbl) = c:csinz(r):c(

y1bo — Y2b1) _ (yaba — yohy)?
151 1o [T

BemerkungGilt ||§]] = O undoder|b|| = 0, so liegery undoderb parallel zues. Die Matrix U
ist definiert Gbet) Ty = 3. Dies bedeutet

Un=elly=U"@a-x = nll@-x
Up=ellb=UTa = nla.

Die Spezialfalle treten also dann ein, wenn der Richtungsvel¢atweder auf der Geraden vom
Kurvenpunkt zum Rekonstruktionspunkt liegt oder aber wenn éarseht (die Abtastkurve ist
ein Kreis) zum aktuellen Kurvenpunkt liegt. Dadie Richtung des Réntgenstrahls von der
Quelle aus beschreibt, ist der zweite Fall unwichtig: Der Strahl laufttdaic Gebiet, in dem
die Funktionf als identisch Null vorausgesetzt wird!

Die gedrehten Vektorep tind b ergeben sich mittels der Matrid™ ausa — x unda’. Dies
sind reine HilfsgréRen und die Berechnung der Matrix wollen wir vermeiDaher bestimmen
wir die vony undb abhéngenden Terme als Funktionen eonx, & und dem Richtungsvektor
n des Rontgenstrahls, d. h. wir berechnen den Kern im urspriinglicberdkatensystem.
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2.3.3 Der Kern im urspringlichen Koordinatensystem

Im vorigen Abschnitt haben wir den Rekonstruktionskern im gedrehtamdnatensystem be-
stimmt. In diesem Abschnitt transformieren wir den Kern zurlick ins urgpichre System.

Dazu beschreiben wir die im gedrehten System eingefiihrten Hilfsgiitfdrigenden Lemma
durch GréRRen im urspringlichen System.

Lemma 2.3.18.Mit den Bezeichnungen aus Satz 2.3.17 gilt:

15112 = lla— XII? = @ = x, ) = [la— x— @ - xmnll?, (2.38a)
IB]* = ||| - (@ m)? = [l — <@.my ] (2.38)
(5.6) = (a-x2a) ~(@-xm(@.n = (a-xa - (@.nn. (2.38¢)
ys=(@-xmn, by=<a,n), (2.38d)

<é0, éy> _ {a-xa)y-(@-xm@,n (2.380)

lla-x—<(a-xmnlllla - @l
wobei&, undg, die Einheitsvektoren in Richtung vbrbzw.§ bezeichnen.
Beweis. Es isty = Ues; wir erganzen; zu einem kartesischen Koordinatensystem mittels
v:=Uey, w=Ue= nplvw, V1w, nV,weS2
Wir schreiben die Vektoren in diesem System:
a-X=@-xX,mn+@-Xvv+@—x,ww,
y=UT@a-x) =(a-xne+{@-xve +{@-xwe
= [@-xvw. @-xw. @-xn|,
a=@,p)n+@E,vyv+@,wyw,
b=UTa = [(@.v), @.w, (@.n.
Mit dieser Darstellung vol undb folgt
17 = (@ = x.v)? + (@-xw)? = [la—X* - @-xm?,
[BIF° = 2, vy? + et w? = [l - cat,
ys=@-xmn, b= n),
(9.6) = (v.b) - ysbs = (a-x.@) ~(a-xm@.n).  (y=U'@@-%. b=U"a).
o

Nun kénnen wir die Rotationsmatrid eliminieren. Wir erinnern uns, dass flfj| # 0 = ||b|
nach Gleichung (2.35) gilt

i(b,§ a(yqbo— b)2
Yy(X,a,mn) = _4E {e_“”y”zi \/Zyerf[ ! <b’ y> ] _ aly1by-ysby
g

72 )12 (B9) ba] - 2lBlvee
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Unter Zuhilfenahme von Lemma 2.3]18 kdnnen wir alle TermeﬁwnjndYeIiminieren, aulRer
den letzten Exponenten

a(yib, — yob1)?
[

In Hilfssatz 2.3.16 hatten wir aber gesehen, dass

a
—(yabz — y2b1)? = csirf , COST = Tt c=al§I
IBI° 191 1b
gilt. Schreiben wir siAt = 1 - cof 7, so folgt
~\ 2

a _ (5.b) ) Y
— (y1bz — yaby)? = csinP 7 = C[l - —] = |17 (1- (&.8)"). (2.39)
[T 511 1Bl | |

Zusammen mit Gleichung (2.88) erhalten wir

(X, a,n) = _E[e-alla—X—w—x,nmn?i V2ry erf( I (@-xa—(@,n n>)

I V3, T — @l
x {20 (a-xm)(a—xa - (@.n)yn) - (&)} (2.40)
(a-xa ~(a myny?

—|la—x—(a—x,n) ||2)
+2||a’ —(a,n) 77“(61_ X,n)ea(mr mn ]

Im Fall <)7, B> = 0 (also insbesondere, wenn einer der beiden Vektoren Null ist), vacairsich
dieser Rekonstruktionskern wegen der Gleichungen (2.36) und @137)

C 2
w(xam) = - = @, nyu| @~ x n) e, (2.41)

Bemerkungln der Form|(2.41) bezeichnen wir den Kern im weiteren Verlaufaleinfachten
Rekonstruktionskerrer kommt zur Anwendung, falls der Strahl in Richtupgom Quellpunkt

a aus den Rekonstruktionspunkigenau trift. Der Kern ist in diesem Fall sehr einfach, d. h.
ohne Integration, zu berechnen.

Numerische Implementierung

Die analytische Herleitung des Rekonstruktionskerns ist mit den Gleichy@g#0) bzw.[(2.41)
abgeschlossen. Eine naive Implementierung fihrt jedoch zu numeriBechblemen, insbeson-
dere die erf-Funktion bereitet Schwierigkeiten: Ihr Argument ist rein imérgund wegen des
Faktors ¥y betragsmé&Rig groR. Dies filhrt zu sehr groRen Werten. Umgekegmt/fsp(@-xml’
sehr klein. Die gemafR [15] darstellbaren minimalen und maximalen Werte auf &eelhmer-
system liegen in der GroRenordnueig®®. Das Argument der Exponentialfunktion erreicht bei
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Quellradius 30
Radius des Rekonstruktionsgebigts 1,0
Regularisierungsparametgr 0,01

Tabelle 2.1:Mdgliche Parameterwahl bei Rekonstruktionen

einer Geometrie wie in Tabelle 2.1 angegeben, aber bereits fur die Vektoren
R

TR e

einen Wert von{4500), d. h. wir miisseer*>®perechnen. Dies wird in der Gleitkommadarstel-
lung des Rechners zu einer Null. Der Vekigatrifft dabei den Rand des Rekonstruktionsgebiets
im Punkt[0, T, O]T.

Um diese Uber- bzw. Unterlaufe zu vermeiden, verzichten wir auf digv&edung der erf-
Funktion und berechnen das entsprechende Integral mit einer Qudainael, indem wir die
Fehlerfunktion mit dem Exponentialterm zusammenziehen. Diese Quadratwrism Fall
|51l # 0 # ||b|| nétig, da die entsprechenden Integrale lediglich dann auftreten.

Die weitere Vorgehensweise ist in Abbildung 2.2 skizziert. Wir starten mit b&gem ana-
Iytischen Formel und l6sen die erf-Funktion auf, schreiben das Intafy@a explizit aus. Zur
Vereinfachung der Darstellung fuhren wir dann Paramigr. ., p4 ein, was uns zu Gleichung
(2.45) fuhrt. Wir betrachten das in dieser Gleichung auftretenden hitggnauer und kénnen
den Integrationsbereich deutlich einschranken, was die numerischesliwa beschleunigt. Im
Anschluss untersuchen wir das asymptotische Verhalten des Kernsid2atifizieren wir ver-
nachlassigbare Terme und erkennen, dass der RekonstruktiorigkernWir betrachten das
in dieser Gleichung auftretende Integral genauer und kénnen degrdtimsbereich deutlich
einschranken, was die numerische Integration beschleunigt. Im Amsschitersuchen wir das
asymptotische Verhalten des Kerns. Dazu identifizieren wir vernachlassigbrme und sehen,
dass der Rekonstruktionskegry nur in einem sehr schmalen Streifen der Detektormatrix be-
rechnet werden muss. Zusammen mit der beschleunigten numerischemtiotegrmaéglicht
dies eine schnelle Berechnung der Kernmatrix.

Wir definieren zur Abkirzung

und erhalten fur den Term des Rekonstruktionskerns, in dem dieuaiftion enthalten ist:

=-[rR o o, x=[0. 0. 0,

e‘“”f’”zi@yerf(iz):e‘“'y'zi@y\/_f e ¥ ds= e’ Vary = 'Zfezzt dt

1

- -2/ (88 [ &M qy

0
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Analytische Formel

v

Explizite Darstellung des erf-Integrals

v

Einfihrung von Parametem, ..., ps zur
vereinfachten Darstellung

p—R

Asymptotisches Verhalten des
Rekonstruktionskerns

Y

Identifizierung vernachlassigbarér
Terme

\/ Y

Abschatzung des asymptotischgn

Einschrankung des numerische Verhaltens des Kerns mittels
Integrationsbereichs bekanntem Verhalten der

Dawson-Funktion

-

Ausnutzung zur schnellen Implementierunlg

Abbildung 2.2: Vorgehensweise zur numerischen Berechnung des Rekonstrulefosgk
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Fir den Rekonstruktionskern im gedrehten System folgt mit Gleichun§)(2.3

1 2
Cl oi/x lT2( (&8, ) 12— ~ ~ _Q(Ylbz:y%bl)
w(x.a.n) =~ |11l (& &) f e (®8)° ) dit (g — 230 (B.5)) + B]| yse © B ‘
] 0
C 1
(@)—Z ||)7||<éo,éy> f e I91%((@.8) 1) dt{b3—2y30z<6,)~/>}+|‘B||y3ea\|)7||2(<éo,éy) )|
! 0

(2.42)

Ersetzen wir in dieser Darstellung die Terme witrid b, so erhalten wir

Y(x a,n) =

C

2n

1
(@a-xa —@&,n)n) exp(a[<a —x,a — (@&, n)?
llar — <&, m 1l llar — <&, m)nlf?

2~ Jla— x—(@a- x7) n||2]) dt

x {(@.n) - 20 @@= xm(a-xa - (@ n)m)|
a-xa —@.,mn’

[l = ety | @~ mp exe{ v ~lla-x~(@-xn) nllz])].

llar = @&,y nll?
(2.43)
Zur Vereinfachung der Darstellung fuhren wir die Parameier. ., p4 ein:
p1i=alla-x-(@-xnnl, (2.44a)
’ ’ 2
a-x—{@-xnna —@,
Dy = ( k mn, & — @&, mmn) . (2.44b)
llar — <&, mnll“lla—X—(a—xmnll
p3 = <a_ X— <a_ X, T]> n, a, - <a,’ ]7> 77> ’ (244C)
pa = ||a’ = @, n)n||. (2.44d)

Damit vereinfacht sich Gleichung (2/43) zu

1
y(xan) = —% %{ (@.n) - 20 ¢a— x.1) pa} f e [P~ gt + py (a- x, ) eP Pl
4
0

(2.45)

Mit den Parameterip; sieht der Rekonstruktionskern bereits deutlich handhabbarer aus als in
Gleichung|(2.4B). Der einzige nicht-triviale Teil ist die Integration. Wieeltsrerwahnt, unter-
suchen wir den Integranden im Weiteren genauer. Dabei stellt sichiyatass das Integrati-
onsintervall [Q 1] deutlich eingeschrankt werden kann. Die Motivation zu dieser Umtbrsng
ergibt sich aus Abbildung 2.3: nur in der Nahe woa 1 ist der Integrand signifikant von Null
verschieden.
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Abbildung 2.3: Der Integrand im Bereich 0 bis 1
Auf der linken Seite mit Parameteqm = 20,0 und p, = 0,9, auf der rechten Seite mit
p1 = 20,0 undpy = 1,0.

Einschrankung des Integrationsbereichs

Wir betrachten das Integral
1 1
f e I[(88) 1] g f ePilP2™-U gy (2.46)
0 0

Dabei seienly|| # 0 # lIbll und<§/, 5> # 0; ist dies nicht der Fall, berechnen wir den Kern mittels
Gleichung (2.41), das Integral ist dann identisch Null.

Der Integrand ist im Integrationsbereich monoton wachsend. Um deongxpen abzuschét-
zen, betrachten wir zunachst die Grentzen0 bzw.t = 1:

t=0: «lJl? [<éy éb>2t2 - 1] = —a [§?
t=1: olg?[(88) ¢~ 1] = el?[(8.8) - 1]

Aufgrund der Monotonie gilt:
1
~ ~ o~ \2
fea||y||2[<eY’9b> 1] 4r < 1. exp(a||§/||2 [<éy éo>2 _ 1])
0

Als untere Schranke zur numerischen Berechnung des Integralsnaéinle 1% ~ 10-44; ist
die rechte Seite in der Ungleichung kleiner als dieser Wert, setzen wir tegrdahauf Null.
Dementsprechend bestimmen wir den Werfiir den

@191 [(8. )17 - 1] = ~100

gilt.
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Es folgt

1 100
1-——.
(8. )| oI5
Wir integrieren deshalb nur noch von der unteren Grenlzis 1.

BemerkungDie Grenze vore 19 fiir den Integranden ist recht willkiirlich gewéhit. Vergleiche
mit genaueren Rechnungen zeigen aber keinen signifikanten Unterschder Genauigkeit.
Aber durch die Einschrankung des Integrationsbereichs beschéguwig die Konvergenz der
verwendeten Quadraturforn{el.

= (2.47)

2.3.4 Asymptotisches Verhalten des Rekonstruktionskerns

Die obige Untersuchung des Integranden ermdglicht uns eine Eingcimgides Integrations-
bereichs. Im Folgenden untersuchen wir die Frage, wann wir den(kathdamit das Integral)
Uberhaupt berechnen missen. Frithere Ergebnisse von Mohi iled2& die Vermutung nahe,
dass der Kern nur in der Nahe der mittleren Detektorzeile von Null verdehiist. Da wir den
Kern in analytischer Form vorliegen haben, kénnen wir durch eine Bintbung seines asymp-
totischen Verhaltens die Anzahl der numerischen Auswertungen deuwlitizieren, was die
Berechnung nattrlich unmittelbar beschleunigt.

Dazu untersuchen wir das Verhalten des Kerns bzgl. zweier Aspakteemhen das Abkling-
verhalten inzRichtung, also senkrecht zur Abtastkurve. Und zum anderen dieefsbwng
des Richtungsvektorsvom Vektora — x. Wir gehen dabei grundsétzlich nur von ,sinnvollen®
Richtungsvektoren aus. Das sind die Strahlen, die vom Quellpuaki Richtung des Objekts
verlaufen.

Wir schreiben die Bewegungsrichtung der Quelle@;lﬁ =: ey. Mit ax bezeichnen wir den
Vektora — x und formulieren Gleichung (2.45) entsprechend um:

a =R-eq, o’ — @ myn||” = IRew — Reew, mynll? = R (1~ (ew. 1)?).
Damit folgt

&’ - (@, nyn|| = Ry1 - (e, 0%,
p1 = allax— @7l = a(llax? - ax m?),
0 = (ax— @x . a)> _ Rax-—(axnn.ex)’
lar = <@, mynlllax— @xmal* R (1 - (ex.m?)(lax? - (ax 7)?)
(ax—@xm 1, ex)”
(1-¢ex.m?) (X - (ax 7))
ps = (ax—(axmn, &) = R(@ax—(@xnn,ex),
pa = || = (@.nyn| = Ry1-(ex.n)%,
@.,n) =Rn,ex).

Die Implementierung, die in Kapitel 3 verwendet wird, benutzt ein adagtintegrationsverfahren als [11].
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Wir setzen voraus, dags # O gilt. Dies ist &quivalent dazu, dagsicht direkt aufx zeigt; dies
ware ja gerade der vereinfachte Fall aus Gleichung (2.41).

Einsetzen dieser Parameter in Gleichung (2.45) und AusklammerRe&rp(p1p2 — p1) lie-
fert

1
—%ﬂw(x,a,n) = E{<a’,n> — 2a(ax,n) pa) f PP -1 gt 4 p, (ax p) ePP2 1l
0

= Re P1gP1P2 E{W_’m
R

P4

1
— 20 (ax 1) %} f ePP=D) it 4 % (@x.n)
0

<ax—<a><,n>q,ea, >2

_ Relad?~@a?) g (e |@X=(AX )7 &x)

l - <ea'7 77>2
L Socwoney)® o )

x{<ea”’7>—2@<ax,n> <aX—<ax,n>n,ea,>} f e e dt

0
+ 41— (ex,m)?(ax n)].

Wir wollen in obiger Formel die Termé&y, ) vernachlassigen, d. h. die{t) Terme werden
auf 1 und der einzelnéy, n) Term auf Null gesetzt. Dies begrindet sich wie folgt:

Der Vektorey zeigt nach Definition in Richtung voaf. Er liegt dementsprechend tangential
am Kreis und damit senkrecht z1a. Der Vektorn zeigt in die Richtung des vamausgehenden
Strahls.

Der betragsmafig maximale Wert véey,n) = |lex|||lnllcos«(ex,n) = cosi(ey,n) ergibt
sich fur einen Vektor, der auf den au3ersten linken oder rechten Rand des Rekonstrgktions
biets zeigt. Entsprechend gikty,n) = O flr den Strahl, der genau in die Mitte des Detektors
zeigt. In realen Messungen ist der Radius der Kreiskurve deutlicreged® der Radius des Re-
konstruktionsgebiets, d. h. wir kbnnen vBn« 1 ausgehen. In einer solchen Geometrie weicht
der Strahly nur wenig von der Richtunga ab, d. h. der obige cos-Term bleibt klein.

Daher kdnnen wir

1-(ex,n¥’ ~ 1, J1-(ex,n2~1 (2.48)

nahern. Weiterhin ist

Kew.m| < [2a (ax, n) (ax— (axn) n, el
so dass wir
{(ear. 1) = 20 (ax ) (ax— (ax p) 7. &)} ~ —2a(ax ) (ax— (@ax n) . &x)

annehmen kdnn&m

2Numerische Testrechnungen zeigen, dass der Tegnm) hochstens 10% das-Terms erreicht. Im Fall O=
ax— (ax, n)n verwenden wir den vereinfachten Rekonstruktionskern gemaR F@méa).
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Mit dieser Naherung vereinfacht sich der Rekonstruktionskern zu

—%IJI(X, a’ 77) ~ Re—oz(HaX]lz—(a)QT])z) e(l<aX—<a)§77>77’ea’ >2[ <ax _ <ax’ n) 77’ ea,>
1
X {—2a (ax i) (ax— (@x ) 1, € )} f gr(@@anner) 1) gt 4 (ax, ) ]
0

= R@ax 77>e—(t(||a>4|27<a>g77)2) e {ax-(@axmn.ex )2
1
2
X |1 = 2a(ax— (ax n)n, ex)? fe“<ax‘<ax*’7>'7~ea’> (t*-1) dt}. (2.49)
0

Die blauen Terme in obiger Formel sind ein — von der Richteggphgnabhéngiger — Dampfungs-
faktor. Je weiter die Richtung des Vektas- x von der Richtungt:n abweicht, um so starker
wird exponentielgeddmpft. Die roten Terme beinhalten die Abhangigkeit @prbzw. a’. Der
erste rote Term ist dabei von exponentiellem Wachstum; wir fassen ihn miegponentiellen
Dampfungsterm zusammen

e (llax?—(axm?) gar{ax-(axmmey )* _ g-o(llax~(axm?) ge(laxiP—axi?)-1-cod(«(ax-(axn.ex))

_ —a(Ha)qlz—(ax,n)z)[1—003’-(1(ax—<ax,77>n,ed,))]. (2.50)

Das Produkt der beiden Exponentialterme wirkt folglich dampfend, edesei, der cos-Term
in eckigen Klammern in Gleichung (2.50) ist Null. Dies ist einerseits der Fallpvaden Vektor
ax — (ax, n)n verschwindet, der Strahl also genau auf den Purgdigt — dann sind allerdings
beide Exponenten identisch Null. Andererseits kénnte das Skalarpreaixk (ax n) n, ey )?
seinen maximalen Wert erreichen, d.eh. liegt (anti-) parallel zuax — {(ax, ) n. Fur beliebige
Vektorena, b, ¢, d € R3 gilt

{(axb,cxd)=(ac)bd) —(ad(bc) (2.51)
und damit

(ax—(@x )7, ex)? = (1-(ax ex) — @x 1) (7, €x) )* = ((7,1) - (@% €x) — (@x 1) (1, €x) )°
= (axx 1, €y X ). (2.52)

Der Vektorax x n steht senkrecht auf der vax undn aufgespannten Ebertgax, n); fir ein
maximales Skalarprodukt muss da@nx  in die gleiche Richtung zeigen. Dies bedeutet, dass
€y in der Ebende(ax, ) liegen muss.

Das Skalarprodukt wird demnach maximal, falls der Richtungsvekitoder vonax und ey
aufgespannten Ebene Ii%t.

Allerdings reicht dies noch nicht zwingend, um die Dampfung aufzueBehen wir davon
aus, dass das obige Skalarprodukt maximal wird, dassaalats

ax=Vviey + Von (2.53)

3Fiir den Vektoix := x, = 0 wird dies insbesondere in det, §)—Ebene erreicht!
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mit Koeffizientenvy, v € R darstellbar ist. Dann erhalten wir
(@xxn, ex xn)? = ((Viey + Van) X 17, €x X )% = (Vi€y X 1, €4 X )°

. 2
C2D\2 (1w I Il - (e, )?)
=1
= 2 (1- 2¢ew, 1) + (. 1)").

Fur den Exponenten des Dampfungsterms ergibt sich analog
[aX[? = (@x 1)? = (Vi€ + Varp, Vi€« + Varp) — (Vi€ + Varp, 7)?
= V] + V5 + 21V (8, 1) — V5 (€, 1) — V5 — 2V1Va (€ar, 1)
= V%(l - <ea’, 77>2)

und damit
llax” — (ax m)* — (ax— (ax m)n, €x)* = Vi(L - (&, 1)) = V& (1 - 2(ew, m)* + (€w, n)")
= Vi (e, ) (1 - (e m)?).
Dieser Term ist Null, falls einer der folgenden Falle eintritt:

v1 = 0 Dies bedeutet, dagsdirekt auf den Punkk zeigt, daax nur ein Vielfaches vom ist.
Diesen Fall hatten wir ausgeschlossen, da wir dann den vereinfacht@m&ruktions-
kern benutzen.

(ex,n)? = 1 Dieser Fall kann nicht eintreten, gavom Punkia aus in das Rekonstruktionsge-
biet zeigt. Er wirde auch der Grundidee der Naherung widerspreche

(ex,n) = 0 In diesem Fall war unsere Néherung fin (2.48) exakt. AuBerdem #jienn in
der (a, e3)-Ebene. Aufgrund de&x, n)-Terms sind damit signifikante Anderungen in der
z-Richtung zu erwarten. Wir werden diesen Fall im Folgenden noch weitdysieren.

Unter der Bedingungey,n) = 0 und mit der obigen Darstellung vax vereinfacht sich der
Rekonstruktionskern aus (2/49) zu

1
gHtnan = R<axn>-1-[1-zav§ | eavi«Z—l)dt}
0

Die Funktionx [1— 2xf01 ex(tz‘l)dt] ist in Abbildung 2.4 dargestellt. Sie ist verwandt mit
der Dawson-Funktion.

Definition 2.3.19(Dawson-Funktion) Die Dawson-FunktiorfauchDawson-Integral ist defi-
niert als

X
D(X) = e ¥ f & dt, 0< X< oo. (2.54)
0
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Abbildung 2.4: Die Funktion 1- 2x [ e~ dt

Fur die Dawson-Funktion gilt [39]:

Fir x > 0 haben wir also
l -
X f -1 gt @)—%T VX erf(i vX) € % = vX- D(VX),
0

und fir groBex

1
Xfex(tz_l) dt ~ ﬂ — 1-
2Vx 2

und damit
1 1
1—2xfex(t2‘1)dtz1—2-§:0, x> 0.
0

¥ erf(ix) und D(X) ~ %( far |x > 0.

(2.55)

Da a sehr grolR3e Werte annimmt, ist bereits fur verhaltnismaRig kleine Wertg;viie Nahe-
rungsbedingungvﬁ = x> 0 erfillt. Sprich, schon fir sehr geringe Anteile vaxin Richtung
ey falltim Fall L ey zwar der exponentielle Dampfungsterm weg, dafiir strebt aber der Inte

gralterm Wie%( gegen Null.
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Abbildung 2.5: Mittlere Zeile und Spalte eines Rekonstruktionskerns
Der Rekonstruktionskern fallt in der Richtung veh(Zeile) zunachst schneller ab alszn
Richtung (Spalte). Mit zunehmendem Abstand vom Detektormittelpunkt mathaber die
exponentielle Dampfung im Spaltenvektor bemerkbar.
Ebenso erkennt man, dass der Rekonstruktionskern in Drehrichin@ggeglatteten Die-
rentiation entspricht, wahrend senkrecht dazu nur geglattet wird.

Zusammenfassung  Fir das asymptotische Verhalten des Kerns ergibt sich damit Folgendes:
Je weiter der Rontgenstrahlivon der Richtungk — a abweicht, umso starker fallt der Rekon-
struktionskern, und zwar exponentiell.

Diese Dampfung ist am geringsten, falls der vonx—aundey = Hg—u aufgespannten Ebene
liegt; im Fallex = 0 ist dies gerade diex(y)—Ebene.

Aufgehoben wird diese Dampfung nur, faljssenkrecht auk, steht; dann fallt der Kern
wie 1/x. Dies ist der Fall, wenn der Rontgenstrahl entlangzachse ,wandert”. Da; dabei
allerdings die Ebeng&(ax ey) verlasst, bleibt das Skalarprodukt aus (2.52) nicht maximal und
es erfolgt wieder eine exponentielle Dampfung.

Wir greifen an dieser Stelle der konkreten Berechnung des Rekofistrsikern in Kapitel 3
vor und zeigen in Abbildung 2.5 die mittlere Zeile und die mittlere Spalte eines Kérns= 0;
die Richtungem ergeben sich dabei aus den Positionen der diskreten SensoremelDétkktor
einer Messapparatur.

Man erkennt, dass der Kern in der Spalte (alsa-Richtung) erst wie 1x, dann aber expo-
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nentiell abféllt. Innerhalb der Zeile erfolgt ein exponentieller Abfall, deeranach aul3en hin
weniger stark erfolgt. Hier macht sich bemerkbar, dass die Richjungler vona’ unda — x
aufgespannten Ebene liegt.

Bemerkung.Eine Separierung der numerischen Berechnung des Kerns gemaf| E240¢
(also eine Aufspaltung in einen Anteil in Richtung vegn und einen Anteil senkrecht dazu)
ist nicht sinnvoll méglich; das Wachstums- und Dampfungsverhalten fithgroRen numeri-
schen Fehlern. Die Problematik ist dabei die gleiche wie bei der erftieumisehr grol3e Terme
werden mit sehr kleinen Termen multipliziert. Die bisherigen Ergebnisse refciheine sehr
schnelle Kernberechnung aber aus, so dass diese Nicht-Sepat#eiariProblem darstellt.
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In diesem Kapitel berechnen wir mittels der Approximativen Inversen esdikonstruktions-
kerns aus dem vorigen Kapitel Rekonstruktionen sowohl fur virtuelleeésog. Phantome)
als auch fur reale Daten. Dabei vergleichen wir die Qualitat unseresri®kiktionen mit dem
Feldkamp-Algorithmus.

3.1 Naherungsweise Berechnung des Rekonstruktionskerns

Der Rekonstruktionskern aus Formel (2.45) hangt ab vom Vekto, der Ableitunga’ und
dem Richtungsvektor des StrahjsDie Abhangigkeit vora’ kann man als Abhangigkeit vom
Quellpunkta aufassen. Zwar kénnen wir den Rekonstruktionskern fir eine individk@lte
stellation schnell berechnen; der Speicheraufwand, den Kern fikadistellationen vora — X,

a undn zu berechnen, verbietet eine solche Vorgehensweise aber ugapkén der Berech-
nungsgeschwindigkeit.

Ein Vorteil der Approximativen Inversen ist die Ausnutzung von Invazen der auftreten-
den Operatoren [24]. Bereits Dietz benutzte diese Invarianzen ber$mechnung [8], Mohr
analysierte den Rekonstruktionskern weiter und konnte dessen Baregdzeit durch weitere
Approximationen noch verklirzen [28].

Mit unserer analytischen Formel fir den Rekonstruktionskern kommeauf eine solch de-
taillierte Vorgehensweise verzichten. Analog zu Dietz berechnen wir @édorigtruktionskern
nur fir den Rekonstruktionspunkt= 0 und einen Quellpunkdy. Fir einen beliebigen Quell-
punkta € I" seiV die Rotationsmatrix mi¥ ag = a, dann gilt (vgl. [28, Lemma 2.2.2])

w(x=0,an) = y(x=0,a0, V). (3.1)

Fur den Punkik = 0 kénnen wir den Rekonstruktionskern eines beliebigen Quellpunktes also
aus dem Kern filiag berechnen. Dies giltim Allgemeinen aber auch nur fir den Rekonstrigktion
punktx = 0. Flr einen beliebigen Rekonstruktionspurkt Q unterscheiden sich allerdings die
Richtungsvektorenﬁ:—i|| und g bei realen Messanordnungen wenig. Mohr schlagt (basierend auf
einer Idee von Dietz) vor, den Rekonstruktionskern fiir beliebigals

y(xan) ~ (0, a Uxn) (3.2)

2
lla— x|

zu néhern, wobdi die Rotationsmatrix ist, dity(8) = ||g:§\| erfullt. Diesen Ansatz Uberneh-
men wir. Weitere Vereinfachungen sind fuir eine akzeptable Bereclaanagicht notig.

Die Abbildung 3.1 zeigt einen entsprechenden Kern. In der 2D-DarsteMird der Un-
terschied zwischen der Al und dem Feldkamp-Algorithmus besondetkctieWahrend bei

Feldkamp nur eine Zeile der Filtermatrix Werte ungleich Null enthalt, hat die Filtepoder

49
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Abbildung 3.1: Rekonstruktionskern
Links als 3D-Darstellung mi = 0,00165, rechts ein Ausschnitt der Kernmatrix, mit der die
Daten gefaltet werdeny(= 0,01). Die verschiedenen Werte fiirermdglichen eine besse-
re Darstellung der jeweiligen Form. Die Berechnungszeit fur die Filtermatrdeirechten
Abbildung liegt bei unter sieben Sekunden auf einem normalen DeslGop-P

Approximativen Inverse auch eine Ausdehnung in senkrechter Righiie Berechnung ei-
nes Kerns wie in Abbildung 3.1 mit 528513 Punkten benétigt auf einem Rechner mit einer
3 GHz-CPU weniger als 7 Sekunden. Daher kdnnen wir auf die bishieh&b/orberechnung
der Filtermatrix verzichten. Aufgrund der bereits hohen Geschwindighkeitien auch keine
Invarianzen bericksichtigt.

Bemerkung.Die Matrix Uy realisiert auf dem Detektor eine Faltung, vgl. [28, Abschnitt 2.3.2]
und [8, Bemerkung auf S.76]. Diese Faltung implementieren wir im FouriearRagl. Algo-
rithmus 1 auf der nachsten Seite.

Der Detektor hab&l, Elemente in horizontaler Richtung uhg Elemente in vertikaler Rich-
tung. Der Richtungsvektor vom Quellpunég auf den Detektorpunkti(j) € {1,...,N,} x
{1,..., Ny} seig;j. Das Rekonstruktionsgebiet sei ein Quader Nitx Ny x N, Elementen,
der Rekonstruktionspunkt des Quaders habe die Koordinaten= (u;, vj, wx) mit (i, j,k) €
{L...,Nx{L,...,Ny} x{1,...,N}. Die Aufteilung des Quaders, des Detektors und der Quell-
kurve erfolge aquidistant. Mit FFT bezeichnen wir die diskrete 2D-Fastier-Transformati-
on [10], mit IFFT deren Inverse. Die elementweise Multiplikation zweier MatriausR™"
schreiben wir als #":

(A.xB)ij=A-Bij (@(,))el{l....mx{lL....,n (3.3)

und die Datenmatrix bei einer Messung vom Quellpumlgei G, | = 1,..., N;, wobeiN; die
Anzahl der Messungen bezeichne

[Gii,j = 9(Miag, Vi6ij) = 9(a, Vi6i ).

Die Rotationsmatri, realisiert dabei die Rotation vag aufa;, vgl. Formel(3.1).
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Algorithmus 1 : Rekonstruktionsalgorithmus

// Einmalige Berechnung des Kerns und seiner Fourier-Transformation
fori=1:N,do
for j=1:Nydo
| Kij = (0, a0,6i;);
endfor
endfor
K = FFT(K);

// Initialisierung des Rekonstruktionsgitters
fori=1:Nydo
for j=1:Nydo
fork=1:N,do
| fijk=0;
endfor
endfor
endfor
// Externe Datenmessung - nicht Bestandteil des Algorithmus

// Fourier-Transformation der Daten und Realisierung der Faltung
for| =1:N;do

G =FFTG); _
D=IFFT(K . x*G);
fori=1:Nydo
for j=1:Nydo
for k=1:N,do

Bestimme Auftré@punktX(a, u;, vj, wi) des Strahls vomy durch den
Rekonstruktionspunkt(u;, vj, wx) auf dem Detektor.

Interpoliere den Wert vob bilinear an der Stell& durch die vier

// Aktualisierung der Rekonstruktionswerte
R . D(X(a. ui. vj. W).

fiik=fijxk+ ———
i ), ||a|—x(ui,vj,Wk)||2

endfor

endfor

endfor

endfor

// Multiplikation des gesamten Detektorgitters mit
Detektor-Schrittweiten AX und Ay

f=&. Ax-Ay-f

benachbarten Gitterpunkte; bezeichne diesen WeB @&y, ui, vj, Wy)).
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3.2 Bestimmung des Regularisierungsparameters

Der Parametey bestimmt die Regularisierung der Al. Zur Bestimmung des Parameters werden
Testrekonstruktionen mit einem einfachen Objekt (einer Vollkugel otter éHohlkugel) be-
rechnet und mit dem bekannten Original verglichen. Durch MinimierursgFednlers kann ein
guter Parameter fur die jeweilige Messgeometrie bestimmt werden.

Ein solches Verfahren zur Bestimmung des Regularisierungsparameteitsgh einen mog-
lichst guten Startwerg. Wir bestimmenyg so, dass der Nulldurchgang der mittleren Zeile des
Kerns (vgl. Abbildung 2.5) auf dem ersten Detektorpunkt neben der diétaliskreten Detek-
tormatrix liegt. Empirisch hat sich gezeigt, dass dies bereits einen recht §taawert firy
liefert.

3.3 Rekonstruktionen aus virtuellen Daten

Ein Standardphantom in der 3D-CT ist das Shepp-Logan-Phantom,idasiefn bei unseren
folgenden Rekonstruktionen verwenden werden.

Es handelt sich um eine Erweiterung eines
2D-Kopfphantoms und besteht aus 17 El-
lipsoiden. Das Phantom zeichnet sich durch
sehr geringe Dichtespriinge aus: die maxima-
len Dichtewerte liegen bei,3, die Sprin-
ge bei den relevanten ,Tumoren“ im Inne-
ren des Kopfs in der Grofenordnung von
0,01. Da in der Literatur sehr oft mit mo-
difizierten Shepp-Logan-Phantomen gearbei-
tet wird (meistens mit gré3eren Dichtesprin-
gen) betonen wir an dieser Stelle, dass wir das
Original-Phantom aus [35] verwenden.

Abbildung[3.2 zeigt eine 3D-Darstellung
des Phantoms. Zur Analyse von Rekonstruk-
tionsverfahren betrachtet man im Normalfall
die Ebene in einer H6he van= 0,381. Die-
se Ebene geht durch den kleinen ,Tumor* im
hinteren Schadelbereich; dieser ist wiederum
eLl'eil einer Gruppe von drei kleinen Tumoren,
oﬁe alle in der besagten Ebene liegen und da-
her in dieser 3D-Darstellung nicht ersichtlich
sind. Die Fahigkeit, diese drei kleinen Tumo-
re in einer Rekonstruktion optisch zu trennen,
ist ein erster qualitativer und optisch leicht Gberprifbarer Anspraaireen Rekonstruktionsal-
gorithmus.

Abbildung 3.2: Shepp-Logan-Phantom
Zur Darstellung wurde eine Farbskala m
neun Grauwerten und einer aquidistant
Verteilung zwischen Dichten von, 97 und
1,05 gewahlt.
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Parameter AnzahlVert
Quellpositionen 400
Diskretisierung Detektoren in horizontaler Richtung 1025
Detektoren in vertikaler Richtung 1025
Abstand Quelle — Isozentrum 20
Abstande Abstand Detektor — Isozentrum B
Radius des Rekonstruktionsgebiets 51

Tabelle 3.1:Parameter zur Erzeugung der virtuellen Daten

(a) Original (b) Approximative Inverse (c) Feldkamp-Algorithmus

Abbildung 3.3: Rekonstruktion aus unverrauschten Daten
Die Approximative Inverse wurde mit einem Werts 0,0028 berechnet.

3.3.1 Ungestorte Daten

Die ersten Rekonstruktionen erfolgen mit ungestérten Daten, d. h. Dhéebis auf die erfor-
derliche Diskretisierung keinen weiteren Fehler enthalten. Die BereghdenSchnittlangen
der diskretisierten Strahlen mit den Ellipsoiden erfolgte nach [26], dienfRgea dazu finden
sich in Tabelle 3.1.

Abbildung 3.3 zeigt einen Schnitt bei= 0,381 durch das Original, daneben die Rekonstruk-
tion mit der Al und dem Feldkamp-Algorithmus. Die Qualitat der Rekonstruktiastesehr gut.
Zur besseren Qualitatsiiberpriifung werden in Abbildung 3.4 die Uhieds zwischen Ori-
ginal und Rekonstruktion dargestellt. Fehler treten an den DichtesprideyeKanten auf, in
flachigen Bereichen ist der Fehler bei der Approximativen Inversemachlassigbar.

Ein vertikaler Schnitt durch die Bilder in der Mitte des Schadels bestatigt dehrdek, den
das 2D-Diterenzbild liefert (vgl. Abbildung 3!5). Die Approximative Inverse liefeiien deut-
lich glatteren Gesamteindruck des Bildes, der Feldkamp-Algorithmus wirkfgetuhig®. Hier
macht sich die dampfende Glattungseigenschaft des Mollifiers bemefkbar.dieser DaAmp-
fung werden auch die Dichtespriinge gut wiedergegeben.
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Abbildung 3.4: Differenzbilder der beiden Rekonstruktionen
Die Approximative Inverse rekonstruiert die Flachen der beiden grd@eore deutlich bes-
ser. Im Gegensatz zum Feldkamp-Algorithmus wird der griine Bereickatbskala nicht

erreicht.
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Abbildung 3.5: Vertikaler Schnitt durch die Mitte des Kopfes

Die rote Linie markiert die Originalwerte, grin und blau die Approximativeetse bzw.
den Feldkamp-Algorithmus. Die Approximative Inverse erreicht eine déuglattere Re-
konstruktion, ohne die Rander der Sprungstellen ibermaRig aufzwemeich
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(a) Original (b) Approximative Inverse (c) Feldkamp-Algorithmus

Abbildung 3.6: Rekonstruktionen mit Rauschniveau= 0,0
Die Approximative Inverse wurde mit einem Regularisierungsparameter 0,0028 be-
stimmt, die Bandbreite des Feldkamp-Algorithmus Waf Qess

3.3.2 Verrauschte Daten

Die obigen Rekonstruktionen erfolgten mit unverrauschten Daten. &bgasvon der Diskre-
tisierung sind die entsprechenden Werte also exakt. Im Folgenden ianetywir die Qualitat
der Rekonstruktionen bei verrauschten Daten. Dazu addieren viitigaf gleichverteilte Sto-
rungen auf die Messwerte. Das Ausmald der Storung wahlen wir dabdihéangigkeit vom
Maximum der jeweiligen Messung, d. h. wir bestimmen fir jede Position der Riqteelle den
maximalen Wert

M = W?X[Gl]i,j

auf dem Detektor und addieren dann ein gleichverteiltes Rauschen irr@lge@rdnung - M,
mit einer Konstant@ € R. Wir analysieren die Rekonstruktionen fur verschiedene Wertenvon

BemerkungDas obige MaximunM, liegt bei Verwendung der Geometrie aus Tahelle 3.1 in der
GroRRenordnung,@ bis 20. Auf die Verwendung eines globalen Maximums wurde verzichtet:
Die Ausgangsintensitdy einer Rontgenquelle &ndert sich im Laufe einer realen Messung und
muss daher fir jede einzelne Messlibgstimmt werden. Dies impliziert einen Fehler abhangig
von der jeweiligen Messung (vgl. [32, Kapitel 4]).

Da unser Phantom Dichtespriinge vom Betrdifl Giufweist, missen wir die Konstament-
sprechend klein wéahlen. Der grof3te betrachtete Wert liegt daher aich=b 0,01. Dies er-
scheint sehr klein, bedeutet fur die Messungenhit- 2 aber bereits ein Rauschen, das dop-
pelt so hoch ist wie die Detailunterschiede des Phantoms. Auf eine AmgldarDichten des
Phantoms verzichten wir, um unsere Ergebnisse sinnvoll mit anderéath¥en vergleichen zu
koénnen.

Zur besseren Beurteilung der Qualitat benutzen wir dabei eine farkaja 8er entsprechen-
den Werte. Abbildung 3.6 zeigt Original, Al- und Feldkamp-Rekonstruktidtrunverrauschten
Daten in dieser Skala zur besseren Einschétzung der weiteren Rekting&n. Da wir im Fol-
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genden die Rekonstruktionsgtite bzgl. der einzelnen Tumore besprdihesn wir Bezeich-
nungen fur einige der Tumore ein. Es seien

e Der grof3e runde Tumor im oberen Teil des Schadels.
f Der kleine Tumor direkt unterhalb des Tumears
g Der kleine Tumor unterhalb der Schadelmitte, zwischen den beiden Ventrikeln

Diese Bezeichnungen werden in Ubereinstimmung mit [17, Abb. 3.4, Seitge&ihlt. Wie wir
in Abbildung 3.2 erkennen, igtdabei nicht wirklich ein kleiner Tumor, es handelt sich um das
obere Ende eines Tumors, der noch grof3er ist élgl. [35, Tabelle 1]).

BemerkungAufgrund der Einschrankung des Farbbereichs auf Werte,@®9][1,05] erwecken
die Rekonstruktionen den Eindruck, dass der Schadelknochen aiiludgerinnsel in der rech-
ten unteren Ecke die gleiche Dichte hatten. Dies ist nattrlich nicht so, deteldiert des Scha-
dels betragt @, der des Gerinnsels@. Wir benutzen dennoch eine farbliche Darstellung mit
oberer Grenze,5, da das Blutgerinnsel zumindest bei der Approximativen Inversein recht
gut rekonstruiert wird, wie wir noch sehen werden (vgl. Abbildung &dfiSeite 62).

Zur Rekonstruktion der fehlerbehafteten, verrauschten Daten mugsaiese regularisieren.
Fur die Approximative Inverse erfolgt dies durch die Auswabhl eingspeachenden Parameters
v, fur den Feldkamp-Algorithmus missen wir den zugrundeliegenden Fipasaan. In dieser
Arbeit wird dabei ausschlief3lich der Shepp-Logan-Filter [36] vedetrBei diesem Filter spielt
die essentielle Bandbreit@cssder Funktionf eine wichtige Rolle (fur Details vgl. [30]). Die
SchrittweiteA auf dem Detektor muss zu dieser Bandbreite in der Beziellggg= % stehen.
Diese Forderung ist aber in der Praxis aus zwei Griinden nicht erfiilban einen kennt man
die gesuchte Funktiof nicht, ebenso wenig ihre essentielle Bandbreite. Zum anderen kdnnen
wir den physischen Detektoraufbau nicht &ndern. Daher geht manimaifall davon aus, dass
die Funktionf eine essentielle Bandbreite voRss= % hat.

Um den Shepp-Logan-Filter zu regularisieren, verringern wir diedaommene) essentiel-
le Bandbreite bei der Berechnung des Filters. Mohr regularisierte ingee 66 und Anhang
A.6] auf eine vergleichbare Weise die diskrete Filtermatrix. Diese Regulangjeberaubt den
Feldkamp-Algorithmus allerdings seiner Einfachheit. Die Anpassung dengsllen Bandbrei-
te kann erst zur Laufzeit und abh&ngig vom Rauschen vorgenommeéenvd®ies ist aquivalent
zur Suche nach einem guten Regularisierungsparameba die Berechnung des Rekonstruk-
tionskerns im Verhdltnis zur Dauer der Ruickprojektion vernachlassighasind die beiden
Algorithmen bei verrauschten Daten damit vom Aufwand her gleichwertig.

Die Rekonstruktionen des Feldkamp-Algorithmus wurden mit Bandbrgiterc Qgssdurch-
gefuhrt, mitc € {0,9; 0,95; 10; 105; 11; 20; 3,0; 4,0; 50; 6,0; 7,0; 80; 90; 100}. In dieser
Arbeit werden dabei nur die jeweils optisch besten Rekonstruktiongyestailt.

Fur die Approximative Inverse wurden die Westes {0,0028; Q0040; Q0050; Q006G be-
trachtet. Der erste Wert wurde dabei mittels der unverrauschten Dagémbe und wird sich
im weiteren Verlauf als hinreichend fir schwaches Rauschen hézHessErst mit stéarkerem
Rauschen wird ein Wechsel des Regularisierungsparameters Upenoawendig, dabei wird
der Wert Q0060 geniigen.



3.3 Rekonstruktionen aus virtuellen Daten

57

200 300

(a) Approximative Inverse mi¢ = 0,0028

400 500 600 700 800

200 300 400

—1.02

1.01

500

500

(c) Original

—1.02

1.01

200 300 700 800

(b) Feldkamp-Algorithmus mi® = Qe

Hl.OS

—1.04

400 500 600

600 700 800

1.01

600 700 800

Abbildung 3.7: Rekonstruktionen mit Rauschniveas 0,0005



58 3 Anwendungen

1.05

EI.OS

—1.04 —1.04

—1.03 —1.03

—1.02 —1.02

1.01 1.01

200 300 400 500 600 700 800
(a) Approximative Inverse mi¢ = 0,0028 (b) Feldkamp-Algorithmus mi® = Qe

200 300 400 500 600 700 800

Abbildung 3.8: Rekonstruktionen mit Rauschniveas 0,0010

In Abbildung 3.7 sehen wir das Ergebnis der Rekonstruktionen bei eit@mmchniveau von
n = 0,0005. Die Rekonstruktion mit der Approximativen Inversen glattet diesesge Rau-
schen weg: Die drei kleinen Tumore sind gut sichtbar und immer noch geti@ch das ab-
solute Farbniveau stimmt. Einzig der Tumein der Schadelmitte wirkt etwas aufgeweicht;
hier macht sich die Ausdehnung des Al-KernszirRichtung bemerkbar. Beim Feldkamp-
Algorithmus fallt als erstes die fehlende Farbtreue auf: Statt einem Blaesiimbmt der Grin-
ton das Schéadelinnere, die rekonstruierten Werte sind zu hoch. Desnénikwan auch an dem
rotlichen Einschlag des Tumorfs Die Form der drei kleinen unteren Tumore kann man noch
erahnen.

Ein Rauschniveau vom= 0,0010 sehen wir in Abbildung 3.8. Die Rekonstruktion mit der Al ist
immer noch sehr gut: Im hellblauen Bereich tritt eine leichte Kérnung ein, ui@iore zeigt bei
genauerem Hinsehen erste Pixelfehler. Im Vergleich dazu wirkt diek&eld-Rekonstruktion
sehr pixelig, der Tumoe erreicht bereits den roten Bereich der Farbskala. Mit zunehmendem
Datenfehler werden diese Pixelfehler zu einem grof3en Problem, wie wivhilding 3.9 sehen.

Der Feldkamp-Algorithmus mit Bandbrei€®.ssist extrem verrauscht, die drei kleinen Tumore
sind nur noch als ein Strich erkennbar. Eine Rekonstruktion mit einertBaitéd vonQes45 be-

wirkt zumindest eine bessere Farbtreue und auch die drei kleinen &wsimarbesser erkennbar.
Dafir zeigt diese Rekonstruktion starke Ringartefakte.

Im Vergleich rekonstruiert die Al auch bei diesem Rauschniveau rsigrem urspriinglichen
Werty = 0,0028 noch recht gut. Das allgemeine Niveau der Werte stimmt, der Ubergang
schen den Tumoreaund f ist noch immer erkennbar, einzig die drei kleinen Tumore werden
nicht mehr vollstandig getrennt. Eine stéarkere Regularisierung mi0,0060 unterdriickt noch
einen erheblichen Teil des Rauschens, die Kanten werden allerdings géglattet. Nichtsde-
stoweniger sind beide Al-Rekonstruktionen besser als die beste FeldRakgmstruktion. Das
Verhalten der Rekonstruktionen bei zunehmendem Rauschen zeidd ih3.10 auf Seite 61.
Ab einer gewissen Menge an Stdrungen sind die unregularisierten FgldRakonstruktionen
nur noch als unbrauchbar zu bezeichnen. frér 0,0050 erkennt man die Ventrikel nur noch
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Abbildung 3.9: Rekonstruktionen mit Rauschniveaw 0,0020



60 3 Anwendungen

schwach, alle anderen Tumore sind vollig vom Rauschen verdeckt. ibeore verschwindet
bereits beh = 0,0040.

Die starkere Regularisierung mittéds= Q.s45 verbessert das Bild, die meisten Details sind
wieder erkennbar. Verloren geht allerdings das Blutgerinnsel ahtenecunteren Rand. Zwar
erkennt man, dass dort ,etwas" zu sein scheint, die Strukturen anrelstark denen am linken,
oberen Rand des Schédels. Im Vergleich dazu liefert die Approximiatreese selbst mit dem
urspriinglichen Parametgr= 0,0028 noch gute Ergebnisse. Zwar ist das Bild sehr kdrnig, aber
es geht keine Information verloren. Die drei kleinen Tumore sind nolkckna@bar, wenn auch
nicht mehr trennbar. Der Tumdrist noch an seiner hoheren Dichte identifizierbar und auch den
Tumor g kénnen wir noch wahrnehmen. Die Rekonstruktion snit 0,0060 glattet viele der
Fehler, bei ihr stimmt auch das absolute Farbniveau noch. Die drei ki@um@ore treten gut
hervor und das Rauschen innerhalb des Bereich®wtrfast vollstandig eliminiert.

Das grof3te betrachtete Rauschniveau0,0100 zeigt Abbildung 3.11. Eine Betrachtung zur
BandbreiteQ) = Qg¢ssnehmen wir nicht vor, die Qualitat ist einfach ungentgend. Die kleinen
Tumore verschwinden bei der Bandbrefde= Qes45 VvOllig und das Blutgerinnsel ist nicht
erkennbar. Der Tumag ist nicht mehr identifizierbar, ebenso verschmeleemd f.

Die Al mit y = 0,0028 ist hier ebenfalls nicht langer anwendbar. Zwar ist das Blutgsginn
noch sichtbar, aber die kleinen Tumore im unteren Bereich verschwibdermRegularisierung
mit y = 0,0060 liefert allerdings ein brauchbares Bild. Die kleinen Tumore sind sichii®enn
auch nicht langer getrennt. Das Blutgerinnsel ist gut erkennbaewmnd f unterscheiden sich
zumindest noch etwas. Auch das Farbniveau insgesamt ist noch inm@rdAngesichts eines
Rauschens mit einem Maximalwert in der GréRenordnung der Untedschigischen den Tu-
moren und dem Schadelinneren kénnen wir eine bessere Rekonstidadionerwarten.
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Abbildung 3.10: Rekonstruktionen mit verschiedenen Rauschniveaus
In den Spalten von links nach rechis= 0,0030,n = 0,0040,n = 0,0050.
Die oberste Reihe zeigt dabei die Al mit= 0,0028, die zweite Reihe mit = 0,0060.
Die dritte und vierte Reihe zeigen die Feldkamp-Rekonstruktionen mit einatiBeite von
Q = Qessbzw. Q = Qe ¢/5. Die Farbskala ist identisch mit der aus den vorigen Abbildungen.



62 3 Anwendungen

200 300 400 500 600 700 800 200 300 400 500 600 700

(a) Approximative Inverse mi¢ = 0,0028 (b) Approximative Inverse miy = 0,0060

Hl,OS

—1.04

T T T

I

1.03

L —

1.01

200 300 400 500 600 700

(c) Original

200 300 400 500 600 700 800 200 300 400 500 600 700

(d) Feldkamp-Algorithmus mi® = Qggs (e) Feldkamp-Algorithmus mi = Qgs¢/5

Abbildung 3.11: Rekonstruktionen mit Rauschniveay 0,0100
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Anzahl/ Lange [cm]

Parameter .
Biste Aluminiumblock

Quellpositionen 800 400
Diskretisierung Detektoren in horizontaler Richtung 1024 2048

Detektoren in vertikaler Richtung 1024 2048

Abstand Quelle — Isozentrum 12 286
Abstande Abstand Detektor — Isozentrum 122 12283

Radius des Rekonstruktionsgebiets ,810 046

Tabelle 3.2:Parameter zur Messung der realen Daten
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(a) Photographie der Originalbliste (b) Rekonstruktion auf einer Héhe vor28 cm

Abbildung 3.12: Bild und Rekonstruktion der Buste
Links eine Photographie der Blste, rechts ein rekonstruierter Schnitblie Mon 028 cm.
Der Lufteinschluss im hinteren Teil des Schéadels ist deutlich erkenblaar.Material der
Buste ist bis auf diesen Lufteinschluss sehr homogen.

3.4 Rekonstruktionen aus realen Daten

Im vorigen Abschnitt haben wir Bilder aus virtuellen Daten erstellt. Im Raheieer Zusam-
menarbeit mit dem Fraunhofer-Institut fir Zerstérungsfreie Pridieen standen echte Mess-
daten zur Verfugung. Zum einen eine Messung einer Kopfskulptar,anderen ein Testobjekt
aus Aluminium, Alufolie und Klebstiischichten. Die Geometriedaten dieser Messungen finden
sich in Tabelle 3.2.

Ein Photo der Biste und einen berechneten Schnitt durch sie sieht marmiidukly 3.12.
Der Regularisierungsparameter bei dieser Rekonstruktion=s0,00165. Die Biste hat einen
deutlichen Lufteinschluss im hinteren Schadelbereich. Die Rekonstruktibomogen, sowohl
die AuRenkanten des Kopfes als auch die inneren Kanten des Lufteisse$ sind scharf und
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Abbildung 3.13: Rekonstruktion der Buste mit Approximativer Inverse und Feldkamp-
Algorithmus
Der Regularisierungsparameter ist wieglter 0,00165. Die Rekonstruktion mit der Approxi-
mativen Inversen gibt die Homogenitat des Materials deutlich besser veiksadgr Feldkamp-
Algorithmus.

nicht verschwommen.

Zum Vergleich mit dem Feldkamp-Algorithmus wurde eine weitere Schicht miebeudr-
fahren berechnet, diesmal in einer Héhe vg220cm. In dieser Schicht finden sich mehr Luft-
einschliisse, dies erlaubt einen besseren Vergleich der Algorithmemaién Abbildung 3.13
sieht, gibt die Approximative Inverse die Homogenitat des Materials deutisbdy wieder als
der Feldkamp-Algorithmus. Dessen Rekonstruktion erscheint sehigkdhfir werden dieser
Kdrnigkeit bei unserem nachsten Datensatz noch in viel starkerema&iegegnen.

Dieser zweite uns zur Verflgung stehende Datensatz beschreibt/Adimamiumblock, auf
den mehrere Schichten Alufolie geklebt wurden. Das Testobjekt diegnt/atersuchung der
Auflésung in vertikaler Richtung. Genauer gesagt mussen die Schialie®afolie und Kleb-
staf getrennt werden. Unsere Rekonstruktionen fanden bisher immer ix,g&+Ebene statt.
Fur den Aluminiumblock macht dies natiirlich keinen Sinn, wir rekonstruieadeddie Schicht
x = 0, also einen vertikalen Schnitt. Die Abbildung 3.14 zeigt eine Rekonstruktibmlem
Feldkamp-Algorithmus, unter Verwendung der essentiellen Bandbreite (also Qqss Die
Qualitat ist inakzeptabel schlecht, die einzelnen Folien sind unterbragiaas Bild insge-
samt sehr kornig. Der Grund dafir liegt im Rauschen der fehlertethafDaten, wir missen
die Daten — wie im vorigen Abschnitt — regularisieren.

Zwei Rekonstruktionen mit verschiedenen Bandbreiten sehen wir in Abigjl8.15. Die Re-
konstruktion mit einer Bandbreite vaResy/10 ist sehr verschwommen. Dies zeigt, dass die
Bandbreite zu klein gewéhlt wurde, da wir zu viel Information aus derefteih Frequenzbe-
reichen verlieren. Zum Vergleich die Approximative Inverse in Abbildi3b6. Um bessere
Aussagen Uber die Qualitat der Rekonstruktionen zu erhalten, betragintdie Vergrof3erung
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Abbildung 3.14: Rekonstruktion des Aluminiumblocks mit Feldkamp UR& Qess
Die Rekonstruktion wirkt sehr kdrnig, die einzelnen Schichten sind urdehien.

(a) Rekonstruktion mit Bandbreite.s¢/5 (b) Rekonstruktion mit Bandbrei®.s¢/10

Abbildung 3.15: Rekonstruktion des Aluminiumblocks mit verschiedenen Bandbreiten
Die Rekonstruktion links wurde mit einer Bandbreite ¥@g,¢/5 durchgefuhrt, die rechte mit
Qes410. Die zweite Rekonstruktion ist deutlich zu weich, die Bandbreitenlimitieratfgmt
zu viel aus dem hdheren Frequenzbereich. Das im linken Bild erkemnertikale Artefakt
rechts der Mitte entsteht durch eine Verschiebung des Detektors b&letesung und hat
nichts mit dem Rekonstruktionsalgorithmus zu tun.
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Abbildung 3.16: Rekonstruktion des Aluminiumblocks mit Approximativer Inverse
Die Berechnung erfolgte mit einem Regularisierungsparanyeted,00062.

(a) Bandbreite.s/10 (b) BandbreiteQess/5 (c) y = 0,00062

Abbildung 3.17: VergréRerung der rechten unteren Ecke des Aluminiumblocks

der rechten unteren Ecke in Abbildung 3.17. Der Feldkamp-Algorithmus net @andbreite
von Qes4/10 erzeugt ein sehr weiches Bild. Die Konturen verschwimmen und diegilide

lie wirkt deutlich dicker als bei den anderen Rekonstruktionen. In degrii@erung wirkt die
Feldkamp-Rekonstruktion mit Bandbre{®5 bereits etwas zu weich. Trotzdem sind insbeson-
dere zwischen dem festen Alublock und der senkrechten aulzeremtadireArtefakte als bei
der Approximativen Inversen zu sehen.
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4.1 Spirale als Abtastkurve

Im bisherigen Verlauf dieser Arbeit haben wir uns auf die Kreiskuls@htastkurve beschrankt.
Im medizinischen Bereich setzt sich aber mehr und mehr die Spiralgeomette du

Dabei wird der Patient auf einer Liege
mit einer (meist) konstanten Geschwindig-
keit durch eine rotierende Messapparatur hin-
durchgefahren. Durch die konstante Transla-
tionsgeschwindigkeit des Tisches ergibt sich
eine Spirale mit konstanter Ganghdhe als Re-
lativbewegung der Messapparatur.

Fur die Rekonstruktion mittels Sdtz 1.4.3
stellt diese Abtastgeometrie allerdings ein
Problem dar: Zur Berechnung des Operators
Mra bendtigen wir das Crofton-Symbol der
Quellkurve. Fur den Kreis haben wir es in Ab-
schnitt 2.3 als konstant, = 2, angenommen.
Fur eine Spirale ist eine solche Naherung of-
Abbildung 4.1: Spiralgeometrie in der Medizinfensichtlich nicht sinnvoll.

Bildnachweis: [21] In diesem Kapitel bestimmen wir daher das

Crofton-Symbol einer Spirale. Zuerst flr den
(einfacheren) Fall einer unendlichen Spirale und dann fiir den aufigeren Fall einer endlich
langen Spirale.

4.2 Crofton-Symbol einer unendlich langen Spirale

Wir wollen das Crofton-Symbol einer unendlich langen Spirale und einestdigen Ebene be-
rechnen, d. h. die Anzahl der Schnitte zwischen Spirale und Ebene.

4.2.1 Reduktion der Dimension

In einem ersten Schritt reduzieren wir die Dimension der notwendigercBeuag: Durch eine
passend gewahlte Drehung und eine anschlieRende Verschieburzgered wir das Problem
auf die Anzahl der Schnitte einer Geraden mit einer Sinuskurve mit AmplRJdebeiR der
Radius der Spirale ist.

67
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Abbildung 4.2: Rotation der Ebene und Spirale
Die gelbe Ebené ist die ungedrehte Ebene, die blaue die Ebene nach Rotation. Im rechten
Bild erkennt man, dass der Normalenvektor der gedrehten Ebene ix,dgrEbene liegt,
eine ,Richtung” der Ebene verlauft also ,ig*Richtung.

Ebene und Spirale

Es seiE eine Ebene inR3 mit Normalenvekto® und (gerichtetem) Abstand € R vom Ur-
sprung,

E = E(0,d) = {xeR3: (x,0) =d}.

Die Spiraled'winde sich entlang dexAchse, also

oo . h]J
a(t) = [Rcost + tp), Rsin(t + to), Zt , teR

mit Ganghohéh, Radiusk und einer Verschieburig.

Wir wollen die Anzahl der Schnittpunkte zwisch&nund & bestimmen, d. h. die Anzahl der
t € R mit (&(t),0) = d. In einem ersten Schritt reduzieren wir die Dimension dieses Problems
von 3D auf 2D. Dann reduziert sich das Problem auf die Anzahl demi@punkte einer Geraden
mit einer Sinuskurve.

Die Motivation unserer Vorgehensweise ergibt sich dabei aus Ablgjlduz1 Wir rotieren die
gelbe Ebené so, dass der Normalenvektor der rotierten, blauen Eleimeder x, 2—Ebene
liegt. Die rotierte Ebene verlauft also jaRichtung. Eine alternative Vorgehensweise benutzt
den Hilfssatz (iber die Uberlagerung 2.3.10. Wir skizzieren diese Meihod@schluss an das
geometrische Verfahren auf Seite 70.

Unser weiteres Vorgehen ist wie folgt: Im ersten Schritt rotiererowim diez-Achse derart,
dassw := U@ in der (x, 2—Ebene liegt (d. hw, = 0) unda“’f <0 gilﬁ. Dann bestimmen wir

IMit dieser Vorzeichenwahl ist die Rotation eindeutig und die Steigung deesgn Geraden positiv.
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die entsprechende Drehmattixund den Drehwinkek. Nach Anwendung der Drehung auf die
EbeneE und die Spiral@konnen wir unsere Betrachtungen auf diezj—Ebene einschranken.

Eine Translation der in dieser Ebene liegenden Kurve und Geraddigardann den Durchgang

der Kurve durch den Nullpunkt im 2D-Koordinatensystem.

Bestimmung des gedrehten Normalenvektors und der Drehmatr iX

Wie oben dargestellt, rotieren wir den Normalenveki@o um diez-Achse, dass = U@ in

der (x, 2—Ebene liegt. Falls bei einer solchen Drehung= 0 gilt, so istw = e3, d. h.E liegt
senkrecht zue-Achse. Die Ebene hat damit genau einen Schnittpunkt mit der Spir&bat™

w3 = 0, sowar schofiz = 0 und damit hakE entweder keinen oder unendlich viele Schnittpunkte
mit der Spirale, abhangig vom AbstaddDiese Falle kdnnen wir bei der weiteren Berechnung
daher ausschlief3en, es sei algo# 0 undwsz # 0. Damit folgt:

w1 = —sgn@s) 9% + 9%, w2 =0, w3 = 63. 4.1)
Die Matrix U beschreibt eine Drehung um diéAchse und hat damit folgende Form:

cos@) -—sin) 0}

U =|sin@) cos@) O

0 0 1

Mit U6 = w undw> = O folgt fir den relevanten Teil dieses Gleichungssystems
cosa -—sina| (1) (w1
sine cose| \6:] |0 )"
Umschreiben des Gleichungssystems und Losen liefert unswos sina:
01 —02| [cOsa)\ (w1 Cosa\ w1 61 4.2)
0> 61| \sina) \ O sina| 9§+9§ —62]" '
Fur den Drehwinkel folgt: @ = arctan(siny, cosa). Dabei ist arctany, X) eine Funktion, die
arctané) berechnet und dabei den Quadranten berticksichtigt, in dem dkt @uy) liegt.

Gedrehte Ebene und Spirale

Wir wenden die Drehmatrix) auf die Ebené und die Spirale(t) an und erhalten die Ebene
E und die Spirale(t). Der Abstand der Eberie vom Ursprung istd, der Schnittpunkt mit der
z-Achse liegt bez = d/ws3 flr wsz # 0. Insgesamt haben wir al$6= E(w, d) mit w undd wie
oben.
Fur die gedrehte Spirakt) := U&(t) folgt:
Rcost + fp) cosa — Rsin(t + o) sina Rcost + fo + @) Rcost + to)
a(t) = [Rcost + fp) sina + Rsin(t + fp) cosa | = | Rsint + fo + @) | = | Rsin + to)
h h h
2t 2t 2t
mit to := o + @ und fur Punktex € E(w, d) gilt:

w= [wl, 0, wg]T und (X, w) =d.
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Einschrankung auf RR?

Nach der Drehung kénnen wir unsere Betrachtungen aukgdip{Ebene einschranken; aag)
und der Ebenengleichung férergeben sich

R t d
(al(t)) _ ( cosh¢ + 0)) und xw)y=d e x = > w3
as(t) ot w1 w1
Betrachten wilay (t) als Funktion voreg(t) und x; als Funktion vorxs, so gilt
h d
—t +— Rcos( + tp) und X3 > — — ﬁx3
2r w1 w1

Furx3 = 4-t entsprechen sich also die Werte VRoos¢ + to) und & — £t Wir definieren
daher

o1(t) = —%ﬂt + d und b(t) := Rcost + tp).
w127 w1

Eine Translation unty + 7 fuhrt auf

b d Vs .
g2(t) = o (t —to— 5) + o und c(t) = Rcos(t - 5) = Rsint. (4.3)
Die Anzahl der Schnittpunkte von Spirale und Ebene ist gleich der Amsat$chnittpunkte der
Geraderg, mit der Sinuskurve(t).

Wir definieren

w3 h w3z h T d
mi=-—_— und =—-— —[t +—]+— 4.4
w1 2n X0 w1 (271 0732 wg) (4.4)
und bendtigen jetzt eine Formel, die die Anzahl der Schnitte einer Gegfdes m- X — Xp
mit einer Sinuskurvg(x) = Rsinx angibt. Bevor wir uns diesem Problem zuwenden, skizzieren
wir eine alternative Moglichkeit der Dimensionsreduzierung. Aul3erdégmtern wir noch eine
analytische Darstellung des verwendeten Arkustangens zur Bereghies Winkelsy.

Alternative Vorgehensweise zur Dimensionsreduzierung

Die obige Vorgehensweise zur Reduktion der Dimension mittels der Rotatiomstdast geo-
metrisch motiviert. Eine Alternative besteht in der Verwendung des Hilfssaiter die Uberla-
gerung zweier Sinusfunktionen 2.3.10.

Wir erinnern uns, dass wir die Anzahl de¢ R suchen, welche die Gleichung

- . ~ h
@@),0 =d = R(61 cosf + tg) + 62 sint + tg)) + Zt@g =d
erfiillen. Wir schreiben die trigonometrischen Terme als Uberlagerung

o h : 0 0
Ry62 + B3sint + fo + 6) + o 0s=d  sing= ———. 08§ = —

/2 2 /2 2
%+% %+%
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Fallsgs = 0 gilt, so folgté? + 65 = 1 (es ist9 € S?) und es folgt
Rsint +tg) =d
mit to := fo + 6. Im Fall 0< 6% + 65 < 1 ergibt sich

Rsin( + tg) + LLt =d = Rsin{t +tg) =d — EL»[

2n 2 2 2n 2 2'
1/91+02 07 + 65

Die letzte Gleichung beschreibt die Schnittstellen zwischen einer Sinuskndveiner Gerade.
Allerdings hangt das Vorzeichen der Steigung der Geradergyai, d. h. in dieser Form ist
eine positive Steigung nicht garantiert. Falis> 0 gilt, kann man dann beispielsweise durch
den Ubergang voh — —t eine positive Steigung der Geraden erreichen. Dies fiihren wir aber
nicht weiter aus.

Der Arkustangens als Funktionvon 6

Der nach Gleichung (4.2) benutzte arctanj ist in den tiblichen mathematischen Programm-
Bibliotheken direkt integriert, flr die Bestimmung und Berechnung dest@reBymbols ist
eine explizite Darstellung daher nicht nétig. Aufgrund des durch dend@wsT realisierten
Gradienten in Gleichung (1.24) benétigen wir aber auch die Ableitungwozgl. 8 und daher
eine explizite Darstellung der Funktion arctan(gn€os)) in Abhangigkeit des Vektors.

Eine solche Darstellung prasentieren wir im Folgenden, beschréanketalnei aber auf den
vorliegenden Spezialfall myt = sina undx = cosa. Die folgende Formel fir den Arkustangens
gilt daher nicht fur beliebige, y € R. Es ist

arcsing), x>0

: . (4.5)
m—arcsing), x<0

arctany, x) = {

Der Wertebereich dieses Arkustangenswis’;},[%”).
Um den Drehwinketr als Funktion vor® ausdriicken zu kénnen, definieren wir zwei Sprung-
funktionen

Hi(X) := {2 ii 8 =sgn(—x—x-sgnEx))  und Hy(X) = {_1 ii 8 =1-2H(X)
und erhalten
arctany, x) = - H1(X) + arcsing) - H2(X)
= sgn(x[sgnx - 1] ) [x — 2arcsiry] + arcsing). (4.6)

Nach Gleichung (4.2) gilt

w102 N sgng@s) - 62

CR+R2 [p.m
1 2 91+92

wi-61 _ sgn@s) - 01

+62 2. 2
1 2 91+92

sina = und cosy =+
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Wir setzen dies in Gleichung (4.6) ein und vereinfachen die auftretereteneT

sgn@s) - 6
sgn(cosy) = sgn —% = —sQgnd1 - sgnés
62 + 62
_Sgn93 <61 6320 , SQNB1 + SgNb3

[-sgndy -sgnds — 1] =" 6
[2 g2 [2 . g2
91 + 92 91 + 02

sgné; + sgndz

2, 2

O3+ 62
sgnds - 0 . %)
gnfs %2 | - sgnés - arcsi 2

2 2 2 2 .
NCE \J62 + 62

Damit erhalten wir fiir den Drehwinkel = arctan(siny, cosa):

cosa [sgn(cosy) — 1] =

sgn(cosy[sgn(cosy) — 1]) = sgnd; - sgn = sgnod1 - sgn(sgrdy + sgnds)

arcsin(siry) = arcsi

)

62 + 62
e 4.7)

a = sgnf1 - sgn(sgrdy + sgnds) - | — 2 sgr¥s - arcsi

6>
2 2|
6% + 62

In dieser Form kdnnen wir die Ableitung des arctan{sicosa) als Funktion vord berechnen,
die Ableitung ist dabei im distributionellen Sinne zu verstehen. Auf eingiadgfhe Darstel-
lung verzichten wir wegen der Unubersichtlichkeit der Terme und wenderstattdessen der
Schnittanzahlbestimmung zwischen Sinuskurve und Gerade zu.

+ sgnds - arcsi

4.2.2 Schnitte einer unendlichen Sinuskurve mit einer Geraden

Es seien

g(X) :=m- X — X, 0O<m<R (4.8)
y(X) := R-sinx, R>0 (4.9)

die Gerade und die Sinuskurve. Im Fall= 0 haben wir — abhangig voxy — unendlich viele
oder keine Schnittpunkte, im Fati > R genau einen.

Die Bestimmung der Schnittpunktanzahl teilen wir in zwei Schritte auf. Zuestiramen
wir sog. sichere Schnitte. Diese ergeben sich aus den Punkten, am dlen@eradey(x) die
Geradery = £R schneidet. Weitere Schnitte hdngen dann von der Lage der Gayaden den
tangentialen BerUhrpunkten der Sinuskurve ab.
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Abbildung 4.3: Unendliche Sinuskurve und Gerade
Nur zwischenx_ und x, kann die Gerade die Sinuskurve schneiden. In jedem Fall schnei-
det die Gerade die Kurve zwischénundt,. Die Abbildung zeigt den einfachen Fall, ohne
weitere Schnittpunkte.

Die Schnittpunkte der Gerademit den Geradey = Rbzw.y = —R bezeichnen wir mi§,
bzw. S, siehe Abbildung 4.3; die zugehdérigarKoordinaten seiem, und x_,

R -R
_Rix und x = X (4.10)
m m

Xy

Nur in dem Bereich zwischex. und x; kann die Gerade die Sinuskurve schneiden. Eg.sei
der ,letzte" Punkt mit 1= sin(t,) unterhalb vorS, undt_ der ,letzte" Punkt mit-1 = sin(.)
oberhalb vors_, d. h.

AN +1

ty = max{t eER:t= mt<x,Ne Z} (4.112)

4N -1

= min{teR:t: ﬂ,tZX_,NEZ}. (4.12)

Die zugehorigen ganzen Zahldhbezeichnen wir milN, bzw. N_. Fir diese Zahlen folgt

AN, +1 1 7
st < = Ne=|p (x+ - E)J (4.13)
AN_ — 1 (1
Sr=txx = No=|o (x_ n gﬂ (4.14)
1 1
t+ = (2N+ + E)ﬂ-, t_ = 2N_ - E)ﬂ', (4.15)
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mit der Aufrundungs- bzw. Abrundungsfunktion

[X]:= r%izii(k), L] := rE%(k), (4.16)

fur x € R. Weiterhin bendtigen wir spater die (angepasste) Heaviside-Funktion

1, x>0
Hx):={1 x=0 (4.17)
0, x<0O
und mit sgn(0)= 0 ergibt sich
1
H(x) = E(sgn(x) +1). (4.18)

Schnittanzahlberechnung

Die Berechnung der Schnittanzahl teilen wir in zwei Schritte auf: Zunnaebeden diesiche-
ren Schnittebestimmt. Diese ergeben sich unmittelbar aus der Positiont.vandt, und sind
unabhéngig von der Steigung der Geradenm Anschluss untersuchen wir weitere mdgliche
Schnitte. Diese hangen von der Steigung der Geraden ab.

Sichere Schnitte

Wir definierenAt := t, — t_ und erhalten

At=m7(2(Ny —N_)+1). (4.19)
Damit ist
At
Npi=— =2(N, - N_)+1 (4.20)
T

die Anzahl der ,sicheren“ Schnitte zwischénund t,, siehe Abbildung 4.3. Diese Schnitte
sind sicher, da die Gerade die Sinuskurve in jedem Intervall der Fornin+ 1)7), n € Z in
diesem Bereich einmal schneidet. Fir weitere Schnittpunkte links und macistsen wir noch
+2 addieren (dies deckt auch den Fall ab, dassndt, bzw. x_ undt_ identisch sind).

Nachfolgend berechnen wir mogliche weitere Schnittpunkte. Zur Verinfeg des Textes
werden wir dabei nut, betrachten, die Umsetzung fiirsollte dann jeweils klar sein.

Es besteht die Méglichkeit, dass die Gerade mit der jeweils ndchsten Auslgnkch Schnitt-
punkte hat, ohne dags rechts vom maximalen Wert dieser Auslenkung liegt. Dies ist insbe-
sondere dann der Fall, wenn die Gerade die Kurve im Bereich derteachaslenkung noch
tangential schneidet (dann wird der Maximalpunkt dieser Auslenkuterhalb der Geraden
liegen). Wir werden daher im Folgenden die Bedingungen fir einen miéiatgn Schnittpunkt
bestimmen.
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Tangentiale Schnittpunkte
Fir einen tangentialen Schnittpunkt an der Stellgilt:
4 >k * m k
g(xX)=yKX) < R= cosf"). (4.21)
Dam > 0 gilt, mussx* (modulo Z) im Intervall (-7, 7) liegen. Im Teilintervall 7,0) gilt
dabeiy(x*) < 0, d. h. der Punkt liegt unterhalb detAchse, ansonsten oberhalb.

Wir erinnern daran, dass die Funktion arce®dir x € [—1, 1] definiert ist und dabei Werte
von [0, 7] annimmt.

Schnittpunkte in der oberen Halbebene

Ein tangentialer Schnittpunkt in der oberen Halbebene ist gleichbedemiend
. T
X' e [o, E) mod 2r, (4.22)
d. h.x" liegt im Wertebereich des Arkuskosinus. Wir erhalten
m
X' = arccos(ﬁ) mod Zr. (4.23)
Fur einen tangentialen Schnittpunkt kommt damit nur die Stelle
3
t, + En + X' = U, (4.24)

in Frage.
Schnittpunkte in der unteren Halbebene
Ein tangentialer Schnittpunkt in der unteren Halbebene ist nur mdglich, falls
/s
X' e (_E’O] mod 2r. (4.25)
Dies liegt auRBerhalb des Wertebereichs des Arkuskosinus. Aberuadfger Punktsymmetrie

der Sinusfunktion kénnen wir das Problem auf den gespiegelten Pudé&t mberen Halbebene
zurlckfuhren. Mit der Definition

m
Z :=—arccos= <0
R
gibt es einen tangentialen Schnittpunkt in der unteren Halbebene dattetéis bei

3 3
[ 57T+ Z=t - Eﬂ' - X" = u_. (426)
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Gesamtanzahl der Schnitte

Nach der Bestimmung der tangentialen Beriihrpunkte missen wir auf diesherkeannte An-
zahl N; + 2 Schnittpunkte noch die méglichen zusatzlichen Schnittpunkte addieren.digeg
Gerade bei einem tangentialen Punkt héher als die Sinuskurve, kdeimeswveiteren Schnitte
geben. Lauft sie genau durch einen tangentialen Schnittpunkt, gibtegsairatzlichen Schnitt,
liegt sie unterhalb, gibt es noch zwei Schnitte mehr (vgl. auch Abbildunguf.Seite 79). Als
Formel folgt fur die Anzahl dieser Schnitte im oberen Bereich

2-H(y(u;) -g(uy))=2-H (y(tJr + gn + x*) - g(t+ + gn + x*)) (4.27)

und fur die Anzahl der Schnitte im unteren Bereich dementsprechend

2-H(g(u-) -y(u-)) =2-H (g (t_ - gn - x*) - y(t_ - ;n - x)) (4.28)

Fir die Gesamtanzahl der Schnittpunkte folgt:

N = N +2[1+ H(y(u:) - g(u,)) + H(g(u-) — y(u-))]. (4.29)

4.3 Crofton-Symbol einer endlich langen Spirale

Die im vorigen Abschnitt betrachtete unendliche Spirale hat nur theoretisélert. Eine reale
Messkurve ist &ensichtlich endlich. In diesem Abschnitt berechnen wir daher das Crofton
Symbol einer endlichen Spirale. Dabei machen wir einige Einschrankydgeallerdings fur
die Praxis nicht relevant sind. Es séi)"die endliche Spirale

oo . h]J -
a(t) = |Rcost + tp), Rsin(t + tp), Zt , te[t,t],

mit fj < f, € R. Wir setzent, — fj > 27 voraus. Die Spirale habe also mindestens eine volle
Windung; fur praktische Anwendungen bedeutet dies keine Einsahmngn

Zur weiteren Berechnung gehen wir vor wie bei der unendlichen Spikitdestimmen eine
Drehmatrix so, dass wir uns auf die Schnittbestimmung einer (jetzt endlichip8gauskurve
mit einer Geraden zurlickziehen kénnen. Dies erfolgt vollkommen ana®iwworigen Ab-
schnitt und wird daher nicht nochmals ausgefiihrt. Die Grenzen desi@parameterts undt,
verschieben sich dabei wegen der Rotatibnnd Formel((4.3) unty + 7/2, d. h. als Grenzen
fur die Sinuskurve ergeben sich

t|::t~|+to+%:t~|+t~o+a+g (4.30a)

tu::fu+t0+g=fu+fo+a+g. (4.30Db)
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4.4 Endliche Sinuskurve

Wir bezeichnen mit

g(X) :=m- X — X, O0<m<R (4.31)
y(X) = R-sinx, R>0,xe[t,1t] (4.32)

die Gerade und die endliche Sinuskurve. Wir verlangent, > 2. Dies ist im Allgemeinen
schon zur Erflllung der Tuy-Kirillov-Bedingungen nétig und stellt damiinkeweitere Ein-
schrankung dar. Ebenso soll die Gerade mindestens einen nicht{iafege®chnittpunkt mit
der Sinuskurve haben (dies ist im Wesentlichen eine Einschrankungrevelrt vonxg). Dies
ist ebenfalls durch die Tuy-Kirillov-Bedingungen garantiert. Den FRalk O einer Geraden
parallel zurx—Achse behandeln wir in Abschnitt 4.4.3.

Die Schnittpunkte der Geradgmmit den Geradey = Rbzw.y = —R bezeichnen wir wieder
mit S; bzw. S_; die zugehdrigex-Koordinaten seien

_ R+Xxo _ —-R+X

= d _ = . 4.33
X4 - un X - ( )

Zwischen diesen Punkten liegt nach Voraussetzung mindestens ein Satiittp

4.4.1 Algorithmus fur die endliche Sinuskurve
Berechnung von t, und t_

Wir unterteilen die Berechnung der Schnittanzahl wie bei der unendliSherskurve in siche-
re Schnitte und mogliche weitere Schnitte. Bei der unendlichen Sinusketes wiie sicheren
Schnitte zwischen den Maxima und Minima der Sinuskurve auf, die den RuBktand S
am néchsten liegen. Bei der endlichen Sinuskurve ist aber nicht sty diese Maxima und
Minima sich Uberhaupt innerhalb des betrachteten Intervalls befinderd{ggsituation im po-
sitiven Bereich in Abbildung 4.4). Daher miissen wir die Grerizamdt, anders definieren als
bei der unendlichen Sinuskurve.

Dazu bezeichnen wir mit, ., N4 o, t- o, N_ o die entsprechenden Werte fir die unendlich
lange Kurve aus den Gleichungen (4.13), (4.14) und (4.15). Wir enseétzden Gleichungen
(4.13)-(4.15)x, durcht, undx_ durcht;; die damit erhaltenen Werte nennen wiundt_:

AN+1 . - 1, =
Sor=fst = K= (tu - E)J (4.34)
AN-1 . - [1( =
r=U24 = No= {Z (t| + Eﬂ (4.35)
f = (2N+ + %)n i = (2N_ - %)n (4.36)

Diese beiden Werte kennzeichnen damit den letzten Maximalpunkt rechtsiéavetzten Mi-
nimalpunkt links auf der Sinuskurve, der noch innerhalb des Intervialtg][liegt. Die Werte
t_ . undt, ., markieren dementsprechend die Maximalpunkte, die noch innerhalb deisiger
zwischenS_ undS, liegen.
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Abbildung 4.4: Endliche Sinuskurve und Gerade
Die Grenzen der Kurve liegen bgiundt,, die sicheren Schnitte befinden sich zwischen
undt,. Im linken unteren Bereich erfolgt die Begrenzung der Schnitte duechRUNktS_,
analog zu der unendlichen Sinuskurve. Im rechten oberen Teil mabhdie Einschrankung
der Sinuskurve bemerkbar: undt, o, stimmen nicht Gberein.

Wir definieren

t+ = min{t+’oo,f+}, = ma)qt—,m,f—}9

. ~ ~ (4.37)
Ni == MiN{N; oo, NiJ,  No == max{N_ o, N_}.

Diese Werte begrenzen den Bereich der Kurve mit sicheren Schnitten.

Sichere Schnitte

Zwischent_ undt, schneidet die Gerade die Sinuskurve wieder in jedem Intervall der Form
(nmr, (n + L)), n € Z. Die Anzahl der sicheren Schnitte ist damit

Ng == Lot (4.38)

T

Die obige Definition vont_ und t, zeigt bereits, dass der Fall der endlichen Sinuskurve
komplizierter ist als die unendliche Kurve. Dies wird bei den weiteren moégilicehnitten
noch deutlicher werden: Bei der unendlichen Sinuskurve genlgtErmscheidung Uber wei-
tere Schnittpunkte die Analyse der méglichen tangentialen Schnittpunktejeyegesagt, die
Position der Geraden relativ zu diesen Punkten.

Bei der endlichen Sinuskurve ist aber nicht sicher, dass diese Stellateirvall [}, t,] liegen;
salopp gesprochen kommt die Kurve Uberhaupt nicht bis zu diesendpPuidaher missen wir
die Lage der Kurvenendpunkte und der tangentialen Schnittpunkte ematys
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(1) Tang. SP unterhalb der Gerade (2) Tang. SP auf der Gerade (3) Tang. SP oberhalb der Gerade

Abbildung 4.5: Der tangentiale Schnittpunkt (SP) rechts oben
Der Pfeil markiert den Verlauf der Kurve fiir wachsendgsDer rote Punkt markiert den
tangentialen Schnittpunkt, schwarze Punkte bezeichnen die Endpunikarde in den ver-
schiedenen Fallen. Blaue Punkte sind Schnittpunkte.

Diese Analyse fuhren wir im Stil eines Entscheidungsbaums durch. Zetreachten wir
den Fall, dass die Kurve nur bis zum nachsten Minimum geht, danach dlesirfea Kurve,
die Uber das nachste Minimum hinausgeht. Die Anzahl weiterer Schnittpaohkteiben wir
dabei in eckigen Kastchén |. Diese markieren die ,Blatter* des Entscheidungsbaums, d. h.
der jeweilige Fall ist dort abgeschlossen.

Dieser Baum (vgl. Abbildung 4.6) liefert uns einen ersten Algorithmus. ietabschnitt
4.4.2 formulieren wir diesen Algorithmus in einer formalen Schreibweise, @ausiddann eine
geschlossene Formel entwickeln.

Schnitte rechts oben

Je nach Lage des End- und Tangentialpunktes kénnen rechts obandrisi zveitere Schnitt-
punkte auftreten.

1. Fall (t4 + ) > ty: Die Kurve geht héchstens bis zum néchsten Minimum

1. y(tu) < 9(tu)
Die Kurve endet unterhalb oder auf der Geraden (dies deckt aucFalkt, = t, ab).
Damit haben wir einen weiteren Schnittpunkt, alsa |

2. y(tu) > 9(tu)
Die Kurve endet bereits oberhalb der Geraden, [al§o 0

2. Fall ty > (t4 + 7r): Die Kurve reicht Uber das nachste Minimum hinaus Wir haben
dann in jedem Fall mindestens einen weiteren Schnittpunkt (dieser liegeauKdrvenstick
vom Maximum bet, zum Minimum beit, + 7). Wir bestimmen nun mdégliche weitere Schnitt-
punkte; dazu seil, der nachste obenliegende tangentiale Schnittpunkt, vgl. Gleichung (4.24)
bei der unendlich langen Kurve. Zur Verdeutlichung der jeweiligen Bpdigen verweisen wir

auf Abbildung 4.5. Dort markiert der rote Punkt den tangentialen Schnitpblaue Punkte
sind Schnittpunkte von Gerade und Kurve. Die schwarzen Punkte nemkiéx Endstellen der
Kurve bei den einzelnen Fallen.
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1. y(us) < g(uy)
Der tangentiale Schnittpunkt liegt unterhalb der Gerade, es bestehteatarl& Mog-
lichkeit fur einen weiteren Schnittpunkt (vgl. Abbilduing 4.5(1)), a{lm .

2. y(u.) = g(us)
Es besteht die Mdglichkeit eines tangentialen Schnittpunkts (falls die Kueitegenug
geht), vgl. Abbildung 4.5(2).
a) u, <ty
Die Kurve geht bis zum tangentialen Schnittpunkt, .
(In der Abbildung wéren dann der rechte Punkt oder der tangentidipit§mnkt
maogliche Endpunkte der Kurve.)
b) u, >ty
Die Kurve endet vor dem tangentialen Schnittpunkt, .

3. y(u+) > g(uy)
Der tangentiale Schnittpunkt liegt oberhalb der Geraden, damit sind zsvisires Schnitt-

punkte moglich, vgl. Abbildung 4.5(B).

a) y(tu) > 9(tu)
Die Kurve endet oberhalb der Geraden, der linke blaue Punkt ist damftchnitt-
punkt, alsd +2].
(Der tangentiale Schnittpunkt und seine beiden Nachbarn sind dann négiich
punkte.)
b) y(tu) = 9(tu)
Die Kurve endet auf der Geraden, dies kann vor oder nach denmigaiga Schnitt-
punkt passieren.
i uy >ty
Die Kurve endet vor dem tangentialen Schnittpunkt, .
(Der linke blaue Punkt ist dann Endpunkt.)
i up <ty
Die Kurve endet nach dem tangentialen Schnittpunkt,|[ai8d
(Der rechte blaue Punkt ist dann Endpunkt.)
i, uy =ty
Dieser Fall kann hier nicht eintreten, géu.) > g(u;) undy(ty) = g(ty) gilt.
Wir erwahnen ihn nur der Vollstéandigkeit halber.
c) y(tu) < g(tu)
Die Kurve endet unterhalb der Geraden; auch dies kann vor oderdeae tangen-
tialen Schnittpunkt passieren.
i uy >ty
Die Kurve endet vor dem tangentialen Schnittpunkt, wir haben also keiaen w
teren Schnittpunkt, alga-1]
(Der linke schwarze Punkt ist dann Endpunkt.)
i uy <ty
Die Kurve endet nach dem tangentialen Schnittpunkt,[ai8d
(Der rechte schwarze Punkt ist dann Endpunkt.)
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i, uy =ty
Dieser Fall kann nicht eintreten, géu,) > g(u,) undy(t,) < g(ty) gilt.

Schnitte links unten

Auch links unten kénnen bis zu drei weitere Schnittpunkte auftreten. Dlienf@rscheidungen
erfolgen analog zu den Schnitten im rechten, oberen Bereich. Abbilkldnzeigt eine graphi-
sche Darstellung des entsprechenden Baums.

1. Fall (t- — ) < t;: Die Kurve geht héchstens bis zum néchsten Maximum

1. y(t) = o(tr)
Die Kurve endet oberhalb oder auf der Geraden (dies deckt auclralet; = t_ ab).
Damit haben wir einen weiteren Schnittpunkt, .

2. y(t) <9(t)
Die Kurve endet bereits unterhalb der Geraden,

2. Fall t; < (t- — x): Die Kurve reicht Giber das nachste Maximum hinaus Wir haben
dann in jedem Fall mindestens einen weiteren Schnittpunkt (dieser liegeauKdrvenstick
vom Minimum beit_ zum Maximum bet_ — 7). Wir bestimmen nun mdgliche weitere Schnitt-
punkte; dazu sai_ der nachste untenliegende tangentiale Schnittpunkt,/vgl. (4.26) bei der un
endlich langen Kurve. Zur Verdeutlichung der jeweiligen Bedingungeneisen wir auf Abbil-
dung 4.8. Dort markiert der rote Punkt den tangentialen Schnittpunke Blankte sind Schnitt-
punkte von Gerade und Kurve.

1. y(u-) > g(u-)
Der tangentiale Schnittpunkt liegt oberhalb der Gerade, es besteheatsol& Mdoglich-
keit fir einen weiteren Schnittpunkt (vgl. Abbildung 4.8(1)), .

2. y(u-) = g(u-)
Es besteht die Mdglichkeit eines tangentialen Schnittpunkts (falls die Kueitegenug
geht), vgl. Abbildung 4.8(2).

a) u_ >t
Die Kurve geht bis zum tangentialen Schnittpunkt, als2|.
(In der Abbildung sind dann der linke Punkt und der tangentiale Schnktpuaig-
liche Endpunkte.)
b) u_ <t
Die Kurve endet vor dem tangentialen Schnittpunkt, .

3. y(u-) <g(u-)
Der tangentiale Schnittpunkt liegt unterhalb der Geraden, damit sind zeiteirey Schnitt-
punkte moglich, vgl. Abbildung 4.8(B).
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ly(t) ? ot)] ly(u) 2 gu)]
(1) (9 D® 2 o] (v

Abbildung 4.6: Entscheidungsbaum fur Schnitte rechts oben

Die Fragezeichen bilden Platzhalter fir die jeweilige Relation. Die eingekneigtete be-
zeichnen die Anzahl der Schnitte im rechten oberen Bereich der KBmegX" steht dabei
in den Fallen, die nicht auftreten kdnnen. Diese Falle nehmen wir dennatgniBaum mit

auf, da sie bei den spéateren Formeln eine Vereinfachung erlauben.
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Abbildung 4.7: Entscheidungsbaum fur Schnitte links unten
Die Fragezeichen bilden Platzhalter fir die jeweilige Relation. Die eingekneigtete be-
zeichnen die Anzahl der Schnitte im linken unteren Bereich der Kurve,XEisteht dabei
in den Fallen, die nicht auftreten konnen. Diese Falle nehmen wir dennatgniBaum mit
auf, da sie bei den spéateren Formeln eine Vereinfachung erlauben.
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(1) Tang. SP oberhalb der Gerade (2) Tang. SP auf der Gerade (3) Tang. SP unterhalb der Gerade

Abbildung 4.8: Der tangentiale Schnittpunkt (SP) links unten
Der Pfeil markiert den Verlauf der Kurve fur abnehmentie®er rote Punkt markiert den
tangentialen Schnittpunkt, schwarze Punkte bezeichnen die Endpunikargde in den ver-
schiedenen Fallen. Blaue Punkte sind Schnittpunkte.

a) y(t) < g(t)
Die Kurve endet unterhalb der Geraden, der rechte blaue Punkimgteia Schnitt-
punkt, alsd +2].
(Der tangentiale Schnittpunkt und seine beiden Nachbarn sind dann n&gich
punkte.)

b) y(ti) = g(t1)
Die Kurve endet auf der Geraden, dies kann vor oder nach dermmtialga Schnitt-
punkt passieren.

i u- <t

Die Kurve endet vor dem tangentialen Schnittpunkt, fisd)
(Der rechte blaue Punkt ist dann Endpunkt.)

i, u- >t
Die Kurve endet nach dem tangentialen Schnittpunkt,|[ai8d
(Der linke blaue Punkt ist dann Endpunkt.)

. u- =t
Dieser Fall kann nicht eintreten, géu_) < g(u-) undy(t)) = g(t) gilt.

c) y(t) > g(t)
Die Kurve endet oberhalb der Geraden; auch dies kann vor odbrdsan tangen-
tialen Schnittpunkt passieren.

. u_ <t
Die Kurve endet vor dem tangentialen Schnittpunkt, wir haben also keiaen w
teren Schnittpunkt, alga-1].

(Der rechte schwarze Punkt ist dann Endpunkt.)

i u- >t
Die Kurve endet nach dem tangentialen Schnittpunkt,[ai8d
(Der linke schwarze Punkt ist dann Endpunkt.)

. u- =t
Dieser Fall kann nicht eintreten, géu_) < g(u_) undy(t;)) > g(t) gilt.
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4.4.2 Formel fur die endliche Sinuskurve

In einem ersten Schritt stellen wir den Entscheidungsbaum des vorigeshAitis formal dar;
im Anschluss modellieren wir die Schnittanzahl dann mittels Funktionen.

Schnitte rechts oben und links unten

Wir bezeichnen die relevanten Beziehungen mit Gro3buchstaben wie folgt:

A Das Verhdltnis vory(u,) zug(u,). A. bedeutet dabsi(u.) > g(u,).

B : Das Verhaltnis voni, zut,. B bedeutet dabei, < t,.

C . Das Verhéltnis vory(t,) zug(ty). C. bedeutet dabsi(ty) > g(ty).

Trifft eine Bedingung zu, assoziieren wir den Wert 1 damit, ansonsten derOWeu3erdem
fassen wir die Falle, = t, undu, < t, dort zusammen, wa, = t, nicht moglich ist. Fur die
AnzahlIN; der Schnitte rechts oben erhalten wir damit

Ny = [(ts +7) > ty] - C<
Flte >t + Jr)](A< +AL(2B. +B.) + A.(2C. + C_(2B. + 3B.) + C(B. + 3BS))).

Wir vereinfachen den Term im zweiten Summanden und erhalten
A<+ Ao+ ABc + A,(2C. + C-(2B. + 3B.) + C(B. + 3B.))
= A+ A +AB. +A(2C. +2C_ + C_B. + C. + 2C.Bx)
=A.+A-+A_B.+ A>(l +C. +C. +B(C- + 2C<))

=1+A_-Bc+A.C. +A.B(C. +2C.)
=1+B(A- +A.C_ +2A.C.)+A.C;(B< + B,)

=1+B(A.C. + A +A.C. +2A.C.) + A.B.C;
=1+B(A. +A.C.+A. +A.C.)+A.B.C.
=1+B(A. +A.C.)+A.B.C..

Damit folgt

Ny = [(ty +7) > t] - Cc +[tu > (t, +71)] - {1 + B A + ALCc + A>B>CZ}. (4.39)
Vollkommen analog erhalten wir fiir die Anzahl der Schnitte links

N =[(t—n) <t]-Fs +[t < (t_ —7)] - {1+ E>[D< + DF:|+ D<E<FS}, (4.40)

mit den Bezeichnungen
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D : Das Verhaltnis vory(u_) zug(u-). D. bedeutet dabsji(u_) < g(u.).
E : Das Verhéltnis voni_ zut. Es bedeutet dabei_ > t.

F : Das Verhaltnis vory(t)) zug(t). F< bedeutet dabsi(t)) < g(t).

Ubergang zu Funktionen

Die Formeln[(4.39) und (4.40) ermoglichen zusammen mit den sicheren SclenitteBlei-
chung|(4.38) die Berechnung des Crofton-Symbols einer endlicheal&pinter den erwahn-
ten Einschrankungen. Damit konnen wir den Operdprfir die Spiralgeometrie bestimmen.
Zur Anwendung des Ableitungsoperatdraus Gleichung (1.24) bendtigen wir allerdings auch
noch die Ableitung des Crofton-Symbai&w, s). Da die Wertemenge vamw, S) eine Teilmen-
ge der natirlichen Zahlex bildet, fihrt diese Ableitung auf Terme mit der Delta-Distribution;
die Ableitung ist daher auch im distributionellen Sinne zu verstehen. Wiefiidie obigen
Relationen auf die Signum-Funktion zurtick, deren Ableitung wir kennezuliefinieren wir
Hilfsfunktionen, welche die Relationen in (4.39) und (4.40) widerspiegeln:

1 > 1
HZ:: ’ X_O, H>:: ’ X>o,
0, x<0 0, x<0
>
H. = 0, x>O’ H. = 0, x_O'
1, x<0 1, x<0O
Mit den Definitionen von
1, x>0
0, x=0
sgnk) =< 0, x=0 und H1(X) := = sgn(x — X) (4.412)
1, x<0O
-1, x<O
folgt dann fiur diese Hilfsfunktionen
Hx(X) = 1 - Hy(X), H. (X) = Hi(-X),
Ho(X) = 1 - Hi(-X), H<(X) = H1(X).
Weiterhin ist
H1(-=X) — H1(X) = sgn() (4.42)

und fir die Ableitung der Funktiohl; ergibt sich

S H100 = (5004 ~ %) = 250 =) (4~ %) = 200~ ) - (59X~ 1),

< (Ha(-) = ~H{(-X) = ~26(-X + ) (59nX) ~ 1) = 25X+ ) (59n) + 1).
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Wir schreiben die Anzahl der Schnitte rechts oben bzw. links unten mit désfudktionen als
Ny = Hs (te + 7 —t) - He (Y(tu) - 9(t)) + Hx(tu — 7 - t.)
+H(ty -7 - t+){Hg(u+ — ty)[ H (y(u) = o(u,)) + Ha (y(us) — 9(us)) - He(y(tu) - 9(tu)]
+HL(V(U) ~ 9(U) - Ha (U~ 1)+ Ha(t) - o)
bzw.
N = He(t- —m—t) - Ha(y(t) — g(t)) + H<(ti + 7 - )
#Ha(t+ = D) Ha(u - [ Ha(y(u) - g(u-)) + He(y(u-) - gu) - Ha(vtt) - o(t)]
#H(Y(U) - 9U) - He(u- — 1) - He(y(t) - ot)-
Zur Vereinfachung der Notation definieren wir die Hilfsfunktioals
hi=g-y (4.43)
und schreiben die Terme mittels dieser Hilfsfunktion und der Funktipn

Nr = [1- Ha(t+m=1)] - [1 - Hi(h(tw)] + Hit+7=T)

#Ha(t + 7 1) - {1 Ha-u, + 6] [L-Ha(-h(u) + Ha(h(u,)) - [L-Hs(ht)]
“2sgneh(u,))

+ Ha(h(u.) - Ha(-u, + 1) - [1 - Ha-ht)l |

Wir vereinfachen weiter
Nr = 1 — Hy(h(ty)) + Ha(ty + 7 —ty) - Hi(h(ty))
#Ha(t + 7 - 1) {[L = Hu(-u. + WI[L - sgn6(u.)) - Ha(h(w.)) - Ha(h(w)
# Ha(h(U,)) - Ha(-u. + ) = Ha(h(u) - Hu(-u. + ) - Ha(-h() |
Mit Gleichung (4.42) folgt
Ny = 1+ Hy(h(ty)) - [Hi(t, + 7 —1ty) = 1]
+Ha(t, +7- 1) {1- sgn(u,)) - Ha(h(u.) - Ha(h(t)

#H1(-U, + ) - [-1+ sgnb(u,)) + Ha(h(,) - [1 - sgnbct)]
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Entsprechend erhalten wir fi\j
Ny =[1-Hi(t +7—t)]-[1-Hi(-h(t))] + Hi(t + 7 - )

+ Ha(ti + 7 - t_){[l = Ha(u- = t)][1 = Ha(h(u.)) + Ha(=h(u)) - [1 = Ha(=h(t))] |
# Ha(=h(u) - Ha(u- = ) - [L = Hy(h@)]
= 1 Ha(=h(t)) + Hat + 7 — £ )H1(=h(t))
# Ha(t + 7= 0L - Hy(u- - )1[2+ sgnb(u-)) - Ha(-hu-)Ha(-h(w)
+ Ha(-h(U)Ha(u- - t) = Hi(-h(u-)Ha(u- - H1(h(0)}
=1+ Hy(=h()) - [Ha(th + 7 - 1) = 1]
# Ha(t + 7 - {1+ sgnf(u-)) - Ha-h(u-)Hs(-h(w)

# Ha(U- — )] -1 sgnbu-)) + Ha(-h(u) - [ + sgnb)]] |

Zusammenfassend ergibt sich fur die Anzahl der SchnittpuNkégner endlichen Sinuskurve
mit einer Geraden

g(X) = m- X — X, y(X) = R- sinX, X € [t,tu],

mit0 < m < R X9 € Rundt, -t > 27 unter der Bedingung mindestens eines vorhandenen,
nicht-tangentialen Schnittpunkts

N = Ns+ N +Nr, (4.44)

mit Ns aus Gleichung (4.38) unid; und N, wie oben.

Die Einschréankung, dass mindestens ein nicht-tangentialer Schnittpuihlgnesn sei, folgt
aus der dritten Tuy-Kirillov-Bedingung, vgl. Definition 1.1.1.

Diese Einschrankung ist fir unser Vorgehen relevant: Eine Konstellatie in Abbildung
4.9 wird von obiger Formel (4.44) nicht erfasst. Der dortige Berlibkpist ein tangentialer
Schnittpunkt, weitere gemeinsame Punkte von Kurve und Gerade gibt enweg Restrik-
tion des Intervallst],ty] der Sinuskurve nicht. Eine Spirale mit einer solchen Ebene verletzt
die Tuy-Kirillov-Bedingungen. Die Erfiillung der Bedingungen ist abiehhweiter schwierig:
Durch Fortsetzen der Sinuskurve ermdéglichen wir weitere Schnittpunkts. IBéi einer rea-
len Messung entspricht dies einer weiteren Rotation der Quelle und sollte kisim®roblem
darstellen.

4.4.3 Steigung m=0

Im Fallm = 0 liegt die Gerade parallel zurAchse, mit einem Abstand echt kleirie(d. h. noch
innerhalb des Kurvenbereichs). Im Folgenden werden wir sehes vdaunseren Algorithmus
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Abbildung 4.9: Unzulassige Konstellation von Sinuskurve und Gerade

mit einer kleinen Anderung tibernehmen kénnen. Die Werteind x_ kénnen wir wegen der
Division durchm = 0 nicht analog zu Formel (4.33) definieren; dementsprechend ist ineh e
Definition der Wertd., ., undt_ ., nicht ohne weiteres moglich. Stattdessen setzerxwirnd

x_ auf die Endstellen der Kurve

Xy =1y und X_ =1
und erhalten unter Beachtung von Gleichung (4.37)
t+ = t+ Und .= t_,

d. h. wir nehmen die letzten Extrempunkte innerhlh ] als Grenzen fir die sicheren Schnitte
(was im Fallem = 0 sinnvoll erscheint).

Um mdgliche weitere Schnitte zu finden, verfahren wir nach dem Algorithmsig\dschnitt
4.4.1, der auch in diesem Fall korrekt ist: Der 1. Falk{z > t,) funktioniert dfensichtlich auch
hier. Reicht die Kurve Uber das Minimum kei+ 7 hinaus, benétigen wir den nachsten tangen-
tialen Schnittpunkti, . Nach Definition ist dies gerade + 2r, d. h. der nachste Maximalpunkt.
Damit liegt der tangentiale Schnittpunkt immer echt hdher als der entspEkemvenpunkt,
denn der Abstand der Geraden zum Ursprung ist nach Vorausgetiriner alsR. Dies ergibt
sich bereits aus den Tuy-Kirillov-Bedingungen. Im zweiten Fall ist daduerPunkt 3 fir uns
relevant. Aul3erdem ist, immer gréRer al$,. Es kommen also nur noch die Félle 3.a), 3.b).i.
und 3.c).i. in Frage, die auch alle korrekt gelést werden.

Vollkommen analog sehen wir, dass auch die Schnitte links unten korredahdlabt werden.
Auf die Integration des Fallmn = 0 in die obigen Formeln fiiN; und N, verzichten wir aus
Griinden der Ubersichtlichkeit.

Zusammenfassung  Mitdenin diesem Abschnitt bestimmten Formeln i N, undN; kén-
nen wir das Crofton-Symbol einer Spirale in den fur uns relevanten Hadlstimmen. Die ent-
stehende Formel ist jedoch sehr komplex, weshalb wir auch daraidfivienz, die verschiedenen
Parameter als Funktionen der Normalenvektousd des Abstandd der Ebene zu schreiben.
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Die Komplexitat der Formel erklart auch, warum die bisher publiziertefelieen die Berech-
nung des Crofton-Symbols vermeiden. Je nach Vorgehensweiseng=ivgas entsprechende
Verfahren dann allerdings nicht alle Daten oder implementiert nur einerNidgdpe@n die Inver-
sionsformel.

Die Einschrankung der Ruckprojektion auf PlI-Segmente gehort dabeaisteren Verfahren.
Diese Einschrankung impliziert aber einen hohen Aufwand zur Betehdes PI-Segments
jedes Rekonstruktionspunktes.



5 Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit haben wir eine analytische Formel fiir den Rekdtionskern im Fall
der Kreisgeometrie hergeleitet und als Software umgesetzt. Diese ermégtielstehr schnelle
Berechnung des Rekonstruktionskerns. Tatsachlich wurde die Impliemgy fur die hier ver-
wendete Prototyp-Software nicht wie in Algorithmus 1 realisiert. Stattdessesevder Kern als
Bestandteil der Riickprojektion (also nach der Datenmessung) bete€rer Zeitverlust dabei
ist vernachlassigbar und wird durch den Gewinn an Flexibilitat mehr ateeauigen.

Als deutlichen Fortschritt im Vergleich zu friiheren Arbeiten kann hier Glaig [(2.45) an-
gesehen werden. Sie ist unmittelbar implementierbar und bereitet bis auftelygalion auch
keinerlei Schwierigkeiten. Ein Umweg Uber den RekonstruktionskeriRddontransformation
ist nicht langer erforderlich. Aufgrund der Geschwindigkeit derb@rechnung konnte auf die
Verwendung vieler Invarianzen verzichtet werden. In praktischewekdungen kdnnte deren
Ausnutzung allerdings sinnvoll sein, da hier der Speicherbedarfifigr 2048x 2048 Matrix
maoglicherweise nicht vernachlassigbar ist.

Die numerischen Beispiele zeigen die Anpassungsfahigkeit der Apprtxéndnversen und
ihre dem Feldkamp-Algorithmus Uberlegene Fahigkeit zur Rauschuiitduarg.

Am Ende dieser Arbeit bleiben natirlich nocffeme Fragen. Eine davon bdiridie Wahl
des RegularisierungsparametersDurch die schnelle Berechenbarkeit unseres Rekonstrukti-
onskerns kénnen wir einen guten Wert fibestimmen. Eine solche Bestimmung benutzt ein
bekanntes, virtuelles Phantom und minimiert den Fehler zwischen OrigidaRakonstrukti-
on. Das entsprechende Verfahren kann dementsprechend autotraisiefen. Trotzdem bleibt
dieses Vorgehen unbefriedigend, da es immer noch Testlaufe mit bekdbatiensatzen erfor-
dert.

Die Spiralgeometrie haben wir nur kurz angeschnitten und dabei dato@®ymbols ei-
ner Spirale in Kapitel 4 bestimmt. Die Komplexitat der entsprechenden Forrigg] mearum
die bisher publizierten Verfahren nicht alle verfugbaren Daten zupfskuktion verwenden.
Schrankt man die Rickprojektion auf PI-Segmente ein, so ist dort dab@\gleich 2. Die-
se Vereinfachung der Rickprojektion impliziert aber eine Bestimmung d&gdthentes des
jeweiligen Rekonstruktionspunkts. Der Aufwand steckt dann in der vekoRstruktionspunkt
abhéngigen Ruckprojektion, da man fur jeden PunktQ das entsprechende Segment auf der
Abtastkurve bestimmen muss.

Im Rahmen dieser Arbeit haben wir uns auf skalare Dichterekonstraktibaschrankt. Die
hier erzielten Ergebnisse lassen sich aber auch auf die Vektortomagytdgeitragen, siehe [34].
Diese Ubertragbarkeit zeigt nochmals die Flexibilitat der Approximativeersen.
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